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Vorwort. 


Indem  wir  den  ersten  Band  des  neugestalteten  Archivs  der 
Mathematik  und  Physik  hiermit  der  Öffentlichkeit  übergeben,  können 
wir  nicht  umhin,  unseren  Mitarbeitern  den  Ausdruck  unseres  Dankes 
zu  übermitteln.  Hervorragende  Mathematiker  der  Gegenwart  haben 
uns  die  Früchte  ihrer  Untersuchungen  zum  Abdruck  gesandt;  neben 
Nord-  und  Süddeutschland  haben  sich  England,  Frankreich,  Japan  und 
Österreich  beteiligt,  fast  sämtliche  Gebiete  der  Mathematik  sind  ver- 
treten: Algebra,  Arithmetik  und  Analysis,  analytische,  darstellende 
und  synthetische  Geometrie,  Kinematik,  Dynamik  und  mathematische 
Physik.  Mit  Genugthuung  verzeichnen  wir  die  Thatsache,  dafs 
Charles  Hermite  unserer  Zeitschrift  ein  besonderes  Interesse  ent- 
gegengebracht hat:  seine  letzte  Arbeit  ziert  den  vorliegenden  Band. 

Wir  ergreifen  diese  Gelegenheit,  um  auch  an  dieser  Stelle  auf 
einige  Ergänzungen  hinzuweisen,  die  unser  Programm  inzwischen  er- 
fahren hat. 

Eine  derselben  liegt  nach  der  physikaliscfien  Seite  hin.  Aufser 
raathematisch-physikalischen  Untersuchungen,  die  auch  schon  früher  in 
dieser  Zeitschrift  vertreten  waren,  sind  wir  gern  bereit,  solche  Arbeiten 
aufzxmehmen,  welche  im  Vordergrund  stehende  Fragen  der  experimen- 
tellen Physik  von  neuen  Gesichtspunkten  aus  beleuchten.  Von  dieser 
Art  bietet  der  vorliegende  Band  zwei  Abhandlungen.  Für  die  nächsten 
Hefte  sind  wir  in  der  Lage,  unseren  Lesern  weitere  Beiträge  aus  der 
Feder  bekannter  Physiker  in  Aussicht  zu  stellen. 

Andere  Ergänzungen  beziehen  sich  auf  die  Rubrik  „Vermischte 
Mitteilungen“.  Hier  haben  wir,  vielfach"  geäufserten  Wünschen  ent- 
sprechend, einen  ,ySprechsaal  für  die  EneyJdopädie  der  mathematischeyi 
Wisseyischaften‘^  eingerichtet,  wo  die  aus  dem  Leserkreis  einlaufenden 
Berichtigungen  und  Ergänzungen  zu  den  erschienenen  Heften  der 
Encyklopädie  Platz  finden  sollen. 

Selbstverständlich  werden  wir  gern  bereit  sein,  diesen  Sprechsaal 
auch  auf  andere  Erscheinungen  der  mathematischen  und  physikalischen 
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Vorwort. 


Litteratur  auszudelmen,  falls  uns  diesbezügliche  Wünsche  geäufsert 
werden  sollten. 

In  der  Rubrik  „Aufgaben  und  Lehrsätze“  wollen  wir  nicht  blofs 
Aufgaben  und  Lehrsätze  geben,  deren  Lösungen  im  Archiv  zum  Ab- 
druck gelangen,  auch  Probleme  mit  näherer  Angabe  der  Behandlung 
(sujets  d’etude)  sollen  gestellt  werden  als  Gegenstand  längerer,  selb- 
ständiger Arbeiten.  Ein  Beispiel  dieser  Art  findet  sich  unter  den  Auf- 
gaben dieses  Bandes.  Ebenso  sollen  in  Zukunft  die  Preisfragen  von 
Akademieen  und  gelehrten  Gesellschaften  an  dieser  Stelle  mitgeteilt 
werden. 

Alle  diese  Veränderungen  wären  nicht  möglich  gewesen  ohne  die 
weite  Umsicht  und  das  thatkräftige  Interesse,  welches  die  Verlagsfirma 
B.  G.  Teubner  dem  Archiv  entgegengebracht  hat. 

E.  Lampe.  W.  F.  Meyer.  E.  Jahnke. 
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Zur  Einftilining. 

Das  Archiv  der  Mathematik  und  Physik  ist  1841  von  J.  A.  Grunert, 
der  vor  seiner  Bemfong  auf  den  Lehrstuhl  der  Universität  zu  Greifs- 
wald zwölf  Jahre  lang  Gymnasiallehrer  gewesen  war,  mit  besonderer 
Rücksicht  auf  die  Bedürfnisse  der  Lehrer  der  höheren  Unterrichts- 
anstalten ins  Leben  gerufen  worden,  nachdem  in  Frankreich  die  An- 
nales  de  mathematiques  pures  et  appliquees  von  Gergonne  in  ähnlicher 
vorbildlicher  Weise  seit  1810  anregend  und  befruchtend  gewirkt  hatten. 
Nach  Grunerts  Tode  (1872)  wurde  die  Leitung  des  Archivs  dem  als 
Mathematiker  wie  als  Philosoph  gleich  verdienten  Professor  R.  Hoppe 
zu  Berlin  anvertraut;  derselbe  hat  sich  bis  zu  seinem  im  Juni  dieses 
Jahres  erfolgten  Tode  bemüht,  im  Archiv  diejenige  Richtung  inne  zu 
halten,  welche  durch  die  53  unter  Grüner t erschienenen  Bände  ge- 
geben und  durch  den  Titel  vorgezeichnet  war. 

Indem  wir  drei  Unterzeichnete  uns  zur  gemeinsamen  Herausgabe 
des  Archivs  vereinigt  haben,  wollen  wir  seinen  historisch  entstandenen 
Charakter  nicht  ändern,  sondern  vielmehr  versuchen,  ihn  schärfer  aus- 
zuprägen. 

Nachdem  die  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik  (Schlömilch) 
den  bisherigen  Charakter  geändert  imd  die  Pflege  der  angewandten 
Mathematik  in  den  Vordergrund  gerückt  hat,  bleibt  das  Archiv  das 
einzige  Organ  Ln  Deutschland,  welches  sich  nicht  blofs  die  Erweiterung 
der  mathematischen  Erkenntnis,  sondern  auch  die  Verbreitung  der 
Resultate  mathematischer  Forschung  als  Ziel  steckt. 

Schon  unter  Grunert  und  Hoppe  wurde  so  manche  wichtige 
wissenschaftliche  Entdeckung  durch  das  Archiv  zur  allgemeinen  Kennt- 
nis gebracht;  — wir  erinnern  nur  an  die  grundlegenden  Seydewitz- 
schen  Untersuchungen  aus  der  synthetischen  Geometrie  und  an  die 
bedeutenden  Arbeiten  von  Imschenetzky  über  die  Theorie  der  par- 
tiellen Difierentialgleichimgen  zweiter  Ordnung.  Auch  wir  werden  uns 
freuen,  wenn  die  jetzigen  Mathematiker  dem  Archiv  die  Früchte  ihrer 
Forschung  zur  Veröffentlichung  übergeben  wollen. 

Archiv  der  Mathematik  und  Fby«Uc.  III.  Reihe.  I. 
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Ztir  Einführung. 


Zur  Fesselung  eines  grÖfseren  Leserkreises  sollen  aber  auch  solche 
Aufsätze  eingerückt  werden,  welche  die  Kenntnisnahme  und  das  Ver- 
ständnis der  neueren  mathematischen  Anschauungen  und  Entdeckungen 
vermitteln. 

Da  ferner  der  mathematische  Unterricht  an  den  Hochschulen 
(Universitäten,  technischen  Hochschulen  u.  s.  w.)  imd  an  den  Mittel- 
schulen (Gymnasien,  Realgymnasien,  Oberrealschulen  u.  s.  w.)  von  den  Er- 
gebnissen der  Forschung  beeinflufst  wird,  so  werden  wir  gern  Artikel 
bringen,  welche  bezügliche  Fragen  in  wissenschaftlicher  Weise  beleuch- 
ten. Doch  wollen  wir  hierbei  sogleich  bemerken,  dals  lediglich  päda- 
gogische, den  Mittelschulunterricht  betreifende  Gegenstände  ausge- 
schlossen bleiben,  weil  für  diese  in  den  Zeitschriften  für  Unterricht 
besondere  Organe  bestehen. 

Die  Erweiterung  des  Programms  auf  die  Berücksichtigung  der 
Bedürfnisse  des  Hochschulunterrichts  ist  durch  die  Erwägung  veranlafst 
worden,  dafs  die  ähnliche  Ziele  verfolgenden  NouveUes  Annales  in 
Frankreich  und  das  Giomale  di  Matematiche  in  Italien  ihre  Blüte 
gerade  dem  Umstande  zu  verdanken  haben,  dafs  sie  die  studierende 
Jugend  zu  ihren  eifrigsten  Lesern  zählen  und  sehr  fi*üh  zur  Mitarbeit 
zulassen. 

Auch  wir  erachten  es  für  die  Erziehung  eines  fröhlich  schaffenden 
mathematischen  Nachwuchses  für  erspriefslich,  wenn  dem  auf  der 
Hochschule  sich  ausbildenden  Jünglinge  Anregung  und  Gelegenheit 
gegeben  wird,  eine  Zeitschrift  seiner  Wissenschaft  mit  Interesse  zu 
lesen  und  in  ihr  mit  eigenen  Arbeiten  vor  die  Öffentlichkeit  zu  treten. 

Um  zu  selbständigen  Arbeiten  anzuregen,  werden  wir  Aufgaben 
zu  stellen  versuchen,  die  dem  Stoffe  des  Hochschulimterrichts  ent- 
nommen sind,  und  bitten  die  Herren  Kollegen  um  reichliche  Mitteilung 
solcher  Aufgaben,  von  denen  ja  jeder  Lehrer  eine  gewisse  Anzahl  für 
seine  besonderen  Zwecke  auszubilden  pflegt.  Die  Namen  der  Einsender 
richtiger  Lösungen  sollen  in  den  nächsten  Heften  veröffentlicht  werden. 
Bearbeitungen,  welche  sich  durch  Originalität  und  Eleganz  der  Dar- 
stellung auszeichnen,  sollen,  soweit  der  Platz  verfügbar  ist,  zum  Ab- 
druck gelangen.  Auch  für  die  Beantwortung  von  Anfragen  werden 
wir  versuchsweise  eine  Rubrik  einrichten. 

Einen  wesentlichen  Bestandteil  des  Archivs  hat  immer  der  litte- 
rarische  Bericht  gebildet,  bestehend  in  Rezensionen  neuerschienener 
Schriften.  Derselbe  wird  in  etwas  abgeänderter  Form  beibehalten 
werden,  und  wir  werden  danach  streben,  durch  Heranziehung  geeig- 
neter Kräfte,  welche  das  zur  Besprechung  kommende  Gebiet  beherrschen, 
eine  möglichst  sachgemäfse  Beurteilung  in  kurz  gefafsten  Artikeln 
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herbeizufuhreD.  Da  die  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik  (Schlö- 
milch)  von  jetzt  an  auch  in  ihrer  historisch -litterarischen  Abteilung 
sich  auf  die  angewandte  Mathematik  einschriinkt,  wird  dieser  Teil  des 
Archivs  für  die  mathematische  Lesewelt  eine  erhöhte  Wichtigkeit 
erhalten. 

Wenn  wir  so  dem  unserer  Leitung  übergebenen  Archiv  neues 
Leben  einzuflöfsen  beabsichtigen,  so  verhehlen  wir  uns  bei  der  Über- 
nahme unserer  neuen  Pflichten  nicht,  dafs  viele  Schwierigkeiten  zu 
überwinden  sind;  wir  hoffen  indessen,  dafs  uns  die  Mathematiker  der 
verschiedensten  Richtungen,  mögen  sie  mehr  produktiv  oder  mehr 
rezeptiv  wirken,  nach  Kräften  unterstützen  werden.  Indem  wir  durch 
die  Mannigfaltigkeit  der  Gaben  den  verschiedenen  Geschmacksrichtungen 
gerecht  zu  werden  versuchen,  w^ollen  wir  vor  allem  die  Langweilig- 
keit und  die  Kleinigkeitskrämerei  aus  dem  Archiv  verbannen,  weil  sie 
das  Interesse  töten. 

In  dem  Bewufstsein,  dafs  ein  einzelner  Herausgeber  nicht  imstande 
ist,  alle  in  Betracht  zu  ziehenden  Gesichtspunkte  zu  übersehen,  sind 
wir  drei,  die  wir  einzeln  der  Lehrerschaft  einer  Universität,  einer  tech- 
nischen Hochschule  und  einer  Oherrealschule  angehören,  zusammen- 
getreten, um  aus  den  besonderen  Erfahrungen  heraus  alles  beizutragen, 
das  Archiv  aus  seiner  im  neunzehnten  Jahrhundert  ausgebildeten  Ge- 
stalt in  diejenige  umzuwandeln,  welche  das  zwanzigste  mit  seinen  neuen 
Aufgaben  fordert,  und  deren  Lebensfähigkeit  in  dem  Kampfe  um  das 
Dasein  zu  erproben  ist. 

Den  uns  erwachsenden  Aufgaben  sehen  wir  um  so  hoffhungs- 
freudiger  entgegen,  als  wir  überzeugt  sind,  dafs  die  Verlagsfimia 
B.  G.  Teubner,  in  deren  Besitz  das  Archiv  übergegangen  ist,  sowohl 
den  Willen  als  auch  die  Kraft  hat,  alle  zweckdienlichen  Einrichtungen 
aufs  beste  zu  treffen. 

Als  geschäftsführender  Redakteur  wird  der  mitunterzeichnete 
Dr.  Jahnke  wirken;  an  ihn  oder  an  die  Verlagshandlung  bitten  wir 
besonders  die  zu  besprechenden  Druckschriften  einzusenden. 

Dezember  1900. 

Dr.  E.  Lampe,  Dr.  W.  Fr.  Meyer, 

Geheimer  Regienmgsrat , Professor  der  Universität  Königsberg  i.  Pr. 

Professor  der  Königl.  Techn.  Hochschule  Mitteltragheim  51. 

Berlin  W.  35,  Kurfürstenstrafse  139. 

Dr.  E.  Jahnke, 

Oberlehrer  der  Friedrichs- Werderschen  Oberrealschule 
Berlin  W.  15,  Pariserstrafse  55. 
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Nacliruf  für  Reinhold  Hoppe. 

Von  E.  Lampe  in  Berlin. 

Aus  den  Verhandlungen  der  Deutschen  Physikalischen  Gesellschaft  II,  p.  183—201. 

Mit  einem  Bildnis  R.  Hoppes  in  Lichtdruck. 

Ernst  Reinhold  (Reginbald)  Eduard  Hoppe  wurde  zu 
Naumburg  an  der  Saale  am  18.  November  1816  geboren  als  Sohn 
des  Dompredigers  Ernst  August  Dankegott  Hoppe  und  seiner 
Ehefrau  Friederike  Wilhelmine,  geb.  Nitzsch,  der  Schwester  des 
Theologen  Karl  Immanuel  Nitzsch;  er  gehörte  also  von  väterlicher 
und  von  mütterlicher  Seite  her  bekannten  und  hochgeachteten  Ge- 
lehrtenfamilien an.  Unter  den  elf  grofs  gezogenen  Kindern  des  Pfarr- 
hauses war  er  das  sechste,  von  den  vier  Brüdern  der  dritte.  Sein  um 
vier  Jahre  älterer  Bruder  Karl  war  der  Gründer  der  bekannten 
Maschineubauanstalt  und  Eisengiefserei  zu  Berlin;  der  um  zwei  Jahre 
ältere  Bruder  Ernst  war  Oberförster,  und  der  um  neun  Jahre  jüngere 
Bruder  Felix  Hoppe-Seyler  Chemiker  und  Physiologe,  Professor  ander 
Universität  Stralsburg.  Zweimal  wechselte  die  Familie  noch  ihren  Wohn- 
sitz; bald  nach  der  Geburt  des  kleinen  Reinhold  zum  Superintendenten 
in  Freiburg  an  der  Unstrut  befördert,  siedelte  der  Vater  nach  dieser 
Stadt  über,  später,  am  Anfänge  der  dreifsiger  Jahre,  in  gleicher  Stellung 
nach  Eisleben.  Dort  starb  jedoch  bald  nach  dem  Einzuge  in  die  neue 
Stadt  die  Mutter  (19.  Febr.  1832),  einige  Jahre  darauf  der  Vater 
(10.  Okt.  1835);  mit  neunzehn  Jahren  war  Reinhold  also  des  Vaters 
und  der  Mutter  beraubt.  Zuerst  auf  dem  Gymnasium  in  Eisleben  vor- 
gebildet, genofs  er  später  der  Wohlthat  des  Unterrichtes  auf  der 
Landesschule  Pforta,  und  zuletzt  besuchte  er  das  Gymnasium  in  Greifs- 
wald, wo  seine  an  den  dortigen  Superintendenten  imd  Prof.  Karl 
Vogt  vermählte  Schwester  Laura  lebte.  Mit  dem  Zeugnis  der  Reife 
des  Greifswalder  Gynmasiums  vom  30.  August  1838  versehen,  bezog 
der  zweiundzwanzigjährige  Abiturient  zunächst  die  Universität  Kiel  auf 
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zwei  Semester;  die  beiden  folgenden  Semester  studierte  er  in  Greifswald, 
die  letzten  drei  in  Berlin,  wo  er  am  24.  März  1842  sein  Abgangs- 
zeugnis nahm.  Die  Neigung  zur  Beschäftigung  mit  der  Mathematik 
soll  bei  ihm  früh  durch  seinen  älteren  Bruder  Karl  geweckt  sein,  der 
ihn  schon  in  seinem  zehnten  Lebensjahre  in  die  Geheimnisse  der 
Quadrat-  und  Kubikwurzelausziehung  oinweihte. 

Nach  der  Beendigung  der  Studienzeit  wandte  sich  Reinhold 
Hoppe  der  Lehrthätigkeit  zu.  Das  Probejahr  erledigte  er  am  Gym- 
nasium zu  Greifswald  von  Michaelis  1842  bis  1843.  Von  Ostern  1840 
bis  Michaelis  1849  nahm  er  eine  Stelle  als  Lehrer  an  der  Erziehungs- 
anstalt zu  Keilhau  an,  in  welcher  die  Froebel sehen  Grundsätze  der 
Erziehung  zur  Anwendung  gebracht  wurden.  Von  Michaelis  1849  bis 
1S53  versuchte  er  sich  als  Lehrer  am  Köllnischen  Realgymnasium  zu 
Berlin,  das  zu  jener  Zeit  unter  dem  Direktor  August  in  hoher  Blüte 
stand.  Während  dieser  Zeit  erwarb  er  sich  an  der  Universität  Halle 
den  Doktorhut  am  25.  November  1850.  Da  seiner  Unterrichtsarbeit 
der  wünschenswerte  Erfolg  nicht  entsprach,  aufserdem  seine  Forscher- 
natur nach  einer  freieren  Thätigkeit  drängte,  habilitierte  er  sich  1853 
als  Privatdozent  für  Mathematik  an  der  Berliner  Universität.  Noch 
einmal  vertauschte  er  den  Hörsaal  der  Universität  mit  den  Klassen 
eines  Gymnasiums,  als  er  von  Ostern  1858  bis  1859  eine  Lehrstelle 
am  Gynmasium  zu  Glogau  übernahm.  Aber  auch  dieses  Mal  versagte 
seine  Natur  gegenüber  den  Ansprüchen  der  Schule,  und  so  kehrte  er 
denn  1859  an  die  Berliner  Universität  zurück  und  gehörte  ihr  von 
da  an  ohne  Unterbrechung  als  Privatdozent  bis  zu  seinem  Tode  im 
Sommer  1900  an.  Schon  bei  seiner  Habilitation  im  Jahre  1853  hatte 
er  sich  um  die  Lehrbefugnis  für  Philosophie  beworben,  ohne  sie  aber 
zu  erlangen.  Ein  zw'eites  Gesuch  vom  Jahre  1870  hatte  keinen  besseren 
Erfolg;  seinem  im  Jahre  1871  erneuten  Anträge  wurde  dann  endlich 
auf  energische  Befünvortung  von  Trendelen  bürg  Folge  gegeben.  Den 
Charakter  als  Professor  erhielt  er  1870.  — Nach  dem  Tode  Grunerts 
1872  wurde  ihm  die  Redaktion  des  Archivs  der  Mathematik  und 
Physik  anvertraut,  eine  Thätigkeit,  die  ihm  hohe  Befriedigung  gewährte, 
weil  dadurch  seine  Existenz  in  mehr  als  einer  Beziehung  einen  Halt 
gewann,  und  weil  er  damit  die  Gelegenheit  erhielt,  in  einer  seiner 
Natur  zusagenden  Art  durch  Öffnung  des  reichen  Schatzes  seines 
Wissens  nach  aufsen  zu  wirken.  Die  Pflichten  dieser  Schriftleitung 
hat  er  bis  zu  seinem  Tode  am  7.  Juni  1900  im  Alter  von  83*4  Jahren 
treu  erfüllt.  Der  Königlichen  Gesellschaft  der  Wissenschaften  in  Up- 
sala gehörte  er  als  ordentliches  Mitglied  an.  Dies  sind  die  Daten  für 
den  Gang  seines  Lebens. 
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Die  wissenschaftliche  Produktion  des  Verschiedenen,  die  sich  über 
einen  Zeitraum  von  55  Jahren  erstreckt,  ist  eine  überaus  reiche  und 
vielseitige  gewesen.  Er  war  eben  nicht  ein  einseitiger  Mathematiker, 
sondern  sein  Geist  umspannte  neben  allen  Gebieten  der  Mathematik  die 
Physik,  die  Philosophie,  die  Sprachforschung  und  suchte  Erholung  in 
der  Ausübung  der  Musik;  endlich  versenkte  er  sich  als  echter  Sohn 
eines  evangelischen  Pfarrhauses  philosophisch  in  die  letzten  Fragen 
der  Beziehungen  des  Menschen  zu  Gott.  Was  alle  seine  Schriften 
kennzeichnet,  ist  die  Selbständigkeit  und  Ehrlichkeit  seines  Denkens; 
überall  leuchtet  ein  abgeschlossenes,  fertiges  Wesen  hervor,  das  in  sich 
Genüge  gefunden  hat.  Mag  der  Leser  sich  auch  nicht  mit  ihm  in 
Übereinstimmung  befinden,  so  nötigt  der  tiefe  Emst,  mit  dem  alle 
Fragen  behandelt  sind,  Achtung  vor  einem  Geiste  ab,  der  nach  langer 
und  unablässiger  Gedankenarbeit  eine  in  sich  ruhige  und  befriedigte 
Klarheit  errungen  hat  und  im  Besitze  einer  nicht  mehr  zu  erschüttern- 
den Überzeugung  eine  oft  schneidende  Kritik  übt. 

Gehen  wir  zunächst  auf  die  mathematischen  Schriften  ein,  so  er- 
regt die  blofse  Anzahl  derselben  Bewunderung.  Im  Archiv  der  Mathe- 
matik hat  Hoppe  mnd  200  Originalartikel  veröffentlicht;  dazu  treten 
etwa  50  mathematische  Aufsätze  in  anderen  Zeitschriften,  ferner  vier 
selbständig  erschienene  Arbeiten.  Wenn  man  auch  aus  den  Veröffent- 
lichungen im  Archiv  viele  kleinere  Notizen  aussondert,  die  augen- 
scheinlich häufig  zur  Füllung  eines  Heftes  geschrieben  sind  und  den 
Vorlesungsheften  entnommen  sein  mögen,  so  bleiben  immer  noch  genug 
übrig,  deren  Inhalt  in  der  einen  oder  anderen  Hinsicht  beachtungswert, 
ja  bedeutend  ist,  und  auch  jene  kleineren  Artikel  tragen  in  vielen 
Wendungen  das  Gepräge  eines  ursprünglich  schaffenden  Geistes.  Aller- 
dings ist,  besonders  in  der  späteren  Zeit,  nicht  immer  hinreichend 
darauf  Rücksicht  genommen,  ob  die  nämlichen  Gedanken  nicht  auch 
schon  von  anderen  Forschem  oder  gar  vom  Schreiber  selbst  aus- 
gesprochen waren.  Bei  den  Arbeiten,  die  dem  höheren  Alter  Hoppes 
angehören,  liegt  es  nahe,  eine  Entschuldigung  für  ein  derartiges  Ver- 
fahren in  zunehmender  Gedächtnisschwäche  zu  suchen;  doch  dürfte  der 
tiefere  Grund  anderswo  liegen.  Nachdem  er  bis  gegen  sein  vierzigstes 
Lebensjahr  hin  gearbeitet  hatte,  um  einen  festen  Standpunkt  in  seinen 
wissenschaftlichen  Anschauungen  zu  gewinnen,  beschränkte  er  sich  von 
dieser  Zeit  an  im  wesentlichen  darauf,  seine  eigenen  Forschungen  an- 
zustellen, und  er  l)erücksichtigte  dabei  kaum  noch  die  grofsen  Ent- 
deckungen, die  in  der  zweiten  Hälfte  des  Jahrhunderts  von  anderen 
Forschern  gemacht  wurden.  Hauptsächlich  durch  das  Studium  der 
Arbeiten  Jacob is  herangebildet,  blieb  er  auf  diesem  Boden  stehen. 
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und  sogar  der  ihm  sehr  wohl  gesinnte  Dirichlet  machte  ihm  bezüg- 
lich einer  seiner  Arbeiten  über  Hydrodynamik  schon  1858  den  Vor- 
wurf, der  Verfasser  besitze  keine  vollständige  Kenntnis  von  den  zahl- 
reichen in  der  letzten  Zeit  über  die  Integration  der  Laplaceschen 
Differentialgleichung  unternommenen  Arbeiten.  Indem  er  sich  so  früh 
schon  in  seine  Gedanken  einspann,  bewahrheitete  er  den  vom  alten 
Goethe  zur  Abwehr  geschriebenen  Ausspruch:  „Eilt  aber  die  Raupe 
sich  eiuzuspinnen,  nicht  kann  sie  mehr  Blättern  Geschmack  abgewinnen.“ 
Als  Einsiedler  der  Wissenschaft  lebend,  kümmerte  er  sich  um  die  Vor- 
gänge auf  dem  Gebiete  seiner  Hauptwissenschaft  zuletzt  so  wenig,  dals 
ihm  die  Namen  mancher  der  berühmtesten  zeitgenössischen  Mathematiker 
ganz  fremd  blieben. 

Die  ersten  Untersuchungen  Hoppes  beziehen  sich  auf  die  Theorie 
der  independenten  Darstellung  der  höheren  Differentialquotienten  und 
sind  unter  diesem  Titel  in  einem  Buche  1845  von  dem  damals  neun- 
undzwanzigjährigen  jungen  Mathematiker  veröffentlicht  worden.  So- 
wohl im  Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik  als  auch  in 
den  Mathematischen  Annalen  hat  er  unter  demselben  Titel  zur  Er- 
gänzung kleinere  Aufsätze  erscheinen  lassen.  Noch  heute  gilt  jenes 
Bnch  als  eine  wertvolle  und  tüchtige  Monographie  über  den  Gegenstand. 
Mit  dieser  Veröffentlichung  begann  Hoppe  also  die  Reihe  seiner  Ar- 
beiten ans  dem  Gebiete  der  Infinitesimalrechnung  sowie  der  Differential- 
gleichungen, von  denen  bei  seiner  Habilitation  in  Berlin  schon  einige 
gedruckt  Vorlagen.  Auf  Dirichlet  hatten  diese  Erstlingsarbeiten 
von  Hoppe  einen  günstigen  Eindruck  gemacht:  er  erkannte  mehrere 
gute  Gedanken  in  ihnen  an,  die  zum  Teil  mit  Geschick  und  nicht  ohne 
Eleganz  durchgeführt  wären,  und  selbst  in  der  oben  erwähnten,  minder 
gelungenen  Arbeit  über  Hydrodynamik  erblickte  er  die  Hand  eines  in 
den  Methoden  der  Analysis  geübten  Gelehrten. 

Mit  den  Grundlagen  der  Differential-  und  der  Integralrechnung 
beschäftigen  sich  mehrere  Aufsätze  der  Jahre  1871  bis  1873.  Als  die 
beiden  F'undamentalsätze  bezeichnet  er  die  Aussagen:  „Unendlich  klein 

eine  Variable,  wenn  sie  beliebig  klein  werden  kann.  Zwei  Kon- 
stanten, die  von  einer  Variable  unendlich  wenig  differieren,  sind  einander 
gleich.“  Hiermit  hofft  er,  wie  in  einem  Selbstreferate  ausgesprochen 
wird,  die  Jahrhunderte  lang  schwebende  Frage  über  die  Möglichkeit 
einer  exakten  Bestimmung  des  Unendlichen  zum  Abschlufs  gebracht  zu 
haben.  Eine  zusammenfassende  Darstellung  des  ersten  Teiles  der  In- 
finitesimalrechnung lieferte  er  in  dem  „Lehrbuch  der  Differentialrechnung 
und  der  Reihentheorie“  (1865),  das,  wie  alle  Erzeugnisse  der  Hoppe- 
schen Muse,  knapp  geschrieben  ist,  sich  daher  zur  ELnfÜhnmg  für  be- 
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queme  Anfänger  nicht  recht  eignet  und  aus  diesem  Grunde  nicht  die 
Verbreitung  gefunden  hat,  welche  es  verdient. 

Von  den  übrigen  hierher  gehörigen  Abhandlungen  wollen  wir 
noch  den  instruktiven  Aufsatz  nennen:  „Erste  Sätze  von  den  bestimmten 
Integralen,  unabhängig  vom  Differentialbegritf  entwickelt“  (1877), 
Ferner  sei  aus  denjenigen  Artikeln,  welche  den  Differentialgleichungen 
gewidmet  sind,  eine  Notiz  im  Journal  für  Mathematik  Bd.  58  (1861) 
erwähnt  betreffs  einer  gewissen  partiellen  Differentialgleichung,  die  von 
Hru.  Fuchs  in  demselben  Bande  mit  Benutzung  eines  Poissonschen 
Resultates  behandelt  war.  Hoppe  zeigte,  dafs  die  betreffende  Abhand- 
limg  Po  i SSO  ns  gerade  für  den  benutzten  Fall  einen  Fehler  enthielt,  der 
deshalb  in  die  Fuchssche  Arbeit  eingegangen  war;  nach  einem  Verfahren, 
das  den  Irrtum  P o i s s o n s vermied , entwickelte  er  dann  die  richtige  Lösung. 

Wenn  wir  uns  mit  der  vorstehenden  kurzen  Besprechung  einzelner 
Untersuchungen  Hoppes  aus  der  Analysis  begnügen  müssen,  so  wollen 
wir  doch  hinzufügen,  dals  er  gelegentlich  auch  Fragen  aus  der  Algebra, 
der  Zahlentheorie,  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  behandelte  und  sich 
mit  speziellen  Funktionen,  wie  der  Gammafunktion  und  den  elliptischen 
Transcendenten,  beschäftigte.  An  dieser  Stelle  müssen  wir  auch  der 
separat  erschienenen  Tafel  zur  dreifsigstelligen  logarithmischen  Rech- 
nung vom  Jahre  1876  gedenken. 

Wenden  wir  uns  nun  zur  Geometrie,  zu  demjenigen  Gebiete,  dem 
Hoppe  in  seinen  Forschungen  wohl  den  gröfsten  Platz  eingeräumt 
hat.  Sowohl  die  analytische  Geometrie  im  allgemeinen,  als  auch  be- 
sonders derjenige  Teil,  den  man  jetzt  als  Differentialgeometrie  bezeichnet, 
sind  bevorzugte  Gegenstände  seiner  Untersuchungen  geblieben.  Dagegen 
hat  er  sich  für  die  moderne  synthetische  Geometrie  offenbar  nie  begeistern 
können;  dies  ist  um  so  auffälliger,  als  Steiner  zu  der  Zeit,  als  Hoppe 
in  Berlin  studierte,  eine  grofse  Anziehung  auf  die  jungen  Berliner 
Mathematiker  ausübte.  Gerade  diese  Beeinflussung  der  Denkweise  dürfte 
der  im  eigenen  Denken  schon  erstarkte  junge  Hopp  e jedoch  abgelehnt  haben. 

Aus  der  Fülle  der  in  den  Hoppeschen  bezüglichen  Abhandlungen 
niedergelegton  Gedanken  können  wir  nur  einige  hervorheben.  In  den 
„Prinzipien  zur  Flächentheorie“,  die  ursprünglich  im  Archiv  der  Ma- 
thematik (1876)  veröffentlicht  wurden,  später  den  zweiten  Teil  des 
Lehrbuches  der  analytischen  Geometrie  (1880)  bildeten,  werden  neben 
den  drei  Fundamentalgrölsen  erster  Ordnung  von  Gaufs  als  Funda- 
mentalgröfsen  zweiter  Ordnung  diejenigen  drei  Ausdrücke  ganz  all- 
gemein angewandt,  die  zwar  Brioschi^)  schon  benutzt  hatte,  die  aber 


1)  F.  Brioschi,  Annali  di  Matcmatica  (2)  1,  p.  1.  1867. 
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Hoppe  deshalb  ganz  allgemein  einzuführen  erklärt,  weil  die  theoretisch 
wichtigen  geometrischen  Eigenschaften  und  Bedingungen  im  ein- 
fachsten Konnex  mit  den  Werten  und  Relationen  jener  sechs  Gröfsen 
stehen.  In  dieser  Beziehung  hat  sich  einer  der  besten  Kenner  dieses 
Gebietes,  Ilr.  Knoblauch,  in  seiner  Abhandlung  über  Fundamental- 
grofsen  in  der  Flächentheorie  und  in  seinem  Buche  „Einleitung  in  die 
allgemeine  Theorie  der  krummen  Flächen"  diesem  Gebrauche  an- 
geschlossen. 

Eine  R«ihe  von  Arbeiten  dieser  Theorie  ist  ferner  dem  Problem 
des  dreifach  orthogonalen  Flächensystems  gewidmet,  für  dessen  Lösung 
Hoppe  einen  Weg  ausfindig  machte,  der  in  manchen  Fällen  zum  Ziele 
fuhrt.  So  konnte  er  nach  seinem  Verfahren  die  allgemeinste  Lösung 
der  Aufgabe  durchführen ‘),  orthogonale  Flächensystenie  zu  finden,  bei 
denen  die  eine  Flächenschar  aus  Flächen  zweiter  Ordnung  besteht;  er 
traf  in  dem  Resultate  seiner  Rechnung  mit  Schläfli  zusammen,  der 
zwei  Jahre  vorher  dasselbe  Thema  in  einer  besonderen  Arbeit  be- 
handelt hatte.*) 

In  der  Kurventheorie  wählte  Hoppe  zwei  Variabein,  die  der 
Kurve  selbst  eigentümlich  angehören  und  vom  Koordinatensystem  im- 
abhängig  sind,  den  Krümmungswinkel  t und  den  Torsionswinkel  -O“, 
d.  h.  diejenigen  Winkel,  deren  Ditferentiale  die  Winkel  zweier  aufein- 
ander folgenden  Tangenten  und  Schmiegungsebenen  sind.  Die  ana- 
lytische Behandlung  geometrischer  Gebilde  mit  Hilfe  derartiger  Grölsen 
bezeichnet  man  jetzt  als  „geometria  intrinseca";  Hoppe  nennt  die 
Gleichung  /'(r,  d)  = 0 zwischen  jenen  beiden  Winkeln  die  spezi- 
fische Gleichung  der  Kurve  und  zeigt,  wie  man  aus  ihr  die  Eigen- 
schaften der  Kurve  herleiten  kann.  Diese  interessante  Leistung  ist 
ihm  olffenbar  als  die  wichtigste  seiner  Entdeckungen  vorgekommen; 
denn  in  den  von  ihm  herrührenden  Notizen  für  das  Verzeichnis  der 
Lehrer  an  den  deutschen  Hochschulen  führt  er  als  bemerkenswert 
einzig  seine  Auffindung  neuer  Prinzipien  der  Kurventheorie  mit  An- 
wendung des  Krümmungs-  und  Torsionswinkels  als  unabhängiger  Va- 
riabein an. 

Neben  denjenigen  Abhandlungen,  die  in  das  Gebiet  der  krummen 
Oberflächen  und  der  Raurakurven  fallen,  wollen  wir  aus  der  grofsen 
Zahl  von  Aufsätzen  geometrischen  Inhalts  eine  andere  Gruppe  hervor- 
heben, die  der  mehrdimensionalen  oder,  wie  Hoppe  besser  deutsch 
sagt,  der  mehrdehnigen  Geometrie  angehört.  Die  betreffenden  Speku- 


1)  R.  Hoppe,  Archiv  der  Math.  58,  p.  37.  1875. 

2)  L.  Schläfli,  Jouni.  für  Math.  76,  p.  76.  1873. 
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lationen  sagten  seinen  philosophisch -mathematischen  Neigungen  be- 
sonders zu.  Unser  geläufiges  Raumsjstem  von  drei  Dehnungen  be- 
zeichnet er  als  ein  instinktiv  geschaffenes,  zur  objektiven  Gestaltung 
der  Sinnesempfindungen  gerade  ausreichendes  und  notwendiges  Werk 
unseres  Verstandes,  welches  durch  Übung  in  fertige  Anschauung  über- 
ging. Nur  weil  der  zw'ingende  Anlafs  zur  Einführung  von  mehr  Dimen- 
sionen fehlte,  empfinden  wir  wegen  Mangels  an  Übung  Schwierigkeit 
im  Vorstellen  derselben.  Ein  ursprünglich  begrifflicher  Unterschied 
der  verschiedenen  Raumsysteme  existiert  für  ihn  nicht,  wie  denn  auch 
die  Formeln  der  analytischen  Geometrie  oft  durch  einfache  Vermehrung 
der  Koordinatenzahl  auf  die  Geometrie  eines  Raumes  von  mehr  als 
drei  Dimensionen  hinleiten.  Der  Nutzen  solcher  mehrdimensionalen 
Untersuchungen  besteht  nach  seiner  Ansicht  darin,  dafs  durch  die- 
selben die  Erkenntnis  des  gesetzmäfsigen  Fortschrittes  von  zwei  zu 
drei  Dimensionen  gefordert  wird.  Unter  den  ersten  Arbeiten  dieser 
Richtung  stofsen  wir  auf  die  „Gleichung  der  Kurve  eines  Bandes  mit 
unauflösbarem  Knoten  nebst  Auflösung  in  vierter  Dimension“  (1879). 
Dieser  Titel  weckt  die  Erinnerung  au  jene  Epoche,  in  der  Zöllner 
als  Ritter  für  den  Taschenspieler  Slade  auftrat,  dessen  Auflösung 
eines  Knotens  in  einem  in  sich  geschlossenen  Faden  als  experimenteller 
Beweis  für  die  reale  Existenz  der  vierten  Dimension  gelten  sollte. 
Als  Frucht  der  in  den  Nachsitzungen  der  Physikalischen  Gesellschaft 
gegebenen  Vorführungen  ähnlicher  Kunststücke  ist  die  Anregung 
anzusehen,  welche  Hoppe  zur  Abfassung  jener  Abhandlung  dabei 
erhielt. 

Wir  wollen  die  der  Geometrie  zuzurechnenden  Artikel  nicht  ver- 
lassen, ohne  auf  die  zahlreichen  Notizen  hinzuweisen,  in  denen  der  ge- 
lehrte Redakteur  des  Archivs  durch  Behandlung  von  zum  Teil  pädagogischen 
Fragen  aus  der  elementaren  Mathematik  der  durch  den  Titel  seiner 
Zeitschrift  vorgeschriebenen  Richtimg  Rechnung  trug,  die  Bedürfiiisse 
der  Lehrer  an  höheren  Unterrichtsanstalten  zu  berücksichtigen.  End- 
lich sollen  auch  diejenigen  Arbeiten  nicht  vergessen  werden,  in  denen 
der  geschickte  Analyst  die  Ergebnisse  der  höheren  Rechnungsarten 
und  der  Funktionentheorie,  unter  anderem  der  Theorie  der  elliptischen 
Transcendenten,  auf  Probleme  der  Geometrie  anwendet. 

In  der  analytischen  Mechanik,  zu  der  wir  jetzt  übergehen,  hängen 
viele  Betrachtungen  so  eng  mit  der  Theorie  der  krummen  Oberflächen 
und  der  Raumkurven  zusammen,  dafs  die  Beschäftigung  mit  den  letz- 
teren von  selbst  auf  die  verwandten  Untersuchungen  in  der  Mechanik 
führt.  Deshalb  wechseln  auch  bei  Hoppe  mit  den  geometrischen  Ab- 
handlungen die  mechanischen  während  der  ganzen  Periode  seines 
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Schaffens  ab.  Doch  ist  ein  Unterschied  bemerkbar.  Während  Hoppe 
iu  der  Geometrie  neben  einer  überraschenden  Zahl  von  einzelnen  spe- 
ziellen Fragen  iu  seinen  grölseren  Arbeiten  gewisse  prinzipielle  tJher- 
legnngen  von  allgemeinerer  Bedeutung  vertieft  und  dadurch  zur  Auf- 
stellung neuer  Methoden  fortschreitet,  bleibt  er  in  der  Mechanik  bei 
der  Behandlung  einer  Koihe  einzelner  Aufgaben  aus  den  verschiedensten 
Teilen  dieser  Wissenschaft  stehen.  Die  Kinematik,  die  Statik  und  die 
Dynamik  des  einzelnen  Massenpunktes  oder  des  starren  Körpers,  die 
Hydrostatik  und  die  Hydrodynamik  liefern  ihm  Anlafs,  entweder  neue 
Aufgaben  mannigfacher  Art  zu  lösen,  oder  die  Lösungen  alter  be- 
kannter Probleme  auf  seine  Weise  durchzuarbeiten  und  zu  vereinfachen. 
Wir  erwähnen  von  der  letzteren  Gattung  die  Drehung  eines  starren 
Körpers  um  seinen  Schwerpunkt,  den  freien  Fall  eines  Massenpunktes 
mit  Rücksicht  auf  die  Drehung  der  Erde,  den  Foucaultschen  Pendel- 
versuch. Zu  der  ersteren  gehören  aus  der  frühesten  Periode  seiner  Ar- 
beiten der  Ausdruck  des  Trägheitsmomentes  eines  körperlichen  Poly- 
eders für  eine  beliebige  Axe  und  das  körperliche  Raumpendel  bei  kon- 
stanter Rotation  nebst  Anwendung  auf  die  Stabilität  des  Kreisels 
11855);  die  Stabilität  schwimmender  Körper  (1840)  und  der  Wider- 
stand der  Flüssigkeiten  gegen  die  Bewegung  fester  Körper  (1854). 
Die  Abhandlungen  über  das  Dreikörperproblem  und  die  Ausdehnung 
der  Keplerschen  Gesetze,  über  das  Wälzen  von  Cylindem  auf  Hori- 
zontalebenen, über  die  Schwingungen  des  Bifilarpendels  und  verschiedene 
andere  hierher  gehörige  Arbeiten  erschienen  zur  Zeit  der  lebhaftesten 
Produktion,  als  Hoppe  eben  das  sechzigste  Lebensjahr  überschritten 
hatte.  Überall  zeigt  er  sich  als  gewandter  Beherrscher  der  Rechnung, 
der  die  Bedingungen  der  Aufgabe  rasch  in  Gleichungen  umzusetzen 
und  aus  diesen  letzteren  fafsbare  Ergebnisse  zu  folgern  versteht.  Viele 
elegante  Wendungen  der  Rechnung  und  hübsche  Sc.hlufsweisen  sind  in 
diesen  Untersuchungen  enthalten,  die  wegen  der  allzu  knappen  Redak- 
tion wohl  wenig  gelesen  sind. 

Der  mathematischen  Physik  gehört  endlich  eine  Gruppe  von  Ar- 
beiten Hoppes  an,  die  zwar  nicht  zahlreich  sind,  aber  zu  den  be- 
deutenderen unter  seinen  Veröffentlichungen  gezählt  werden  müssen. 
Mehrere  Abhandlungen  beziehen  sich  auf  die  Elastizitätstheorie:  die 
Biegung  prismatischer  Stäbe  (1847),  die  Vibrationen  einer  Saite  mit 
Rücksicht  auf  den  Biegungswiderstand  (1870),  die  Deformation  einer 
zwischen  zwei  parallelen  Ebenen  zusammengedrückten  Kugel  (1871), 
die  Biegung  eines  Ringes  durch  gleichmiifsigeu  Druck  von  aufsen 
(1864),  die  Vibrationen  eines  Ringes  in  seiner  Ebene  (1871).  In  dieser 
letzten  interessanten  Arbeit  bestätigte  Hoppe  den  damals  noch  nicht 
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allgemein  bewiesenen  Satz  von  de  Saint-Venant,  dafs  die  lebendige 
Kjtift  eines  Systems  gleichzeitiger  Vibrationen  eines  Körpers  die  Summe 
der  lebendigen  Kräfte  aller  einzelnen  einfach  periodischen  Vibrationen 
ist.  Auch  in  die  Molekularphysik,  die  Optik  und  die  Wärmelehre 
machte  Hoppe  zuweilen  einen  Ausflug;  gelegentlich  eines  Aufsatzes 
zur  Wärmetheorie  (1857)  geriet  er  in  einen  wissenschaftlichen  Streit 
mit  Clausius,  der  in  Poggendorffs  Annalen  ausgekämpft  wurde. 

Nächst  den  mathematischen  Forschungen  Hoppes,  die  wir  jetzt 
verlassen,  haben  wir  seinen  philosophischen  Arbeiten  einige  Aufinerk- 
samkeit  zu  schenken.  Er  selbst  betrachtete  die  Mathematik  und  die 
Philosophie  als  so  eng  zu  einander  gehörig,  dafs  er  den  Ausschlufs 
der  letzteren  aus  seiner  Lehrbefugnis  während  der  ersten  18  Jahre 
seiner  Privatdozentenzeit  als  eine  Beschränkung  des  Lehrens  in  der 
ersteren  empfand.  Als  unabhängiger  Denker  baute  er  sich  seine  Welt- 
anschauung nicht  mit  Hilfe  des  Studiums  der  Geschichte  der  Philo- 
sophie auf,  sondern  durch  eigene  Prüfung  und  Erörterung  der  Grund- 
fragen. Seine  erste  Schrift  „Zulänglichkeit  des  Empirismus  in  der 
Philosophie“  (1852)  und  seine  letzte,  die  man  wohl  als  sein  philo- 
sophisches Testament  bezeichnen  kann:  „Die  Elementarfiragen  der 
Philosophie  und  Widerlegung  eingewurzelter  Vorurteile“  (1897),  stimmen 
in  den  Grundanschauungen  überein.  Als  Anhänger  eines  ideal  ge- 
wendeten Empirismus  erklärte  er  schon  1852  alle  Mathematik  als  rein 
empirisch;  dieser  Ausspruch  erregte  damals  Anstofs,  dürfte  heute  jedoch 
des  Beifalles  vieler  sicher  sein.  Seine  Anknüpfungspunkte  suchte  er 
bei  Bacon,  Locke,  Berkeley,  Hume;  die  Zielpimkte  seiner  Kritik 
waren  Kant,  Fichte,  Hegel,  überhaupt  die  spekulative  Philosophie. 
Diese  will  er  beseitigen,  jene  ergänzen.  Sein  eigenartiges  Bestreben 
ist  die  Auflösung  der  Metaphysik  in  ein  Stück  Psychologie.  Zu  dem 
Ende  sucht  er  sechs  metaphysiche  Grundideen  genetisch  abzuleiten: 
die  Idee  der  reellen  Substanz,  der  Kausalverbindung,  des  Raumes,  der 
Zeit,  des  menschlichen  Körpers  und  des  gemeinschaftlichen  Weltbesitzes. 
In  ähnlicher  Weise  erörtert  seine  letzte  philosophische  Schrift  von  1897 
Grundbegriffe  wie  Thatsache,  Erkennen  und  Handeln,  Wirklichkeit  und 
Objektivität,  Substanz  und  Stoff,  Identität,  Raum  imd  Zeit,  Sein  und 
Wahrnehmung,  Ursache,  Hypothese  und  Antizipation,  Ich  und  Person, 
Leib  imd  Geist,  Willensfreiheit  und  Sprache.  Das  Ziel  der  Erkenntnis 
besteht  darin,  Thatsachen,  d.  h.  dasjenige,  was  ein  Mensch  imabhängig 
von  seinem  Thun  und  Denken  erlebt,  dem  menschlichen  Geiste  zu 
unterwerfen.  Trendelenburg  urteilte  über  das  erste  Büchlein,  es 
habe  ungeachtet  der  von  ihm  gerügten  Mängel  seine  guten  Seiten;  es 
gehe  seinen  Weg,  sei  dem  Verfasser  ganz  eigen,  sei  einfach  geschrieben. 
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kurz  und  ohne  philosophische  Phrase  und  liabe  in  der  Kritik  der  spe- 
kulativen Philosophie  vielfach  Recht. 

Ungefähr  ebenso  äulserte  sich  Harms  (1870)  in  einer  Beurteilung 
der  Abhandlung  „Über  die  Bedeutung  der  psychologischen  Begxiffsanalyse“. 
Interessant  ist  es  hierbei,  von  befugter  Seite  zu  vernehmen,  dafs  Hoppes 
Auffassung  des  Verhältnisses  von  Glauben  zu  Wissen  mit  Schleier- 
machers  Ansicht  übereinstimme;  da  Hoppe  aber  seine  Auffassung  für 
neu  halte,  so  scheine  er  nicht  mit  der  Ansicht  Schleiermachers  be- 
kannt geworden  zu  sein,  und  es  sei  wohl  möglich,  dafs  er  durch  eigenes 
Nachdenken  zu  seiner  Auffassung  gelangt  sei.  Auch  Harms  ^betont 
die  Selbständigheit  des  Denkens  bei  Hoppe  und  bezeichnet  manche 
richtigen  Gesichtspunkte,  die,  obschon  nicht  neu,  es  wohl  verdienten 
hervorgehoben  zu  werden. 

In  der  Abhandlung  „Ueberwegs  Kritik  der  Berkeleyscheu 
Lehre“  (1869),  vertritt  Hoppe  gegen  Ueberweg  den  Subjektivismus 
Berkeleys,  der  die  für  die  vulgäre  Auffassung  als  reell  geltenden 
Dinge  in  Vorstellungen  (Ideen),  in  Phänomena  des  menschlichen  Geistes 
verwandelt,  und  greift  in  scharfsiimiger  Weise  mit  ruhiger  und  sach- 
licher Polemik  Ueberwegs  eigene  Lehre  an.  Der  Phänomenalismus 
Hoppes  hat,  wie  Trendelenburg  sagte,  nicht  die  Wissenschaften 
in  Mitleidenschaft  gezogen,  weil  die  Thatsachen  seine  Basis  sind.  Von 
diesen  Thatsachen  unterscheide  er,  was  daran  erst  Arbeit  des  Geistes 
sei,  wie  z.  B.  die  Objektivität,  die  durch  Verallgemeinerung  entsteht, 
den  unendlichen  Raum  im  Gegensatz  des  thatsächlichen.  Seine  Lehre 
habe  ethisch  keine  ungesunden  Konsequenzen  und  erkläre  sich,  obschon 
undeutlich,  gegen  den  Pessimismus,  der  in  der  neuesten  Zeit  die 
Stimmung  der  Jugend  vergälle.  Wenn  ihm  seine  philosophischen  Vor- 
lesungen gelängen,  so  würde  er  unter  den  Studierenden  eine  andere 
Art  der  Betrachtung  anregen  als  die  übrigen  Lehrer  der  Philosophie 
an  der  Berliner  Universität,  einer  solchen  ähnlich,  die  in  England  zur 
Zeit  Anhänger  besitze. 

Wie  in  der  Mathematik,  gmg  also  auch  in  der  Philosophie  Hoppe 
den  Weg,  den  er  sich  selbst  gebahnt  hatte,  unbekümmert  darum,  ob 
andere  schon  eine  ähnliche  Richtung  eingeschlagen  hätten,  und  ob  er 
als  einsamer  Wanderer  Genossen  fände,  die  ihm  beistimmten.  Einer 
der  tüchtigsten  Kenner  der  Kant  sehen  Philosophie,  Hr.  Michaelis, 
erklärt  in  seiner  Besprechung  der  letzten  Hopp  eschen  philosophischen 
Arbeit  diese  Schrift  für  ein  erkenntnistheoretisches  Werk  von  bedeutender 
Tragweite. 

Die  philosopischen  Studien  führten  Hoppe  naturgemäfs  auch  zum 
Nachdenken  über  den  Bau  der  Sprache,  wie  ein  Aufsatz  „Über  das 
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Problem  einer  künstlichen  Sprache“  (1859)  bezeugt.  Bekannt  ist  sein 
Interesse  für  das  Studium  der  deutschen  Sprache;  als  stehender  Gast 
verkehrte  er  in  dem  Hause  des  Germanisten  Mül  len  hoff,  und  ebenso 
war  er  ein  häufiger  Besucher  des  germanistischen  Vereins  der  Studie- 
renden an  der  Berliner  Universität.  Die  Vereinfachung  der  deutschen 
Orthographie  befürwortete  und  forderte  er  mit  allen  Kräften. 

Bei  der  Vorführung  der  litterarischen  Thätigkeit  Hoppes  können 
wir  nicht  an  den  Rezensionen  vorübergehen,  die  er  in  den  litterarischen 
Berichten  seines  Archivs  28  Jahre  lang  veröfientlicht  hat,  weil  sie 
einerseits  wohl  die  am  meisten  gelesenen  Erzeugnisse  seiner  Feder  sind, 
andererseits  einen  Ausfiufs  seines  Denkens  darstellen,  aus  dem  seine 
abgeschlossene  Natur  leichter  und  besser  erkannt  werden  kann,  als  aus 
seinen  sonstigen  Schriften.  Obenan  steht  ihm  das  Urteil  über  die 
Prinzipien  einer  Schrift,  und  wehe  dem  Autor,  der  sich  in  der  Fassung 
derselben  eine  Blöfse  giebt!  Mit  scharfem  Messer  macht  der  Kritiker 
einen  Schnitt  in  das  imgesunde  Fleisch  und  begründet  mit  dem  End- 
ergebnis einer  erbarmungslosen  Sektion  sein  Verdammungsurteil.  Als 
ein  Beispiel  möge  die  Anzeige  der  neunten  Auflage  von  Sturms 
Cours  d’analvse  dienen.  Von  diesem  weit  verbreiteten  und  auch  in 
Deutschland  ungemein  beliebten  Lehrbuch  hatte  er  offenbar  noch  nichts 
gewufst,  als  er  es  zur  Beurteilung  erhielt.  Mit  ernstem  Gesicht  berichtet 
er  zuerst  über  die  dem  Werke  vorausgeschickte  Lebensbeschreibung 
Sturms,  als  ob  er  zum  ersten  Male  von  diesem  Mathematiker  gehört 
hätte.  Dann  aber  wird  aus  der  vorbereitenden  Theorie  der  Grenzwerte 
ein  Satz  herausgegriffen,  der  eine  Unklarheit  enthält.  Der  Satz 
wird  von  allen  Seiten  beleuchtet,  und  die  sich  an  ihn  knüpfende 
Sturm  sehe  Erörterung  über  den  Begriff  der  unendlich  kleinen  Gröfsen 
wird  als  rätselhaft  und  dunkel  verworfen.  Mithin  folgt  das  Schlufs- 
urteil:  „Das  Angeführte  zeigt  zur  Genüge,  dafs  das  Buch  den  An- 
fängern der  Analysis  nicht  zu  empfehlen  ist.“  Den  eigentlichen  Inhalt 
des  Werkes  näher  zu  prüfen,  hielt  er  offenbar  nach  Entdeckung  lo- 
gischer Unklarheiten  in  den  Prinzipien*  nicht  für  nötig;  er  fragte  auch 
gar  nicht  danach,  warum  denn  das  Werk,  das  erst  nach  dem  Tode 
Sturms  erschienen  war,  zum  neunten  Male  aufgelegt  worden  war. 

Es  liegt  mir  natürlich  fern,  dieses  einseitige  Vorgehen,  das  ihn 
mehr  als  einmal  zu  grofsen  Ungerechtigkeiten  und  Fehlgriffen  verführte, 
gutheifsen  zu  wollen.  WeQ  er  aber  bei  diesen  Rezensionen,  durch  das 
Streben  nach  äufserster  Klarheit  geleitet,  in  der  schroffen  Starrheit 
seiner  Natur  sich  manche  Feinde  gemacht  hat,  so  konnte  ich  diesen 
Fehler  hier  nicht  verschweigen,  wollte  mich  aber  bemühen,  ihn  aus 
der  philosophischen  Anlage  seines  Geistes  zu  erklären,  und  wenn  das 
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Wort  „tout  comprendre,  c’est  tout  pardoimer'^  zugegeben  wird,  so  werden 
wir  diese  Schwäche,  die  aus  einem  gewissen  furor  philosophicus  eines 
in  wissenschaftlichen  Dingen  starren  und  unnachgiebigen  Sinnes  hervor- 
ging, dem  stets  nach  Wahrheit  suchenden  toten  Freunde  vergeben, 
vergessen,  verzeihen.  ' 

Als  Leiter  des  Archivs  war  Hoppe  unermüdlich  thätig;  er  selbst 
steuerte  in  jedem  Bande  eine  gröfsere  Anzahl  von  Originalartikeln  bei. 
Man  darf  wohl  sagen,  dals  er  durch  die  Redaktion  angeregt  worden 
ist,  vieles  zu  schreiben,  was  er  sonst  unbearbeitet  hätte  ruhen  lassen, 
dafs  überhaupt  die  Schriftleitung  des  Archivs  seinem  Alter  das  zu- 
sagende Lebenselement  geworden  ist.  Je  länger  er  aber  diese  Thätig- 
keit  ausübte,  um  so  mehr  trat  bei  ihm  der  schon  berührte  Mangel  an 
Fähigkeit  hervor,  in  fremde  Gedanken  verständnisvoll  einzudringen. 
Dadurch  gelang  es  besonders  im  letzten  Jahrzehnt  manchen  gem- 
grofsen  und  schreibseligen  Autoren  von  kleinem  Wissen  und  geringem 
Können,  die  minderwertigen  oder  auch  widersinnigen  Produkte  ihrer 
Feder  dem  allzu  vertrauensvollen  Leiter  des  Archivs  aufeureden.  Wer 
wollte  darüber  aber  mit  einem  achtzigjährigen  Greise  hadern? 

Beim  Rückblick  auf  die  gesamte  1 itterarische  Wirksamkeit  Hoppes 
erhalten  wir  das  Bild  eines  Mannes,  der  von  seiner  Jugend  an,  ohne 
nach  äufserem  Erfolge  zu  schielen,  in  ernstem  Forschen  stets  die 
Wahrheit  gesucht  und  darin  einen  echt  wissenschaftlichen  Geist  be- 
kundet hat.  In  harter  Gedankenarbeit  ringt  er  sich  zu  derjenigen 
Erkeimtnis  durch,  die  er  als  die  einzige,  dem  Menschen  mögliche 
Stufe  des  Wissens  ansieht.  Das  Suchen  und  Forschen  nimmt  ihn  so 
gefangen,  dafs  er  darüber  die  Ansprüche  des  praktischen  Lebens  ver- 
nachlässigt. Nicht  ohne  Starrheit  im  Eigenen,  geht  er  schwer  in 
fremde  Gedanken  ein,  so  beurteilte  ihn  Trendelenburg  nach  seiner 
ersten  philosophischen  Schrift  und  traf  damit  sein  innerstes  Wesen. 
Einem  Diogenes  verglich  ihn  der  Prediger  Witte  in  der  geistvollen 
und  künstlerisch  abgerundeten  Rede  bei  der  Trauerfeier  auf  dem 
Friedhofe.  Wie  er  lehrte,  dafs  der  Mensch  eine  Seele  sei,  die  einen 
Leib  habe,  so  erzog  er  sich  in  der  harten  imd  bitteren  Schule  des 
Lebens  zu  einer  staunenswerten  Bedürfiiislosigkeit,  die  sich  zu  einer 
Milsachtung  der  äufseren  Erscheinungsform  steigerfe.  In  seine  Ge- 
dankenwelt versunken,  schritt  er  wie  ein  Fremdling  dieser  Welt  durch 
das  Leben  und  erweckte  wohl  den  Anschein  eines  Träumers,  der  an 
der  Umgebung  wenig  teilnähme.  Schüchtern  und  linkisch  erschien 
zuerst  sein  Auftreten.  Dennoch  war  er  in  der  Unterhaltung  mit  seinen 
Gedanken  bei  der  Sache,  und  wer  in  seiner  Gegenwart  einen  ihm  nicht 
zusagenden  Ausspruch  that,  konnte  sicher  sein,  von  ihm  ebenso 
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sclmeidig  zurechtgewiesen  zu  werden,  wie  der  unachtsame  Verfasser 
eines  Buches  wegen  des  Niederschreibens  eines  nicht  stichhaltigen 
Satzes.  Aber  auch  seine  Zustimmung  zu  Ansichten,  die  er  teilte, 
konnte  er  bei  solchen  Gelegenheiten  freudig  und  rückhaltlos  kund- 
geben. 

Wer  Hoppe  aus  seinen  Schriften  kennen  gelernt  hatte  und  später 
seine  persönliche  Bekanntschaft  machte,  war  immer  zuerst  enttäuscht. 
Der  sichere  Schriftsteller  von  klarem  Geiste,  der  mit  aller  Entschieden- 
heit und  Furchtlosigkeit  das  scharfe  Schwert  strenger  Logik  handhabte 
und  in  knapper,  schlichter  Rede  alle  Dunkelheiten  beseitigte,  erschien 
wie  ein  Hilfsbedürftiger  in  der  menschlichen  Gesellschaft,  der  erst  er- 
mutigt werden  mülste,  seine  Zurückhaltung  aufzugeben  und  seine 
Meinung  zu  äufsem. 

Aus  dem  klajSenden  Risse  zwischen  seiner  geistigen  Bedeutung 
und  der  leiblichen  Persönlichkeit  erklärt  sich  bei  ihm  der  Mangel  an 
Erfolg  in  seinem  Lebenslaufe.  Obschon  seine  Entdeckungen  nicht  der- 
artig sind,  dai's  sie  ihm  neben  den  ersten  führenden  Geistern  seiner 
Fächer  einen  Platz  sicherten,  hätten  sie  wohl  hingereicht,  ihm  den 
Anspruch  auf  eine  Professur  an  einer  Hochschule  zu  verleihen,  die 
andere  Gelehrte  mit  geringeren  Leistungen  erhielten.  Seiner  Persön- 
lichkeit blieb  aber,  wie  auf  dem  Gymnasium,  so  an  der  Universität 
ein  fiuchtbarer  Erfolg  der  Lehrthätigkeit  versagt.  Bei  seiner  Geburt 
hatte  die  gütige  Fee  gefehlt,  die  ihm  zu  den  Gaben  des  Geistes  Anmut 
und  Beredsamkeit  hätte  in  die  Wiege  legen  müssen,  und  da  somit  die 
Grazien  leider  ausblieben,  so  mufste  er  unter  dem  Szepter  der  grimmen 
^Avdyxri  bis  an  sein  Ende  in  bescheidener  Stellung  ausharren.  Ich 
selbst  habe  im  Sommer  1862  bei  ihm  das  Kolleg  über  elliptische 
Funktionen  gehört,  das  einen  Bestandteil  der  regelmäfsigen  Folge  seiner 
Vorlesungen:  Differentialrechnung  und  Reihentheorie,  analytische  Geo- 
metrie, Integralrechnung,  elliptische  Funktionen,  analytische  Mechanik 
bildete.  Wie  verlegen  schob  er  sich  durch  die  nur  halb  geöffnete 
Thür;  ohne  einen  Blick  auf  die  Hörerschaft  zu  werfen,  bestieg  er  das 
Katheder,  entnahm  der  Rocktasche  das  sehr  sorgfältig  ausgearbeitete 
Manuskript,  wandte  den  Hörem  den  Rücken  zu,  um,  aus  den  damals 
schon  vergilbt  aussehenden  Blättern  lesend,  die  Formeln  an  der  Wand- 
tafel niederzuschreiben.  Der  freien  Rede  gar  nicht  mächtig,  konnte 
er  in  der  Eintönigkeit  des  so  gesprochenen  Vortrages  die  Studenten 
nicht  fesseln.  Von  den  zuerst  anwesenden  Zuhörern  — es  mochten 
wohl  mehr  als  ein  Dutzend  sein  — verliefen  sich  in  den  ersten  vier- 
zehn Tagen  die  meisten,  und  bald  blieb  ich  mit  nur  noch  einem 
Hörer  zurück,  dem  Hm.  Krech;  wir  beide  aber  harrten  aus,  und  ich 
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mofs  bekennen,  dafs  der  Inhalt  der  nach  Jacobis  Muster  gehaltenen 
und  von  mir  ausgearbeiteten  Vorlesung  durchaus  gediegen  war.  Die 
Vorlesungshefte  der  sämtlichen  Kollegien  wird  er  damals  mit  gleicher  , 
Sorgfalt  ausgearbeitet  haben;  denn  alle  übernommenen  Pflichten  fafste 
er  sehr  ernst  auf  und  folgte  somit  im  sittlichen  Handeln  dem  kate- 
gorischen Iraperativus  von  Kant,  den  er  als  Philosophen  sonst  heftig 
befehdete.  In  der  Ablieferung  versprochener  Arbeiten  war  er  unbedingt 
zuverlässig;  das  werden  alle  Redakteure  der  Fortschritte  der  Physik 
erfahren  haben,  gerade  wie  ich  als  Herausgeber  des  Jahrbuches  über 
die  Fortschritte  der  Mathematik,  an  welchem  er  seit  der  Gründung 
desselben  Mitarbeiter  gewesen  ist.  Da  er  immer  einer  der  ersten  war, 
der  seine  Referate  übergab,  so  konnten  seine  letzten  Beiträge  zu  dem 
gegenwärtig  im  Drucke  befindlichen  Bande  noch  nach  seinem  bereits 
erfolgten  Abscheiden  den  betreffenden  Kapiteln  einverleibt  werden. 
Gefällig  wie  er  war,  erwies  er  sich  überhaupt  stets  zu  Dienstleistungen 
bereit. 

Bewundernswert  ist  die  Gelassenheit,  mit  der  sich  Hoppe  in  der 
Lebenslage  zurecht  fand,  die  er  nach  freier  Wahl  zu  tragen  hatte. 

.Mit  wahrhaft  philosophischer  Ruhe  hat  er  bis  in  das  reife  Mannesalter 
hinein  alle  Note  des  Lebens  auf  sich  genommen;  in  seinem  Mannesstolze 
wollte  er  sein  Leben  ebenso  selbständig  und  unabhängig  führen,  wie 
er  in  der  Wissenschaft  in  voller  Freiheit  sein  Denken  geregelt  hatte. 
Unter  seinen  Brüdern  galt  er  in  leiblicher  Beziehung  als  der  am 
schwächsten  Beanlagte.  Trotz  aller  Entbehrungen,  denen  er  sich 
unterwarf,  hat  er  diese  Brüder  alle  überlebt  und  das  Wort  bewahr- 
heitet, das  seiner  Philosophie  entlehnt  sein  könnte:  „Es  ist  der  Geist, 
der  sich  den  Körper  baut.“  Als  er  später  durch  die  Übernahme  der 
Redaktion  des  Archivs  und  durch  die  einsichtige  Fürsorge  der  philo- 
sophischen Fakultät  besser  gestellt  wurde,  nahm  er  am  Leben  der  Ge- 
sellschaft einen  stärkeren  Anteil.  Er  freute  sich,  bei  den  Naturforscher- 
versammlungen erscheinen  zu  können,  und  übernahm  einige  Male 
Vorträge  bei  denselben,  deren  Inhalt  stets  philosophisch  gefärbt  war. 
Besonders  gern  suchte  er  das  Gebirge  auf,  wo  es  ihm,  wie  er  sagte, 
grofses  Vergnügen  machte,  nach  mühevollem  Steigen  auf  den  harten 
Schädel  eines  solchen  stolzen  Bergriesen  mit  seinen  Fülsen  zu  treten. 
Anspruchslos,  wie  er  war,  gab  er  auf  diesen  Reisen  einen  verträglichen 
andergenossen  ab.  Im  übrigen  kann  man  nicht  sagen,  dafs  er  bei 
seinem  einsiedlerischen  Leben  als  unverheirateter  Mann  enge  Freund- 
schaft mit  jemandem  geschlossen  hätte.  Und  doch  verband  ihn  eine 
treue  Anhänglichkeit  mit  den  Kreisen,  in  denen  er  verkehrte.  Die 
Nachsitzungen  der  Physikalischen  Gesellschaft  besuchte  er  regelmäfsig 
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bis  in  den  Anfang  dieses  Jahres  hinein,  ebenso  die  zwanglosen  Zu- 
sammenkünfte, die  im  Anschlüsse  an  das  Jahrbuch  über  die  Fort- 
schritte der  Mathematik  allmonatlich  stattfinden.  So  sicher  erschien 
er  dort,  dafs  sein  Ausbleiben  im  Frühjahr  als  das  erste  Symptom 
seiner  beginnenden  Auflösung  betrachtet  wurde.  In  gleicher  Weise 
trat  er  geräuschlos  bei  seinen  Verwandten  ein,  wo  er  sich  an  der 
Musik  ergötzte,  imd  bei  befreundeten  Familien,  in  denen  er  manchen 
Abend  zubrachte.  Aufserlich  konnte  es  den  Anschein  haben,  als  ob 
nur  eine  liebe  Gewohnheit  den  stillen  Greis  an  die  Kreise  bände,  in 
denen  er  seit  alter  Zeit  verkehrte;  denn  oft  genug  entfernte  er  sich, 
ohne  kaum  ein  Wort  gesprochen  zu  haben.  Wer  vermöchte  jedoch 
in  die  Geheimnisse  eines  so  gedankenreichen  Geistes  zu  schauen?  T)ie 
Anhänglichkeit  an  seine  Verwandten  wird  durch  das  Testament  be- 
zeugt, in  welchem  er  eine  Famihenstiftung  errichtet  hat;  aus  ihr 
sollen  vorläufig  für  direkte  Nachkommen  seiner  Eltern  alljährlich  zwei 
Schüler-  und  zwei  Studienstipendien  gezahlt  werden.  Indem  er  dabei 
bestimmt  hat,  dafs  das  weibliche  Geschlecht  ebenso  wohl  zu  berück- 
sichtigen ist  wie  das  männliche,  hat  er,  der  im  Zölibat  Verharrende, 
einen  augenscheinlichen  Beitrag  zu  seinen  Ansichten  über  die  Frauen- 
frage geliefert. 

In  häufigerem  Verkehr  mit  Hoppe  übersah  man  bald  die  Aufser- 
lichkeiten,  an  denen  man  beim  ersten  Anblick  Anstofs  nehmen  konnte. 
Aus  der  anfänglichen  Duldung  erwuchs  Achtung,  ja  Verehrung  auf 
Grund  seiner  charaktervollen  Natur.  Es  blieb  der  Eindruck  seines 
Denkerhauptes,  das  Bewufstsein  des  Anschaueus  einer  abgeschlossenen 
Persönlichkeit  von  ausschliefslich  wissenschaftlichem  Streben,  die  im 
Denken  imd  im  Handeln  furchtlos  alle  Konsequenzen  zog  und  trug. 
Die  allgemeine  Achtung,  in  der  er  stand,  zeigte  sich  bei  der  Feier,  die 
veranstaltet  wurde,  als  er  sein  achtzigstes  Lebensjahr  vollendete,  und 
zu  der  sich  die  Mathematiker  der  Hochschulen  Berlins,  viele  Mitglieder 
der  Physikalischen  Gesellschaft  und  zahlreiche  Freunde  des  nun  Ver- 
storbenen vereinigten.  Die  Deutsche  Mathematiker -Vereinigung  ehrte 
ihn  durch  einen  herzlichen  Glückwunsch;  vom  Staate  wurde  er  durch 
Verleihung  des  Kronenordens  dritter  Klasse  ausgezeichnet,  da  ihm 
schon  früher  der  Rote  Adlerorden  vierter  Klasse  verliehen  worden  war. 
Der  mathematische  Verein  der  Universität  Berlin  veranstaltete  ihm  zu 
Ehren  einen  Festkommers. 

Was  an  ihm  sterblich  war,  ist  nun  dahin;  geblieben  ist  die  Er- 
innerung an  einen  ehrlichen  Mann,  der  durch  sein  Leben  den  Ausspruch 
widerlegt  hat,  die  Originale  seien  ausgestorben.  Für  ihn  tönt  der  Ge- 
sang der  Engel:  „Wer  immer  strebend  sich  bemüht,  den  können  wir 
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erlösen/*  Wir  haben  ihn  geschaut  als  einen  iustum  et  tenacem  pro- 
positi  rirum,  der  trotz  des  Mangels  an  äufserer  Anerkennung  der 
Fahne  der  Wissenschaft  treu  geblieben  ist,  und  der  in  der  inneren 
Klarheit  das  höchste  Glück  eines  befriedigten  Daseins  gefunden  hat. 
In  dieser  Verklärung  wird  sein  Ajidenken  bei  allen  weiterleben,  die 
mit  ihm  in  Berührung  gekommen  sind,  und  somit  für  immer  ge- 
segnet sein. 


Extrait  d’une  Lettre  k M.  E.  Jahnke; 

Par  M.  Ch.  Hermite. 

Paris,  25  novembre  1900. 

. . . Vous  avez  eu  bien  raison  de  compter  absolument  sur  mon 
entiere  Sympathie  pour  Toeuvre  eicellente  que  vous  avez  entreprise, 
qui  complete  la  litterature  periodique  des  Mathematiques  de  l’Allemagne 
par  une  publication  analogue  a celles  que  nous  avous  depuis  longtemps, 
et  qui  concement  les  candidats  aux  grandes  ecoles  du  gouveniement, 
riÖcole  Normale  et  TEcole  Polytechnique,  entre  autres. 

J’ai  toujours  ete  et  jusqu’ä  mon  demier  jour  je  serai  encore  un 
disciple  de  vos  grands  geom^tres,  de  vos  maitres  illustres,  Gauss, 
Jacobi,  Dirichlet;  d’autres  comme  Kronecker,  Borchardt, 
M'  Lipschitz  etc.  ont  ete  les  compagnons  de  mes  dtudes  et  mes 
amis  devou^s. 

C’est  une  dette  de  reconnaissanco,  leguee  par  leurs  chers  Souvenirs, 
dout  j’aurais  a coeur  de  ra’acquitter  en  me  faisant  votre  coUaborateur, 
avec  l’intention  de  servir,  aupr^s  des  etudiants  de  vos  uuiversites,  l’interet 
du  savoir  mathematique. 

Vous  me  permettez  peut-etre  de  vous  dire  dans  quel  sens  je  de- 
sirerais  voir  se  diriger  l’influence,  l’action  de  votre  nouvelle  publication. 
L’enseignement,  meme  tres  elementaire,  peut  mettre  a profit  les  oeuvres 
du  genie  lorsqu’il  arrive  qu’elles  concement  directement  son  objet. 

Prenez,  par  exemple,  l’idee  de  Dirichlet,  a la  fois  si  simple  et  si 
profonde,  conceraaut  les  minima  des  fonctions  lineaires  a indeterminees 
entieres,  n’est-elle  pas  exposee  avec  la  theorie  des  fractions  continues? 

Bacon  de  Verulam  a dit  que  l’adniiration  est  le  principe  du  savoir; 
sa  pensee  qui  est  juste  en  general,  Test  surtout  a l’egard  de  notre 
Science,  et  je  m’en  autoriserai  pour  exprimer  le  desir  qu’on  fasse,  pour 
les  etudiants,  la  part  plus  large  aux  choses  simples  et  helles  qu’ä 
l’extreme  rigueur,  aujourd’hui  si  en  honneur,  mais  bien  peu  attrayante, 
souvent  meme  fatigante,  sans  grand  profit  pour  le  commen9ant  qui 
n’en  peut  comprendre  l’interet.  Nos  professeurs  de  Lycee  consacrent 
beaucoup  de  temps  a definir  laborieusement,  peniblement,  les  racines 
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carrees,  cubiques  etc.  des  nombres  entiers,  et  ne  disent  rien,  parce 
qu’ils  ne  peuvent  rien  dire  (le  Memoire  Capital  de  Weierstrass  etant 
d’un  trop  difficile  acces)  des  racines  des  equations  du  3“*,  du  4“® 
degre'  etc.,  a coefticients  entiers,  qui  reclamont  aussi  le  droit  a 
l’eiistence. 

Le  luxe  et  la  misere  sont  ici  qui  se  toiichent  de  trop  pres,  et  ä 
Tegard  des  irrationnelles  numeriques  j’aimerais  bien  mieux  apprendre 
aox  commen^ants,  ce  qui  agrandirait  leur  horizon,  sans  leur  demander 
d’efforts,  la  demonstration  aussi  simple  qu’elegante  de  Wantzel  que  la 
somme  d’un  nombre  quelconque  de  radicaux  carres,  cubiques  etc.  est 
incommensurable,  comme  chacun  de  ses  termes. 

Je  pourrais  invoquer  bien  d’autres  exemples,  ä Tappui  de  la  pre- 
ference, que  je  donnerais  en  principe  et  surtout  au  ddbut  ä la  Science 
attrayante  sur  la  rigueur,  mais  en  ce  moment  il  me  faut  vous  dire  un 
mot  du  prochain  article  auquel  j’ai  songe,  et  que  sans  mon  indisposition, 
j’aurais  redige  pour  vous  l’envoyer. 

II  aura  pour  titre  „Sur  une  equation  transcendante".  II  conceme 
l’equation 

tgx  = x 

traitee  par  Cauchy  dans  ses  anciens  exercices,  et  aura  pour  objet  de 
demontrer  ce  que  le  grand  geom^tre  se  bome  a enoncer,  que  toutes 
les  racines  sont  donnees  par  la  formule 


X = (n  5);r  — 


1 

(n  + \)n 


1 


en  supposant  n = 0,  +1,  +2,  etc.  Je  le  generaliserai  un  peu,  en 
considerant  au  lieu  de  tangx  = a:,  l’equation 


sn  X 
X 


ce  sera  pour  repondre  ä votre  bienveillante  demande,  en  attendant 
mieux.  ... 


Sur  ime  öqnation  transcendante^); 

Par  M.  Ch.  Hermite  a Paris. 

On  trouve,  dams  le  Tolume  des  Exercices  Mathematiques  de 
Cauchy,  un  Memoire  d’une  grande  importance,  ayant  pour  titro:  Sur 
la  nature  des  racines  de  quelques  equations  transcendantes  (Oeuyres, 
(2)  VI,  p.  354),  contenant  ce  beau  resultat  que  les  racines  de  l’equation 
tang  z — z sont  representees  par  la  formule 


(2n-fl)«  2 j 

r 1 

r-iti 

f-  - - 1 

2 (2  m -fl)«  » 

L(2  n 4-  l)jrJ 

L(2  M -f  1)«J 

_ mf 2. T_... 

106  L(2  n -f-  l)jrJ 


en  attribuant  a n toutes  les  valeurs  entieres  positives  et  negatives. 
Le  role  de  cette  equation  dans  la  theorie  de  la  cbaleur  m’a  engage  a 
en  chercher  la  demonstration,  et  j’ai  remarque  qu’ime  methode  entiöre- 
ment  elementaire  conduit  ä une  conclusion  toute  semblable  sur  la 
relation  plus  generale 

Bnz  

cnz  dnz 

ou  bien 

Bnz  — zDm  sn = 0. 

Je  vais  Tindiquer  en  peu  de  mots  dans  cette  Note. 

Soit  ä cet  effet 

F{z)  = Bnz  — zDt  sn j?; 

nous  aurons  pour  la  derivee  l’expression  suivante 

F'(z)  = — zDlsnz, 
qu’on  peut  mettre  sous  cette  forme; 

F'{z)  — z Bnz  {k^cn^z  -|-  dn®2^). 

1)  Mit  wehmütigen  Empfindungen  wird  der  Mathematiker  diese  Notiz  lesen. 
Ist  es  doch  die  letzte  Arbeit  des  grofsen  Franzosen,  welche  das  Archiv  der 
mathematischen  Welt  vorzulegen  die  Ehre  hat. 

Hermite  hat  eine  Korrektur  der  Abhandlung  gerade  noch  lesen  können. 
Auf  seinen  Wunsch  wurde  ihm  auch  eine  Revision  zugeschickt,  an  deren  Durch- 
sicht ihn  der  Tod  verhindert  hat.  Red. 
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Elle  fait  voir  que  les  racines  reelles  de  la  derivee  sont  uniquement 
z = 0 qui  est  racine  double,  et  z = 2nK,  oü  n = ± 1,  ±2,  etc. 
J’ajoute  qn’ayant 

F(z  2nK)  = ly  z — {z  2 nK)D, sn z], 

et  par  cons^uent,  si  Ton  fait  z = 0, 

F(2nK)  = (-  iy  + ^2nK, 

il  est  prouve  que  la  Substitution  de  deux  racines  consecutives  de  la  derivee, 
dans  le  premier  membre  F(z\  donne  des  residtats  de  eignes  contraires. 
L’^uation  propos^,  en  outre  d’une  racine  triple  qui  est  nulle,  en  admet 
donc  une  infinite  d’autres,  toutes  reparties  entre  les  deux  limites 
2nK  et  (2w4-2)Z’;  ce  sont  leurs  valeurs  sous  forme  de  developpements 
en  series,  que  je  me  propose  maintenant  d’obtenir. 

Soit  pour  cela 

z = (2w  + i)^:  — g, 

on  trouvera  l’dquation 

Cette  nouvelle  egalite  peut  encore  s’ecriro: 

et  nous  pouvons  alors  lui  appliquer  la  serie  de  Lagrange  concemant 
la  relation  generale  § = a + a/'(^),  lorsqu’on  fait  la  supposition  de 
a = 0.  Pour  cela  nous  poserons 

1 

nouB  multiplierons  les  deux  membres  par  et  en  faisant 

/■«)  = s‘+ 

nouB  obtiendrons  precisement  cette  forme  analytique  d’oü  Ton  tire: 

a^DJf^ia)-]  a8D2r/-8(a)l 

f - “f(a)  + - rV  + -r  + ■■■ 

On  observera  en  en  faisant  l’application,  que  la  fonction  f(^)  etant 
paire,  les  derivees  d’ordre  impair  des  puissances  de  f(a)  disparaissent 
pour  a = 0;  la  serie  ne  contient  donc  que  des  puissances  impaires  de  a, 
et  ses  divers  termes  se  calculent  sans  peine,  en  partant  de  l’expression 


f{a)  = a*  + 


aD^  log  sn  a 

2 t « o 


I-'« 


Ayant  en  efifet 
logsna==logu  - 


(l+*»)a*  (1  — 16**+ Ä:«)a‘  (1  + 30**+ 30*«+ 


2»  • 3> 


5 • 7 


2 • 3 
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Cii.  Hekmitk; 


nous  en  concluons: 

\ 1 1 (2  — 4jt»)a*  (1  — 16^*-}-Ä«)o«  (2  + 60A■*^-60^•«+A•®)a« 

/W—  + 3 ■ 3s.  5 S’  ö-T  ~ 


et  l’on  en  tire; 


a , (2  — , (13  — 48Ä:*  + 53Ä:^a'^ 


+ 


+ 


A-'*  ' 3A'«  ' 15A'>“ 

11  en  resulte  pour  l’expression  des  racines  de  l’equation  consideree, 
8ü  z — z CU  z dn  z = 0,  la  formule 

/n  , 1 2 — 4A*  13  — 48  A*  4-  63  A« 

^;  = (2w+1)ä T 

^ ^ (2m+1)A'*ä’  3[(2n  + l)A'“iCf  16  [(2n+ l)A''^ii:f 

2 (21Ü  — 1642  A*  + 1328  A*  — 1839  A*) 

“ 316~[(2  n -f”  l)  A'TSy 

qui  donne  bien,  lorsqu’on  fait  A = 0 et  Ä”  *=  — , le  resultat  de  Cauchy 

m 

concemant  l’equation  tang<sr  = z. 

C’est  dans  le  probleme  du  refroidissement  d’une  sphere  qu’on  la 
rencoutre;  eile  s’oifre  aussi  dans  une  question  plus  elementaire,  quand 

on  cherche  les  maxiraa  et  minima  de  la  fonction  , et  donne  lieu 

alors  a une  remarque  ä laqueUe  je  m’arreterai  un  moment. 

Nous  avons  en  eflfet 


sin  X X cos  X — sin  x 


X 


x^ 


et  Ton  voit  facilement  que  les  maxima  et  les  minima  correspondent 
aux  racines  pour  lesquelles est  positif  ou  negatif.  En  designant 

X 

les  premieres  par  a et  les  autres  par  6,  on  aura  ainsi 

sin  a 1 

sin  h — 1 

h ~ 

Nous  observerpns  encore  que  les  maxima  formant  une  suite  decroissante, 
on  a,  pour  des  valeurs  positives  de  x,  l’inegalite 

sin  a sin  (a  + 
a ^ a x 

et  on  trouverait  semblablement  la  relation 


sin  h sin  {h  x) 


Nous  pouvons  aussi  poser 


Bmx 


> 


h X 
sin  ^ 


entre  les  limites  x = 0 et  x = cette  quantite  | ne  depassant  pas  la 
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valeur  ä laquelle  correspond  le  premier  minimum.  On  peut  donc  prendre 
I — — , d’oü  cette  limitation: 


sina:  > 


2x 


n 


qu’U  n’est  pas  inutile  de  joindre  ä la  relation  süi  x <ix,  dont  il  est  con- 
tinuellement  fait  usage. 

J’en  donnerai  une  application  en  cherchant  l’expression  du  terme 
complementaire  jR,  dans  la  serie  elementaire 


sma:  = x - ^ + . . + l)«-i  + (- 


r(4) 


oü  i’on  a 


X 


Attribuons  a x une  valeur  positive  quelconque,  mais  moindre  que  x, 
afin  que  sma:  soit  aussi  positif;  nous  pouvons  ecrire  avec  un  facteur  0<  1 

X X 

I (x  - sin  y (ly  =@  j*(x  — yY”-^  ydy 

0 0 

et  Ton  en  conclut 


'r(2  n -}-  2)  ^ 


--*>•  + 1 

p ^ 

" ^ r(2n  + ‘2)‘ 

Limitons  davantage  la  valeur  de  x,  et  supposons  a;  < ^ ; Tinegalite  precedente 

2 X 


sma:  > 


n 


donnera  la  relation 


X X 

J*(x  - yY’*-^  Bin  ydy>~  J (a:  - 


et  on  en  conclut 


2n  + l 


p ^ i _ 

* jt  r(2  n + 2) 


Pour  obtenir  un  resultat  semblable  ä Tegard  de  cos  x,  nous  partirons 
de  l’egalite 


^ ./  -NH  — 1 X 


cos  a:  = 1 — - — -\ b (—  1) 

r(3)  ^ ^ ^ f 


r{2n  — 1) 


+ (- 


et  de  la  formule 


^ [x-yf’-'  «08»  dy. 
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Ch.  Herxitje:  Sur  une  equation  transcendante. 


Noos  aurons  ainsi 


»n 


et 


r(2n+  1)' 


Ä,>^  * 


Sn 


»r(2n+  1)^ 


2 


limitations  assez  voisines,  en  reraarquant  le  fecteur  — etant  peu  different 
de  l’unite. 

Je  remarquerai  en  demier  lieu  qu’aux  conditions  dont  je  viens  de 
faire  usage 

sin  X <iXy 
^ 2x 

sm  a;  > — , 

on  peut  encore  joindre  les  suivantes 

tang  x'>  Xj 


la  seconde  supposant  x < 


Paris,  17  ddcembre  1900. 
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über  die  geometrisclien  Bedingungen,  denen  die  Unstetig- 
keiten der  Derivierten  eines  Systems  dreier  stetigen 
Funktionen  des  Ortes  unterworfen  sind,  und  ilire  Be- 
deutung in  der  Theorie  der  Wirbelbewegung. 

Von  J.  Weingarten  in  Berlin -Charlottenburg, 


Es  bezeichne  q>  (x,  y,  z)  eine  Funktion  des  durch  rechtwinklige 
Koordinaten  Xy  y,  z in  einem  gegebenen  Raume  T bestimmten  Orts, 
welche  Ln  diesem  Raume  überall  eindeutige,  endliche  und  nach  der 
Stetigkeit  sich  ändernde  Werte  annimmt.  In  Beziehung  auf  die 
ersten  Derivierten  dieser  Funktion  möge  die  Änderung  nach  der  Stetig- 
keit in  allen  Punkten  von  T nicht  vorausgesetzt,  sondern  angenommen 
werden,  dafs  entlang  einer  Fläche  S*  diese  Derivierten  eine  Unter- 
brechung der  Stetigkeit  erleiden.  Der  der  einen  Seite  der 

Fläche  S anliegende  Raumteil  sei  durch  Ay  der  der  anderen  Seite 
anliegende  durch  J bezeichnet,  und  dem  entsprechend  der  Wert  der 
Funktion  qp  {Xy  y,  z)  in  einem  Punkte  innerhalb  A durch  {x^  y,  z\ 
in  einem  Punkte  innerhalb  J durch  {x-  y y,  z')  angedeutet.  Für 
einen  Punkt,  der  auf  der  Fläche  S selbst  liegt,  ist  es  gleichgiltig,  ob 
man  ihn  dem  Raume  A oder  dem  Raume  J angehörig  betrachten  wiU, 
da  innerhalb  dieser  Fläche,  der  vorausgesetzten  Stetigkeit  der  Funktion 
cp  wegen,  die  Gleichung 

<Pi  y,  y;  ^)  = ö 

erfüllt  ist,  ebenso  wie  die  aus  ihr  folgende: 

Vy  (^y  Vy  = ^y 

in  der  die  Differentiale  sich  nur  auf  Äjiderungen  dxy  dy,  dz  der  Ko- 
ordinaten Xy  y,  z beziehen,  die  zu  einem  zweiten  auf  der  nämlichen 
Flache  S liegenden  Punkte  führen.  Giebt  man  dieser  Gleichung  die 
Form 


[§3.  - ©J  + [©.  - ©,]  + [(».  - ffi),] 


*0  stellt  sie  die  Differentialgleichung  der  Fläche  S dar,  da  nach  der 
Voraussetzung  über  die  ersten  Derivierten  der  Funktion  cp  die  Faktoren 
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der  Diflferentiale  dx,  dy,  dz  in  dieser  Gleichung  für  alle  Punkte  der 
Fläche  Sj  einzelne  eine  Fläche  nicht  erfüllende  Punkte  oder  Linien 
ausgenommen,  bestimmte  von  Null  verschiedene  Werte  annehmen 
werden.  Bezeichnet  man  der  Kürze  wegen  die  Differenz  der  Werte 
einer  in  der  Fläche  S unstetigen  Funktion  d.  h.  die  Gröfse  ilf. — 
durch  8^,  so  nimmt  die  vorstehende  Differentialgleichung  die  Gestalt 

dp-dx-^8^dy-^8^-^dz  = 0 


dx 

an  und  führt  zu  den  Gleichungen 


dtp 


dtp 


d = A cos  a,  d — = A cos  ß, 
dx  ^ cy 


^ Tz  = “^cosy, 


A = d cos  a -j-  ^ ^ ß 6^  cos  y = d ^ , 

dx  ‘ cy  ^ ' dz  ' an’ 

in  denen  a,  y die  Winkel  bezeichnen,  welche  die  im  Punkte  {x,  y,  z) 

der  Fläche  S aus  dem  Raumteil  A in  den  Raumteil  J gerichtet« 

Normale  mit  den  Koordinatenaxeii  bildet,  und  unter  der  Differential- 

quotient  der  Funktion  (p  nach  der  von  A gegen  J positiv  gezählten 
Normale  verstanden  ist. 

Aus  dem  nunmehr  erlangten  Gleichungssystem 


j.  dtp  Jt  dtp 

ö T-  = 0 cos  a , 
dx  an  ^ 


d = d ^ cos  ß, 


^dtp  X dtp 

0 = 0 cos  y 

CZ  ' 


''  dx  ''  dn  d y ''  dn  ''dz  ''  dn 

ersieht  man  leicht,  dals  die  drei  Derivierten  einer  im  Raume  T durchweg 
stetigen  Funktion  tp  entlang  einer  Fläche  S zugleich  mit  dem  Differen- 
tialquotienten dieser  Funktion  nach  der  Normale  von  S stetig  oder 
unstetig  sind. 

Wenn  man  diese  einfache  Bemerkung  auf  ein  System  von  drei 
im  Raume  T stetigen  Funktionen  m,  v,  w des  Ortes,  deren  Differential- 
quotienten in  einer  und  der  nämlichen  Fläche  S Unstetigkeiten  er- 
leiden, an  wenden  will,  so  erweist  es  sich  für  die  Vereinfachung  der 
Ausdrucksweise  als  zweckgemäl’s,  gewisse  aus  den  ersten  Derivierten 
dieser  Funktionen  gebildete  neue  Funktionen  des  Ortes  durch  besondere 
Benennungen  auszuzeichnen. 

Wir  werden  in  der  Folge  die  drei  Funktionen 


' ^ * * \cz  dy}^  ‘ * \cx  CZ)'  ® * \dy  dx) 


dtc 


dto 


du^ 

dz) 


dv\ 


als  die  zum  Funktionssystem  u,  v,  w im  Punkte  (a:,  y,  z)  des  Raumes 
T gehörigen  Rotationskomponenten  und  die  Funktion 

(ffl) 


dn  , dv  , CIO 
cx  ' cy  ' CZ 


als  die  zu  diesem  Funktionssystem  im  Punkte  (x,  y,  z)  gehörige  Di- 
latation bezeichnen. 


über  die  geometrischen  Bedingungen  etc. 
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Dieser  Bezeichnung  gemäfs  soll  auch  die  Quadratwurzel  aus  der 
Quadratsumme  der  ^ als  die  zu  dem  Funktionssysteme  m,  r,  tv 

gehörige  Rotation  im  Punkte  {x,  y,  z),  und  die  durch  ihn  gezogene 
Gerade,  deren  Richtung  durch  die  Gleichungen 

1 4 fl  t 

cos  X = - , cos  u = - , cos  V ==  - , 

a'  ’ co'  tu' 


G)  = + T 4" 

bestimmt  ist,  als  die  dortige  Rotationsaxe  bezeichnet  werden. 

Die  gleichzeitige  Anwendung  der  Gleichungen  (1)  auf  das  System 
der  drei  Funktionen  u,  v,  iv,  für  welche  unstetige  Änderungen  der 
ersten  Derivierten  in  der  Fläche  S vorausgesetzt  werden,  ergiebt  die  in 
jedem  Punkte  dieser  Fläche  statthabenden  Gleichungen: 


(IV) 


cos  , 
cos  y) , 
cos  a] , 


ö&  = Ö 


dn 


COS  a -f-  ^ 


(In 

dn 


COS  -|-  d 


dw 

dn 


COS  y, 


aus  welchen  man  sogleich  die  ferneren  ableitet: 


d ^ = 2 (d^  cos  ß — drj  cos  y)  d 0 cos  a, 

d = 2 (d  5 cos  y — cos  «)  d 0 cos  /3, 

d ^ ==  2 (d  cos  « — d I cos  ß)  ö&  cos  y. 


Aus  diesen  letzteren  ersieht  man,  dafs,  wenn  für  ein  Funktions- 
system M,  t',  tc  die  Rotationskoinponenten  und  die  Dilatation  keine 
Unstetigkeiten  entlang  einer  Fläche  erleiden,  auch  die  neun  ersten 
Derivierten  dieser  Funktionen  in  dem  Raume  T durchweg  stetig  sind. 

Wählt  man  für  diese  Funktionen  u,  r,  w die  drei  als  stetig  voraus- 
gesetzten ersten  Derivierten  einer  Funktion  (p,  so  folgt  aus  dem  vorher- 
gehenden der  speziellere  Satz,  dafs  die  zweiten  Derivierten  dieser 
Funktion  (p  sich  im  ganzen  Raume  T nach  der  Stetigkeit  ändern,  so- 
bald der  zweite  DiflFerentialparameter  von  (p  sich  in  diesem  Raume 
nach  der  Stetigkeit  ändert. 

Wenn  man  ferner  die  drei  ersten  der  Gleichungen  (IV)  der  Reihe 
Dach  mit  cos«,  cos/?,  cosy  multipliziert  und  die  Resultate  addiert,  so 
folgt  die  für  jeden  Punkt  der  Fläche  S gütige  Gleichung 
(^I)  d|C08C  -}- ~h 
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das  heilst: 

(VI*)  I,.  cos  a -j-  1/,.  cos  ß + cos  y = cos  a -}-  cos  /3  + cos  y. 
Diese  wichtige  Gleichung  zeigt,  dafs,  wenn  auch  die  Rotations- 
komponenten eines  Funktionssystems  u,  v,  w (beziehungsweise  die 
neun  ersten  Deri vierten  dieser  Funktionen)  beim  Durchgänge  durch 
eine  P''läche  S sich  sprung^veise  ändern,  die  Komponente  der  Rotation 
nach  der  Normale  von  S beim  Durchgänge  durch  diese  Fläche  eine 
Unterbrechung  der  Stetigkeit  nicht  erleidet. 

Wir  wollen  nunmehr  einen  Raum  Ä,  in  welchem  die  dem  Systeme 
M,  V,  w zugehörigen  Rotationskomponenten  § durchweg  ver- 

schwinden, als  einen  für  das  betreffende  Funktionssystem  rotaimis- 
freien  Raum,  und  einen  Raum  J,  in  welchem  die  Komponenten  $ 
von  Null  verschiedene  Werte  besitzen  (einzelne  einen  Raumteil  nicht 
erfüllende  Punkte  oder  Linien  ausgenommen)  als  einen  für  dies  Funktions- 
system nidd  rotationsfreien  Raum  bezeichnen.  In  der  Grenzfläche  Sj 
die  einen  nicht  rotationsfreien  Raumteil  J des  Raumes  T von  einem 
rotationsfreien  Raumteil  A scheidet,  werden  die  Rotationskomponenten 
ti  entweder  sprungweise  aus  nicht  verschwindenden  Werten  in 
Null  übergehen  oder,  wenn  durchgängige  Stetigkeit  der  Werte  von 
I,  rjf  ^ im  Raume  T vorausgesetzt  wird,  längs  der  ganzen  Grenzfläche 
verschwinden.  Wird  zunächst  das  Eintreten  des  ersteren  Falles  voraus- 
gesetzt, eine  Voraussetzung,  die  mit  der  Annahme  einer  ünstetigkeit 
in  den  ersten  Derivierten  der  Funktionen  u,  v,  w zusammenfällt,  so 
lehrt  die  Gleichung  (VI*)  den  Satz: 

Wenn  eine  Fläche  S den  für  das  Funliionssystem  u,  v,  w rotations- 
freien Raum  A von  dem  nicht  rotationsfreien  Raume  J derart  scheidet^ 
dafs  in  ihr  die  Werte  der  Rotationskomponenten  aus  nicht 

verschwinderulen  Werten  unstetig  in  Ntdl  übergehen,  so  ist  in  jedem  Punkte 
der  Grenze  des  Raumes  J die  Rotationsaxe  notwendig  eine  Tangente  an 
die  Grenzfläche  S. 

Wird  dagegen  vorausgesetzt,  dafs  die  zum  Funktionssysteme  u, 
V,  w gehörigen  Rotationskomponenten  $,  i],  d.  h.  die  ersten  Deri- 
vierten von  M,  t',  tv  im  ganzen  Raume  T durchgängig  stetig  sind, 
so  werden  an  der  Scheidungsfläche  S eines  nicht  rotationsfreien 
Raumes  J und  eines  rotationsfreien  Raumes  A notwendiger  Weise 
höhere  Derivierten  der  Funktionen  i},  ^ Unstetigkeiten  erleiden, 
wenn  nicht  der  gesamte  Raum  T rotationsfrei  sein  soll,  was  gegen 
die  Voraussetzung  wäre.  Nehmen  wir  zunächst  das  Bestehen  solcher 
Unstetigkeiten  für  die  ersten  Derivierten  der  b^inktionen  ?/,  ^ an, 
und  bezeichnen  durch  t/,  5"  ‘Be  zu  dem  Funktionssystem  J 

gehörigen  Rotationskomponenten,  d.  h.  die  durch  die  Gleichungen 
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t'  X n'  i ^ ^ = i /—  

* ■ ^2  cy)^  ^ dz/^  ® * \^2/  ^2:/ 

gegebenen  Ghröfsen,  so  ergeben  sich  aus  V unter  Berücksichtigung  des 
Umstandes,  daJs  die  Dilatation  des  Funktionssystems  ^ im  ganzen 
Raume  T verschwindet,  die  Werte  von  |a,  rjä,  t‘a  aber,  der  Voraus- 
setzung gemals  im  ganzen  Raume  Ä und  an  seiner  Grenze  der  Null 
gleich  sind,  die  nachstehenden  für  jeden  Punkt  der  Fläche  S bestehenden 
Gleichungen: 

(^).  = 2 (r  cos  y — t'  cos  a) , 

(^»),  ^ — 5'  cos  ß) , 

aus  denen  für  die  Rotationskomponenten  ^ an  einer  Stelle  des 

Raumes  J,  die  sich  auf  der  im  Punkte  (x,  z)  der  Fläche  S errich- 
teten Normale  in  der  unendlich  kleinen  Entfernung  n von  ihm  be- 
findet, die  Werte: 

I = 2n  (S'  cos  /3  — 1?'  cos  y), 

1]  = 2n  (I'  cos  y — cos  cc), 

g = 2n  {rj'  cos  a — cos  ß) 

hervorgehen.  Zwischen  diesen  Werten  findet  die  Beziehung 

^ cos  cc  rj  cos  ß t cos  y = 0 

statt,  welche  aussagt,  dafs  in  allen  Punkten  einer  der  Fläche  S im 
Innern  des  Raumes  J unendlich  nahen  Parallelfläche  die  dort  zum 
Funktionssysteme  «,  v,  w gehörige  Rotationsaxe  diese  Parallelfläche 
tangiert. , 

Diese  Aussage  erweist  sich  auch  leicht  für  die  Annahme  als  gütig, 
dafs  nieht  die  ersten,  sondern  höhere  Diflferentialquotienten  der  Funk- 
tionen I,  5 längs  der  Grenzfläche  S unstetig  würden,  in  welchem 
Falle  die  Werte  der  rj,  ^ in  unendlicher  Nähe  dieser  Grenze  ent- 
sprechenden höheren  Potenzen  der  Entfernung  n von  ihr  propor- 
tional sind. 

Wenn  man  eine  im  Raume  T verlaufende  Linie,  deren  Tangente 
in  jedem  ihrer  Punkte  mit  der  dem  Systeme  der  Funktionen  m,  v,  w 
zugehörigen  Rotationsaxe  in  dem  betreffenden  Punkte  zusammenfällt, 
mit  H.  V.  Helmholtz  als  eine  diesem  Systeme  zugehörige  Wirbel- 
linie bezeichnet,  d.  h.  wenn  man  die  Wirbellinien  des  Raumes  T durch 
die  Differentialgleichungen: 

iVll)  ^ ^ 

^ ^ t T 5 
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J,  Wkino arten: 


charakterisiert,  so  erkennt  man  nach  dem  bisher  Vorgetragenen  leicht 
das  Zutrefifen  folgender  Behauptungen: 

Eine  Wirbellinie,  welche  einen  Punkt  mit  einer  Grenzfläche  ge- 
mein hat,  die  einen  rotationsfreien  Raum  von  einem  nicht  rotations- 
freien Raume  derart  scheidet,  dafs  in  dieser  Grenzfläche  die  Rotation 
unstetige  Wertänderungen  erleidet,  fällt  in  ihrem  ganzen  Verlaufe  in 
diese  Grenzfläche. 

Eine  Wirbellinie,  welche  einem  Punkte  einer  Grenzfläche  unendlich 
nahe  kommt,  die  einen  rotationsfreien  Raum  von  einem  nicht  rotations- 
freien Raume  derart  scheidet,  dal’s  in  dieser  Grenzfläche  die  Rotation 
stetige  Wertänderungen  erleidet,  fäUt  in  ihrem  ganzen  Verlaufe  in  die 
durch  diesen  Punkt  gelegte  Parallelfläche  der  Grenzfläche. 

Und  wenn  man  sich  einer  von  Beltrami  eingeführten  Bezeichnung 
bedient: 

Die  Begrenzungsfläche  (beziehungsweise  unendlich  nahe  innere 
Parallelfläche)  eines  ganz  von  rotationsfreien  Räumen  begrenzten  nicht 
rotationsfreien  Raumes  ist  notwendig  ein  Vorticoid. 

Man  ersieht  ferner,  dafs  eine  Wirbellinie  aus  dem  Inneren  eines 
nicht  rotationsfreien  Raumes  sich  niemals  bis  an  seine  durch  einen 
rotationsfreien  Raum  gebildete  Begrenzung  erstrecken  kann. 

Will  man  in  einem  Raume  T,  für  welchen  das  durchgängig  in 
ihm  stetige  Funktionssystem  «,  v,  w bestehend  gedacht  wird,  thuhf 
rotationsfreie  Räume  von  verschwindend  kleinen  Dimensionen  voraus- 
setzen, den  Rotationswerten  in  diesen  Räumen  aber  endliche  Werte  bei- 
legen, so  ist  diese  Voraussetzung  notwendig  mit  der  Voraussetzung 
der  Unstetigkeit  der  Rotationskomponenteu  t/,  ^ in  den  diese  Räume 
begrenzenden  Oberflächen  verbunden. 

Unter  dieser  letzteren  Voraussetzung  verlieren  die  zur  Be^ündung 
der  Theorie  der  Wirbelbewegung  üblich  gewordenen  Schlufsweisen  ihre 
Berechtigung  und  lassen  eine  Lücke  in  dieser  Theorie  bestehen,  deren 
Ausfüllung  die  gegenwäi-tige  Mitteilung  beabsichtigte.  Wenn  nämlich, 
wie  notwendig,  längs  gewisser  Oberflächen  unstetige  Änderungen  der 
Gröfsen  |,  ^ im  Innern  eines  nicht  rotationsfreien  Raumes  voraus- 

gesetzt werden,  so  ist  aus  den  Gleichungen  (VII)  zwar  ersichtlich,  dafs 
eine  die  Unstetigkeitsfläche  erreichende  Wirbellinie  an  dieser  Fläche 
bei  ihrer  Fortsetzung  eine  Brechung  erleiden  wird,  wenn  nicht  etwa 
die  Werte  von  |,  g plötzlich  alle  drei  gleichzeitig  auf  den  Wert 
Null  springen.  Tritt  dieser  Fall  ein,  so  fehlt  dem  Begriff  der  Fort- 
setzung jede  Bestimmtheit.  Durch  Hinzuziehung  der  Gleichung 

a I ^ \ ^ n 

dx  ' dy  ' dz 
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und  der  aus  ihr  gefolgerten,  nur  für  stetUf  veränderliche  ^ als 

gütig  erwiesenen  Gleichung 


rj  cos  ß ^ cos  y)  da  = 0, 


in  welcher  die  Integration  sich  über  alle  Elemente  der  Oberfläche  eines 
beliebig  innerhalb  des  Raumes  T ausgeschiedenen  Volumens  erstreckt 
und  c,  y die  Winkel  der  in  da  auf  dieser  Oberfläche  nach  dem 
Innern  errichteten  Normale  mit  den  Koordinatenaxen  bezeichnen,  sowie 
durch  Einführung  des  Begriffs  der  Wirbelfäden,  ist  diese  Unbestimmt- 
heit unter  der  vorliegenden  Voraussetzung  nicht  zu  beseitigen. 

Denn  multipliziert  man  die  in  jedem  Punkte  des  Raumes  T er- 
füllte Gleichung 

4_  ^ 4_  H = 0 
cx'  dy'  cz 

mit  dem  Raumelemente  dz  und  summiert  die  erhaltenen  Resultate  über 
alle  Elemente  eines  beliebig  aus  2’ abgesonderten  geschlossenen  Volumens, 
so  wird  man  in  bekannter  Weise  zu  der  Relation 


0 = cos  a -f-  cos  /3  -j-  ^ cos  y)  da 

+ßär  cosa  -j-  Ö7}'  cosß'  -f-  dg' cos  y')  da' 

geführt,  in  welcher  das  erste  Integral  die  oben  angegebene  Bedeutung 
hat,  dagegen  das  zw'eite  über  alle  Elemente  da'  derjenigen  Flächen  zu 
erstrecken  ist,  in  denen  |,  g die  endlichen  Sprünge 
dr/=  tj'i  — rj'ay  dg'=  gi-  — gü  erleiden,  während  die  cos  cos  ß', 
cos  y'  sich  auf  diejenigen  Winkel  beziehen,  welche  die  aus  den 
Räumen  Ä in  die  Räume  J zeigende  Normale  des  Elementes  da'  mit 
den  Koordinatenaxen  bildet. 

Erst  die  Gleichung  (VI)  lehrt,  dafs  die  Elemente  dieses  zweiten  In- 
tegrals verschwinden,  und  dafs  daher  die  Gleichimg 

o=y«  cos  ß + cos  /3  g cos  y)  da 

ihre  Gütigkeit  für  Räume  T,  in  denen  i],  g längs  irgend  welcher 

Flächen  sich  sprungweise  ändern,  nicht  verliert.  Diese  Gleichung  aber 
ist  die  Quelle  des  Satzes,  dafs  ein  Wirbelfaden  im  Innern  einer 
Flüssigkeit  nicht  endigen  kann.  Die  von  H.  v.  Helmholtz  entdeckten 
geometrischen  Eigenschaften  der  WirhelfMen  bestehen  daher  auch  unter 
der  Voraussetzung  beliebiger  Unstetigkeiten  der  Rotationswerte  längs 
Flächen,  die  sich  durch  den  Raum  T erstrecken. 

Charlottenburg,  den  15.  November  1900. 


AichiT  d«r  Mathematik  und  Physik.  III.  Beihc.  I. 
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Sur  les  transformations  conformes  de  Tespace 
ä.  trois  dimensions; 

Par  M.  Gaston  Darboux  ä Paris. 

1.  C’est  a J.  Liouville  que  revient,  conime  on  sait,  le  merite 
d’avoir  etabli  le  premier  que  toutes  les  transformations  conformes  de  l’espace 
se  ramenent  ä une  in  Version  suivie  ou  precedee  d’un  deplacement  ou, 
ce  qui  revient  au  meme,  a une  Serie  d’inversions  executees  successive- 
ment.  Voici  une  demonstration  tres  sim}>le  de  cette  importante  propo- 
sition.  Elle  repose  sur  le  theor^me  fondamental  de  Dupin  d’apres  le- 
quel  les  surfaces  qui  font  partie  d’un  Systeme  triple  orthogonal  se 
coupent  mutuellement  suivant  leurs  lignes  de  courbure. 

Considerons  un  plan  quelconque  dans  l’espace  qu’il  s’agit  de 
transformer  et  adjoignons-lui  tous  les  plans  paralleles.  On  a ainsi  une 
famille  A de  plans  auxquels  on  peut  adjoindre,  (l’ifTie  infinite  de  ma~ 
nih'es,  deux  autres  familles  de  plans  ])aralleles  B et  Cj  telles  que  les 
plans  appartenant  a deux  familles  differentes  se  coupent  ä angle  droit. 
Appliquons  maintenant  la  transformation.  Aux  trois  familles  de  plans 
A,  B,  ('  eile  fera  correspondre  trois  familles  A',  B\  €'  de  surfaces 
faisant  partie  d’un  Systeme  triple  ortliogonal.  Et  comme,  sans  changer 
la  famille  A et  par  suite  la  famille  A\  on  peut  faire  varier  les  familles 
B et  C et  par  suite  les  familles  B'  et  C'y  on  voit  que,  d’apres  le 
theoreme  de  Dupin,  les  surfaces  de  la  famille  A'  devront  avoir  une 
infinite  de  systemes  de  lignes  de  courbure;  eiles  se  reduiront,  par  con- 
sequent,  ä des  spheres  ou  a des  plans.  Comme  la  conclusion  s’applique 
aux  surfaces  des  familles  B\  C'y  nous  pouvons  enoncer  la  proposition 
suivante. 

Toutes  les  transformations  conformes  de  l’cspaee  doivent  faire  corre- 
spondre au  systhne  triple  orthogonal  composc  de  trois  familles  de  plans 
paralleles  un  Systeme  triple  compose  de  trois  familles  de  spheres  ou 
de  plans. 

2.  Nous  sommes  ainsi  conduits  a chercher  quels  sont  les  systemes 
triples  fonnes  exclusivement  avec  des  spheres  ou  des  plans. 
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Pour  siraplitier  la  recherche  nous  remarquerons  que,  si  Ton  donne 
une  famille  composee  de  sph^res  ou  de  plana,  ou  peut  la  tranaformer 
a l’aide  d’une  Inversion,  en  ime  famille  composee  de  sph^res  non  con- 
centriqnes,  dont  quelques  - imes  pourront  d’ailleurs  se  reduire  ii  des 
plans.  Nous  pouvons  donc  nous  bomer  a rechercher  les  sjstemes 
triples  orthogonaux  formes  avec  trois  familles  de  sphferes  non  con(?en- 
triques,  sauf  a adjoindre  apres  coup  a ces  systemes  ceux  que  Ton 
pourrait  en  deduire  par  une  Inversion. 

Designons  par  A',  B',  C'  les  trois  familles  de  spheres  qui  forment 
le  Systeme  triple  orthogonal;  je  dis  d’abord  que,  dans  chaque  famille, 
les  centres  des  spheres  decrivent  une  ligne  droite.  En  cffet,  si  les 
centres  de  trois  spheres  appartenant  par  exemple  a la  famille  Ä' 


nctaient  pas  en  ligne  droite,  toutes  les  spheres  qui  leur  sont  ortho- 
gonales auraient  leur  centre  sur  l’axe  radical  des  trois  premieres  spheres 
et  admettraient  pour  plan  radical  le  plan  de  leiirs  centres.  Avec  de 
telles  spheres  il  est  evidemment  impossible  de  constituer  les  deui 
familles  B'  et  C\ 

Je  dis  maintenant  que  les  lignes  des  centres  des  trois  familles 
sont  deux  a deux  rectangulaires  et  concourantes.  En  effet,  prenons 
dem  spheres  appartenant,  par  exemple,  ä la  famille  Ä',  les  lignes  des 
centres  des  deux  autres  familles  seront  evidemment  dans  le  plan  radi- 
cal de  ces  deux  spheres.  Donc  eiles  seront  concourantes  et,  comme 
eiles  sont  evidemment  perpendiculaires  ä la  ligne  des  centres  des  deux 
spheres,  c’est-a-dire  a la  ligne  des  centres  de  la  famille  la  pro- 
position  enoncee  se  trouve  etablie.  ^ 

Ainsi  les  lignes  des  centres  des  trois  familles  Ä\  B\  C'  sont  les 
aretes  d’uu  triedre  trirectangle.  Soient  Ox,  Oy,  Oz  les  aretes  de  ce 
triedre.  En  designant  par  q le  rayon  de  la  spherc  qui  a son  centre 
a la  distance  x sur  Ox,  par  q'  le  rayon  de  la  sphere  qui  a son  centre 
ä la  distance  y sur  Oy  et  par  p"  le  rayon  de  la  sphere  qui  a son 
centre  a la  distance  z sur  Oz  et  en  exprimant  que  ces  spheres  sont 
dem  a deux  orthogonales,  nous  aurons  iinmediatement  les  relations 

+ = 

?/*  + = P'*  + P"*, 

^2  -f-  p*  , 

qui  donnent 


p*  = x\  p'*  = y\  p"*  = z^. 

Donc  les  trois  famiUes  seront  composees  de  spheres  passant  par  le 
point  fixe  0.  Nous  pouvons  donc  dnoncer  cette  conclusion  generale: 
On  obtient  i<ms  les  systhnes  triples  orthogonaux  exclusivement  rom- 
poses  de  spheres  em  de  plans,  soit  en  prenant  trois  familles  eie  plans 
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respedivemenf  paralleles  aux  faces  d'un  triedrc  irirectawjle,  soll  cn  sou- 
mettant  ce  sxjsthne  simple  d une  Inversion , qui  donne  frois  familles  de 
spheres  jxissant  en  un  mvme  point  et  tange^ites  en  ce  point  aux  trois 
faces  d’un  triedre  triredangle. 

3.  Cette  proposition  une  fois  etablie,  le  theor^rae  de  Liouville  s’en 
deduit  comme  il  suit.  Etant  donne  un  espace  E ä trois  diinensions, 
cherchons  toutes  les  transformations  conformes  qui  le  font  correspondre 
il  un  espace  E'.  Nous  avons  vu  qu’aux  trois  familles  de  plans  de  E 
qui  sont  parallMes,  par  exemple,  aux  plans  coordonnes,  doivent  cor- 
respondre dans  E'  trois  familles  de  plans  ou  de  spheres  rectangulaires. 
D’apres  ce  que  nous  venons  d’etablir,  ees  trois  familles  de  E'  devront 
etre  formees,  soit  de  trois  familles  de  plans  paralleles,  soit  de  trois 
familles  de  spheres  derivant  par  Inversion  de  trois  familles  de  plans 
parallMes. 

Dans  le  premier  cas,  choisissons  les  axes  coordonnees  dans  E’  de 
teile  maniere  qu’aux  trois  familles  de  plans  definis  par  les  equations 

X *=  const,  y — const,  z — const 

de  E correspondent  respectivement  les  plans  de  E'  definis  par  les 
equations 

x'  = const,  ?/'  = const,  z'  = const. 

Les  formules  de  la  transformation  seront  necessairement  de  la  forme 
X =-ep  (x),  y = ilf  (y),  = % •>); 

et  comme  on  doit  avoir 

dx'^  -f-  dy'^  "h  ^2/*  “f" 

il  viendra  necessairement 

A*  = <p'^  = ^'2  = 

Ces  relations  exigent  evidemment  que  (p\  tj;',  yf  se  reduisent  ii  des 
constantes  egales  au  signe  pres,  On  aura  donc 

+ a;'  = kx  a, 

+ 2/'  = ^2/  + 

+ = kz  c 

a,  b,  c,  k etant  quatre  constantes. 

En  changeant,  si  cela  est  necessaire,  le  sens  de  deux  des  axes 
Ox'f  Oy'f  Oz'  ce  qui  ne  change  pas  le  sens  de  rotation  du  triedre 
Ox'y'z',  et  en  depla^ant  le  tri^idre  parallMement  a lui-meme,  on  peut 
toujours  ramener  les  formules  precedentes  a la  forme  simple 

x'  = kx,  y'  = ky,  z'  — kz 

qui,  si  Ton  tient  compte  de  ce  fait  que  Ox'x/z',  Oxyz  sont  deux  triedres 
distincts,  definit  une  homothetie  suivie  ou  preced^e  d’un  d^placeraent. 
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4.  Arrivons  raaintenant  au  second  cas  oü  aux  trois  familles  de 
plans  parallMes  de  E correspondent  trois  familles  de  spheres  orthogo- 
nales dans  E\  Comme  ces  trois  familles  derivent  des  familles  or- 
thogonales de  plans  paralleles  par  une  Inversion  effectuee  dans  l’espace 
E\  et  comme  cette  inversion  est,  elle-meme,  une  transformation  con- 
forme,  ce  cas  ram^nera  au  precedent.  Et  Ton  voit  que  la  transformation 
conforrae  se  ramenera  ä un  deplacement  suivi  d’une  homothetie  et 
d’une  inversion.  En  changeant  le  deplacement  initial  on  peut  faire 
en  Sorte  que  l’homothetie  ait  meme  pole  que  Tinversion.  Et  alors 
rensemble  de  Thomothetie  et  de  Tinversion  equivaut  a une  simple 
inversion. 

On  a donc  en  resume  le  theor^me  suivant: 

Toutes  les  transformatmis  conformes  de  Vespace  se  ramcnmt  ä une 
inversion  ou  d une  homothetie,  precedee  ou  suivie  d’un  deplacement. 

Paris,  20  novembre  1900. 


Auszüge  ans  zwei  Briefen  an  F.  Richelot  von  S,  AronMd/) 

Mitgeteilt  von  E.  Lampe  in  Berlin. 

Berlin,  den  29.  September  1850. 

. . . Sie  haben  mich  gewifs  getadelt,  dafs  ich  bis  jetzt  das  Oberlehrer- 
examen noch  nicht  gemacht  habe.  Indessen,  vielleicht  kann  es  zu 
meiner  Entschuldigung  gereichen,  dafs  ich  während  der  ganzen  Zeit 
von  gröfseren  mathematischen  Untersuchungen  in  Anspruch  genommen 
bin,  die  ich  hätte  aufgeben  müssen.  Ich  wollte  anfangs  nur  meine 
Abhandlung  über  die  Funktionen  dritten  Grades  abfassen  und  dann  die 

1)  Im  Herbste  des  Jahres  1850  erhielt  Aronhold  das  Anerbieten,  eine  Haus- 
lehrerstelle  in  einer  angesehenen  Wiener  Familie  imtcr  sehr  günstigen  Verhält- 
nissen auzunehmen.  Eine  der  Bedingungen  bestand  darin,  dafs  Aronhold 
vor  dem  Antritte  der  Stellung  sich  den  Doktortitel  verschaffen  sollte.  Zu  diesem 
Zwecke  wandte  er  sich  an  seinen  Lehrer  Richelot  in  Königsberg  i.  Pr.  in  einem 
längeren  Schreiben,  dessen  Inhalt,  soM-eit  derselbe  wissenschaftliche  Gegenstände 
berührt,  hier  zum  Abdruck  gebracht  wird,  weil  damit  sowohl  für  die  Zeit- 
bestimmung der  Entstehung  der  Aron  hold’ sehen  Ideen,  als  auch  für  die  Ge- 
schichte der  Invarianteutheorie  ein  wichtiger  Beitrag  gegeben  wird.  Es  geht 
daraus  hervor,  dafs  Aronhold  schon  damals,  also  1850,  die  allgemeinen  Diffe- 
rentialgleichungen für  die  invarianten  Bildungen  besafs.  Die  Leser,  die  sich  für 
die  Bedeutung  der  Frage  interessieren,  seien  auf  den  „Bericht  über  die  Fort- 
schritte der  projektiven  Invariantentheorie“  von  W.  Fr.  Meyer,  Jahresbericht  der 
Deutschen  Mathematiker -Vereinigung,  Berlin,  I,  p.  84  Anmerkung  •)  und  p.  95  f. 
hingewiosen. 

Der  zweite  kürzere  Brief  ist  schon  mehr  geschäftlicher  Natur.  Die  Ver- 
handlungen veranlafsten  bekanntlich,  in  einer  für  Aronhold  höchst  erfreu- 
lichen und  ehrenvollen  Wendung  der  Angelegenheit,  die  philosophische  Fakul- 
tät der  Königsberger  Universität  dazu,  den  nicht  ganz  zweiuiiddreifsigjährigen 
Mathematiker  (geh.  IG.  Juli  1819;  gest.  13.  März  1884)  unter  dem  5.  April  1851 
honoris  causa  zum  Doktor  zu  ernennen;  das  Doktordiplom  bezeugt:  „Ordinem 
philosophorum  viro  meritissimo  Sigfrido  Aronhold  Angerburgeusi  propter  in- 
signem  rerum  mathcmaticaruro  cognitionem  cum  aliis  scriptis  editis  et  ineditis 
algebraicis  tum  commentatione  de  novo  principio  algebraico  ad  functiones  homo- 
geneas  transformandas  adhibito  comprobatam  summos  in  philosophia  honores  cum 
iuribus  et  privilegiis  doctenim  philosophiac  honoris  causa  coutulisse  ac  solemni 
hoc  diplomate  conlirmasse.“  Red. 
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mathematische  Beschäftigung  eine  Weile  liegen  lassen.  Aber  ich  wurde 
dadurch  dahin  geführt,  Probleme  zu  erledigen,  die  mir  früher  unüber- 
steigliche  Hindernisse  darboten,  und  fand,  dafs  sie  einer  sehr  grofsen 
Verallgemeinerung  fähig  waren.  Das  Urteil  Eisensteins  über  den- 
jenigen Teil  derselben,  welchen  ich  ihm  mitteilte,  ermutigte  mich  um 
so  mehr,  sie  zu  verfolgen,  obwohl  er  sie  zu  hoch  stellt,  wenn  er  ihnen 
einen  Platz  neben  dem  A belachen  Theorem  einräumen  will. 

Ich  habe  auch  einige  Resultate,  die  sich  für  spezielle,  leicht  mit- 
teilbare Fälle  ergeben  haben,  dem  Herrn  Professor  Jacobi  vortragen 
können  und  seinen  Beifall  gefimden.  Ich  beschäftige  mich  unter  an- 
derem mit  der  Integration  von  Systemen  simultaner  partieller  Dill’e- 
rentialgleichungen,  worüber  bis  jetzt  kaum  die  anfänglichsten  Unter- 
suchungen existieren,  imd  teilte  Jacobi  eine  Methode  mit,  solche  zu 
integrieren,  oder  vielmehr,  die  Bedingungen  der  Integrabilität  zu  ermitteln, 
worauf  er  mir  erwiderte,  dafs  er  in  einigen  seiner  unvollendeten  Arbeiten 
von  ähnlichen  Gedanken  ausgegangen  wäre. 

Indem  ich  Ihnen  die  beifolgende  Übersicht  über  den  Inhalt  meiner 
Abhandlung  gebe,  erlaube  ich  mir,  den  Wunsch  auszusprechen,  dafs 
sie  Ihr  Interesse  erregen  möchte,  was  mich  ganz  besonders  erfreuen 
würde. 

Schon  beim  Beginne  dieses  Jahres  hatte  ich  über  die  befolgte 
Methode,  algebraische  Probleme  zu  lösen,  dem  Herrn  Professor  Hesse 
einige  Mitteilungen  gemacht.  Derselbe  hat  leider  meine  letzten  Briefe 
schon  seit  langer  Zeit  unbeantwortet  gelassen,  und  ich  habe  es  infolge- 
dessen nicht  gewagt,  meine  Mitteilungen  weiter  fortzusetzen.  Aber 
ich  kann  mir  den  Grund  seines  Schweigens  gar  nicht  erklären.  Ich 
glaubte  schon,  ihn  vielleicht  verletzt  zu  haben;  aber  ich  kann  mich 
auch  nicht  einer  Zeile  entsinnen,  wodurch  dieses  geschehen  wäre.  Im 
Gegenteil,  mich  leitete  in  allen  meinen  Briefen  das  aufrichtige  Gefühl 
der  Hochachtung  seiner  wissenschaftlichen  Verdienste. 


Es  sei  F{x^y  x,,  . . x„)  = ZEZ. . . . . . eine  beliebige 

homogene  Funktion  des  Grades  von  den  n Variabein  x,,  Xg,  . . .,  x„. 
Die  Summen  werden  über  alle  gleichen  oder  ungleichen  Werte  1,  2,  . . .,  ti 
für  X,  A,  g,  . . . zu  je  p ausgedehnt.  Ferner  sei  U irgend  eine  Funktion 
der  Koeffizienten  und  . 


££ . . . u X ^ 


dn  1 


wo  die  Summe  über  X,  p,  . . . allein  auszudehnen  ist,  also  A,  ja,  . . . alle 
Werte  1,  2,  . . ,,  n zu  je  — 1 annimmt,  während  q und  ö feste,  kon- 
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stante  Indizes  bleiben  und  ebenfalls  aus  den  Zahlen  1,  2,  . . n gewählt 
sind.  Die  Anzahl  der  Funktionen  beträgt  demnach  w • w,  da 
und  von  einander  verschieden  sind.  Es  bedeutet  übrigens  (6,  .) 

einen  Poljnomialkoeffizienten,  nämlich  denjenigen,  welcher  in  der  Ent- 
wickelung von  + ^8  + • * • "I“  Gliede  Xg  xx  x,t  . . . ge- 

funden wird.  Nimmt  man  noch  andere  homogene  Funktionen  derselben 
Variabein,  aber  von  beliebigen  Graden  an,  bezeichnet  sie  auf  analoge 
Weise,  ihre  Koeffizienten  durch  hxXu...j  ^xin...  u.  s.  w.,  und 

die  zu  Aq„  analogen  Ausdrücke  durch  Cqo,  D(jo,  • • •,  so  ist 

(1)  Aq„  -f-  -)-  C^a  ~f"  ff  — G 

ein  System  von  w*  linearen  partiellen  Differentialgleichungen  der  ersten 
Ordnung,  dessen  Integrale  77  bemerkenswerte  algebraische  Eigenschaften 
haben. 

Wenn  man  die  Funktionen 


I ^ ^ ^ • • • ®x  ift  . . . • • •)  £ £ ...  hxXti...  ^x^X  ^ft  • • •; 

1 21SS . . . CxXfi . . . ^x^x^ft  • ‘ • • • 


gleichzeitig  und  durch  dieselben  linearen  Substitutionen  resp.  in  die 
folgenden 


\i:2J£  ...  CxXf,..Axh^^^ 


Kx^...  ^xh^f, 


•} 


transformieren  soll,  wo  die  Funktionen  (3)  ebenfalls  allgemeine  und 
von  den  Variabein  £j,  . . .,  sind,  so  will  ich  dieses  eine  allgemeine 

Transformation  nennen,  imd  es  entsteht  das  Problem,  „die  Bedingungen 
zu  finden,  welche  zwischen  den  Koeffizienten  beider  Funktionssysteme 
stattfinden  müssen,  damit  die  Transformation  möglich  sei".  Diese  ein- 
mal ermittelten,  von  den  Substitutionskoeffizienten  fi'eien  Relationen 
zwischen  den  Koeffizienten  dienen,  wegen  dieser  Unabhängigkeit,  zu 
allen  spczicllexi  Transformationen  des  Systems  (2),  d.  h.  zu  solchen,  bei 
welchen  den  Koeffizienten  des  Systems  (3)  spezielle  Werte  gegeben 
werden.  Es  gilt  nun  der  folgende  Satz: 

Wenn  man  findet,  dafs  i Relatiotien  stattfnden  müssen,  und  zwar: 
77j  = 0,  77j  = 0,  Tlg  = 0,  . . .,  77,  = 0, 

so  sind  die  i Funktionen  77x  die  sämtlichen  von  einander  unabhängigen 
Integrale  des  Systems  von  Differentialgleichungen;  desgleichen  eines  zweiten 
Systems: 

(4)  Aqo  -j-  -f-  Cqo  -}-  Dq„  -}-•••  = 0, 

welches  auf  dieselbe  Weise,  wie  (1)  aus  den  Koeffizienten  von  (2),  aus 
den  Koeffizienten  von  (3)  gebildet  ist. 
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Umgekehrt:  Wenn  man  eine  Losung  TI  des  Systems  (1)  liennt,  und 
bildet  die  analoge  TI'  aus  den  Koeffizienten  von  (3),  welehe  dann  dem 
Sptem  (4)  genügt,  so  wird  auf  die  folgcmle  einfache  Weise: 

(5)  n'—n  = o 

eine  der  verlangten  Bedingungsgleichungen  zur  Transformation  zusammen- 
gesetzt. 

Die  Bedingungsgleichung  in  der  Form  (5)  TI' = TI  ist  deswegen 
bemerkenswert,  weil  die  Koeffizienten  beider  Funktionssysteme  separiert 
auflreten;  nichtsdestoweniger  gilt  der  Satz,  dafs  die  sämtlichen  i von 
einander  unahlUingigen  Tntegrale  Tli  als  rationale  Funktionen  dargestellt 
irerden  können,  und  zwar  als  gebrochene,  deren  Zähler  und  Nenner 
homogene  und  von  gleichen  Graden  in  Bezug  auf  die  Koeffizienten  sind. 

Da  es  frei  steht,  die  gebrochenen  Funktionen  77*  auf  gleiche  Be- 
nennung zu  bringen,  so  folgt,  dals  man  sie  alle  durch  / -j-  1 ganze 
Funktionen  darstellen  kann,  wenn  nämlich 

P P T. 

n — 77=li  n — — 

■*^1  p > •*■‘2  p 1 • • •>  p 

gesetzt  wird. 

Alle  Funktionen  Px  sind  also  von  i I von  einander  unabhängigen 
abhängig,  und  ich  nenne  sie  die  Determivumten  des  Funkiionssystems  (2). 
Sie  getiügen  selbst  einem  anderen  System  von  Diff'erentialgleichuiujen, 
nämlich: 

(6)  = 

tco  l einen  numerischen  Wert  hat,  der  von  dem  Grade  von  P abhängig 
ist,  und  wie  vorhin 

(^)  -j-  B,,a  -f-  C{,„  -f-  JDfta  -j-  • • • = 0 

ist,  so  oft  Q und  a verschieden  sind.  (Statt  TI  ist  in  den  Funktionen 
App,  iJpo,  ...  P zu  setzen.) 

Sie  haben  ferner  die  folgende  Eigenschaft:  Wenn  man  die  Defer- 
mimnte  der  Suhstitutionskoeffizienten  durch  r bezeichnet  und  durch  P 
und  F entsprechende  der  angegebenen  Verbindungen  aus  den  Koeffizienten 
der  ursprünglichen  Funktionen  und  ihrer  transformierten  Fotmeti,  so  ist 
(8)  P=>-^.P, 

»fo  l den  in  (6)  vorkommenden  numerischen  Wert  hat. 

Umgekehrt:  Alle  Funktionen,  welche  in  der  Beziehung  (8)  stehen, 
sind  hüegrale  von  (6)  und  (7). 

Alle  bis  jetzt  bekannten  Verbindungen,  welche  die  Eigenschaft  (8) 
haben,  dienen  also  zur  Integration  der  Differentialgleichungen  und  zur 
Losung  des  Problems  der  allgemeinen  Transformation.  Sie  sind  indessen 
in  der  Verallgemeinerung,  in  welcher  sie  als  zu  einem  ganzen  System 
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von  Funktionen  zugehörig  betrachtet  werden,  noch  nicht  untersucht 
worden,  und  überhaupt  nicht  bekannt,  wenn  die  Funktionen  den  zweiten 
Grad  überschritten  haben.  Ich  befinde  mich  im  Besitze  von  mehreren 
Methoden,  für  jedes  Funktionssystem  solche  zu  bilden.  Es  scheint, 
dafs  der  Charakter  derselben  mit  jedem  Grade  der  Funktionen  und  der 
Anzahl  ihrer  Variabein  veränderlich  ist. 

Endlich  gilt  noch  der  Satz,  dafs  alle  Resultate  algebraische?' 
Operationen,  welche  aus  den  Koeffizienten  des  gegebenen  Fu?iktionen~ 
Systems  (2)  zu  bilden  sind,  durch  die  Verbindungen  P darstellbar  sind, 
und  dafs  hierzu  nur  noch  die  Auflös\mg  linea?-er  Gleichungen  erforderlich 
ist.  Dasselbe  gilt  natürlich  auch,  wenn  man  « homogene  Funktionen 
von  beliebigen  Graden  und  n Variabein  gleichzeitig  verschwinden  laTst 
und  das  Resultat  der  Elimination  der  Variabein  aus  diesen  Gleichungen 
darstellen  will. 

Wenn  nur  eine  homogene  Funktion  vorliegt,  so  reduziert  sich  das 
System  der  Differentialgleichungen  auf 


Aq  a — 0,  Aq  q — X • P, 

welche  immer  noch  allgemein  genug  sind. 

Man  findet  die  Differontialgleichimgen  (1)  und  (6,  7)  in  speziellen 
Fällen  als  gewöhnliche  lineare  Gleichungen,  welche  in  der  Algebra  von 
Wichtigkeit  sind.  In  diesen  Fällen  sind  die  partiellen  Differential- 
quotienten mit  ihrem  numerischen  Faktor 

dn  1 


da 


die  Unbekannten.  In  diesem  Sinne  betrachtet,  folgt,  dafs  die  Auf- 
lösungen dieser  Gleichungen  als  partielle  Difl'erentialquotienten  einer 
Funktion  darstellbar  sind. 

Bildet  man  z.  B.  für  die  homogenen  Funktionen  dritten  Grades 
von  drei  Variabein  die  Gleichungen  A(,„=0,  wo  auf  der  rechten  Seite 
überaU  NuU  gesetzt  ist,  so  erhält  man  das  System  von  9 linearen 
Gleichungen,  welches  Hesse  benutzt,  um  die  Gröfsen  seiner  Ab- 
handlung zu  bestimmen.  Dafs  sie  die  partiellen  Differentialquotienten 
einer  Funktion  sind,  bemerkt  derselbe  nicht;  aber  er  leitet  auf  anderem 
Wege  eine  Eigenschaft  derselben  ab,  welche  aus  der  vorstehenden  sofort 
sich  ergiebt. 

Für  den  vorliegenden  Fall  giebt  es  nur  eine  Bedingimgsgleichung 
zur  allgemeinen  Transformation,  nämlich: 

-5'T  = -gs  , 


wo  T und  S die  Funktionen  meiner  Abhandlung  sind,  und  zwar,  weil 


Digitized  by  Google 


Auszüge  aus  zwei  Briefen  an  F.  Kichclot. 


43 


r=r^  T, 

ist.  Hieraus  folgen  die  Werte  der  PxXft,  welche  ich  publiziert  habe, 
durch  Differentiation  von  T^/S^  nach  den  Konstanten. 

Ich  weise  noch  nach,  dafs  in  allen  Fällen  die  Bestimmung  der 
Substitutions -Koeffizienten  für  die  Transformation  der  homogenen 
Funktionen  durch  lineare  Substitutionen  aus  denselben  Prinzipien 
hervorgeht,  so  dafs  die  gewöhnliche  Methode,  Transformationen  durch 
Elimination  der  Substitutionskoeffizienten  aus  den  bezüglichen  Gleichungen 
aaszuführen,  gänzlich  vermieden  werden  kann. 

Über  die  Methode,  Systeme  simultaner  partieller  Differential- 
gleichungen im  allgemeinen  zu  integrieren,  will  ich  erst  in  einer 
neuen  Abhandlung  einige  Theoreme  entwickeln. 


Berlin,  den  20.  März  1851. 

. . . Ich  habe  mehrere  eigene  Ai'beiten  fertig  liegen,  aber  nicht  in  der 
Form,  dafs  sie  zum  Vorlegen  sich  eignen;  was  ich  möglicherweise  dazu 
verwenden  konnte,  habe  ich  mir  erlaubt  beizulegen.  Es  ist  aber  gerade 
das  AUerunwesentlichste.  Indessen  kann  ich  es  momentan  nicht  ändern. 
Ich  überlasse  Ihrer  geneigten  Beurteilung,  ob  Sie  das  Beigehende  für 
den  zu  erreichenden  Zweck  nützlich  erachten. 

Von  meiner  Hauptabhandlung  habe  ich  einen  zwar  abgerundeten 
und  für  sich  abgeschlossenen  Teil  gegeben,  aber  nicht  einmal  die  Hälfte 
des  Apparates,  den  ich  in  Händen,  doch  nicht  in  der  Keinschrift  habe. 
Ebenso  geht  es  mir  mit  den  Darstellungen  Über  die  homogenen  Funh- 
iionen  dritten  Grades  von  drei  Variabein,  ferner  über  Gradbestimmungen 
einer  gewissen  Klasse  von  Eliminationsresultaten,  ferner  über  die  Deter- 
minanten der  Gleichung  des  fünften  Grades  mit  einet'  Unbehannten,  des- 
gleichen über  die  Detet'^minanten  der  homogenen  Funktionen  vierten  Grades 
von  drei  Variabein.  Es  kommt  noch  hinzu,  dafs  ich  in  den  letzten 
Wochen  an  Anfällen  von  der  Grippe  litt  und  mich  fortwährend  in 
einem  unangenehmen  physischen  Zustande  befinde,  der  freilich  nur 
Folge  der  Erkältung  ist,  aber  mich  unfähig  macht,  zusammenhängende 
Gedanken  zu  fassen.  . . . 


Mathematische  Probleme. 


Vortrag,  gehalten  auf  dem  internationalen  Mathematiker -Kongrefs 

zu  Paris  1900. 

Von  D.  Hilbert  in  Göttingen. 

Aus  den  Nachrichten  der  K.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Göttingen. 

Math.-phjs.  Klasse.  1900.  Heft  3.  Mit  Zusätzen  des  Verfassers. 

Wer  von  uns  würde  nicht  gern  den  Schleier  lüften,  unter  dem  die 
Zukunft  verborgen  liegt,  um  einen  Blick  zu  werfen  auf  die  bevor- 
stehenden Fortschritte  unserer  Wissenschaft  und  in  die  Geheimnisse 
ihrer  Entwickelung  während  der  künftigen  Jahrhunderte!  Welche  be- 
sonderen Ziele  werden  es  sein,  denen  die  fülirenden  mathematischen 
Geister  der  kommenden  Gesclilechter  nachstreben?  Welche  neuen  Me- 
thoden und  neuen  Thatsachen  werden  die  neuen  Jahrhunderte  entdecken 
— auf  dem  weiten  und  reichen  Felde  mathematischen  Denkens? 

Die  Geschichte  lehrt  die  Stetigkeit  der  Entwickelung  der  Wissen- 
schaft. Wir  wissen,  dafs  jedes  Zeitalter  eigene  Probleme  hat,  die  das 
kommende  Zeitalter  löst  oder  als  unfruchtbar  zur  Seite  schiebt  und 
durch  neue  Probleme  ersetzt.  Wollen  wir  eine  Vorstellung  gewinnen 
von  der  mutmafslichen  Entwickelung  mathematischen  Wissens  in  der 
nächsten  Zukunft,  so  müssen  wir  die  offenen  Fragen  vor  unserem  Geiste 
passieren  lassen  und  die  Probleme  überschauen,  welche  die  gegenwärtige 
Wissenschaft  stellt,  imd  deren  Lösung  wir  von  der  Zukunft  erwarten. 
Zu  einer  solchen  Musterung  der  Probleme  scheint  mir  der  heutige  Tag, 
der  an  der  Jahrhundertwende  liegt,  wohl  geeignet;  denn  die  grofsen 
Zeitabschnitte  fordern  uns  nicht  blofs  auf  zu  Rückblicken  in  die  Ver- 
gangenheit, sondern  sie  lenken  unsere  Gedanken  auch  auf  das  unbekannte 
Bevorstehende. 

Die  hohe  Bedeutung  bestimmter  Probleme  für  den  Fortschritt  der 
mathematischen  Wissenschaft  im  allgemeinen  und  die  wichtige  Rolle, 
die  sie  bei  der  Arbeit  des  einzelnen  Forschers  spielen,  ist  unleugbar. 
Solange  ein  Wissenszweig  tJberflurs  an  Problemen  bietet,  ist  er  lebens- 
kräftig; Mangel  an  Problemen  bedeutet  Absterben  oder  Aufhören  der 
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selbstündigen  Entwickelung.  Wie  überhaupt  jedes  menschliche  Unter- 
nehmen Ziele  verfolgt,  so  braucht  die  mathematische  Forschung  Probleme. 
Durch  die  Lösung  von  Problemen  stählt  sich  die  Kraft  des  P'orschers; 
er  findet  neue  Methoden  und  Ausblicke,  er  gewinnt  einen  weiteren  und 
freieren  Horizont. 

Es  ist  schwierig  und  oft  unmöglich,  den  Wert  eines  Problems  im 
voraus  richtig  zu  beurteilen;  denn  schliefslich  entscheidet  der  Gewinn, 
den  die  Wissenschaft  dem  Problem  verdankt.  Dennoch  können  wir 
fragen,  ob  es  allgemeine  Merkmale  giebt,  die  ein  gutes  mathematisches 
Problem  kennzeichnen. 

Ein  alter  französischer  Mathematiker  hat  gesagt:  Eine  mathe- 
matische Theorie  ist  nicht  eher  als  vollkommen  anzusehen,  als  bis  du 
sie  80  klar  gemacht  hast,  dafs  du  sie  dem  ersten  Manne  erklären 
konntest,  den  du  auf  der  Strafse  triflst.  Diese  Klarheit  und  leichte 
Fafslichkeit,  wie  sie  hier  so  drastisch  für  eine  mathematische  Theorie 
verlangt  w'ird,  möchte  ich  viel  mehr  von  einem  mathematischen  Problem 
fordern,  wenn  dasselbe  vollkommen  sein  soll;  denn  das  Klare  und  leicht 
Fafsliche  zieht  uns  au,  das  Verwickelte  schreckt  uns  ab. 

Ein  mathematisches  Problem  sei  ferner  schwierig,  damit  es  uns  reizt, 
und  dennoch  nicht  völlig  unzugänglich,  damit  es  unserer  Anstrengung 
nicht  spotte;  es  sei  uns  ein  Wahrzeichen  auf  den  verschlungenen  Pfaden 
zu  verborgenen  Wahrheiten  — uns  hernach  lohnend  mit  der  Freude 
über  die  gelungene  Lösung. 

Die  Mathematiker  früherer  Jahrhunderte  pflegten  sich  mit  leiden- 
schaftlichem Eifer  der  Lösung  einzelner  schwieriger  Probleme  hin- 
zugeben; sie  kannten  den  Wert  schwieriger  Probleme.  Ich  erinnere 
nur  au  das  von  Johann  Bernoulli  gestellte  Problem  der  Linie  des 
schnellsten  Falles.  Die  Erfahrung  zeige,  so  führt  Bernoulli  in  der 
öffentlichen  Ankündigung  dieses  Problems  aus,  dafs  edle  Geister  zur 
Arbeit  an  der  Vermehrung  des  Wissens  durch  nichts  mehr  angetrieben 
werden,  als  wenn  man  ihnen  schwierige  und  zugleich  nützliche  Auf- 
gaben vorlege,  und  so  hoffe  er,  sich  den  Dank  der  mathematischen 
Welt  zu  verdienen,  wenn  er  nach  dem  Beispiele  von  Männern,  wde 
Mersenne,  Pascal,  Fermat,  Viviani  und  anderen,  welche  vor  ihm 
dasselbe  thaten,  den  ausgezeichneten  Analysten  seiner  Zeit  eine  Auf- 
gabe vorlege,  damit  sie  daran  wie  an  einem  Prüfsteine  die  Güte  ihrer 
Methoden  beurteilen  und  ihre  Kräfte  messen  könnten.  Dem  genannten 
Problem  von  Bernoulli  und  ähnlichen  Problemen  verdankt  die  Variations- 
rechnung ihren  Ursprimg. 

Fermat  hatte  bekanntlich  behauptet,  dafs  die  Diopbantische 
Gleichung 
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X*  = 2” 

— aufser  in  gewissen  selbstvei-ständlichen  Fällen  — in  ganzen  Zahlen 
X,  ij,  2 unlösbar  sei;  das  Problem ,•  diese  Unmöglichkeit  naehzmveisen, 
bietet  ein  schlagendes  Beispiel  dafür,  wie  fördernd  ein  sehr  spezielles 
und  scheinbar  unbedeutendes  Problem  auf  die  Wissenschaft  ein- 
wirken kann.  Denn  durch  die  Ferm  ätsche  Aufgabe  angeregt, 
gelangte  Kummer  zu  der  Einführung  der  idealen  Zahlen  und  zur 
Entdeckung  des  Satzes  von  der  eindeutigen  Zerlegung  der  Zahlen 
eines  Kreiskörpers  in  ideale  Primfaktoren  — eines  Satzes,  der  heute 
in  der  ihm  durch  Dedekind  und  Krone cker  erteilten  Verall- 
gemeinerung auf  beliebige  algebraische  Zahlbereiche  im  Mittelpunkte 
der  modernen  Zahlentheorie  steht,  und  dessen  Bedeutung  weit  über  die 
Grenzen  der  Zahlentheorie  hinaus  in  das  Gebiet  der  Algebra  und  der 
Funktionentheorie  reicht. 

Um  von  einem  ganz  anderen  Forschungsgebiete  zu  reden,  so  er- 
innere ich  an  das  DreikÖqyerprohlem.  Dem  Umstande,  dafs  Poincare 
es  unternahm,  dieses  schwierige  Problem  erneut  zu  behandeln  und  der 
Lösimg  näher  zu  führen,  verdanken  wir  die  fruchtbaren  Methoden  und 
die  weittragenden  Prinzipien,  die  dieser  Gelehrte  der  himmlischen 
Mechanik  erschlossen  hat,  und  die  heute  auch  der  praktische  Astronom 
anerkennt  und  anwendet. 

Die  beiden  vorhingenannten  Probleme,  das  Ferm  ätsche  Problem 
und  das  Dreikörperproblem,  erscheinen  uns  im  Vorrat  der  Probleme 
fast  wie  entgegengesetzte  Pole,  das  erstere  eine  freie  Erfindung  des 
reinen  Verstandes,  der  Region  der  abstrakten  Zahlentheorie  angehörig; 
das  andere  uns  von  der  Astronomie  aufgezwungen  und  notwendig  zur 
Erkenntnis  einfachster  fundamentaler  Naturphänomeue. 

Aber  oftmals  trifft  es  sich  auch,  dafs  das  nämliche  spezielle 
Problem  in  die  verschiedenartigsten  Disziplinen  mathematischen  Wissens 
eingreift.  So  spielt  das  Problem  der  kür2esten  Linie  zugleich  in  den 
Grundlagen  der  Geometrie,  in  der  Theorie  der  krummen  Linien  und 
Flächen,  in  der  Mechanik  und  in  der  Variationsrechnung  eine  wichtige 
historische  und  prinzipielle  Rolle.  Und  wie  überzeugend  hat  F.  Klein 
in  seinem  Buche  über  das  Ikosaeder  die  Bedeutung  geschildert,  die 
dem  Problem  der  regulären  Polyeder  in  der  Elementargeometrie,  in 
der  Gruppen-  und  Gleichungstheorie  und  in  der  Theorie  der  linearen 
Differentialgleichungen  zukoramt! 

Um  die  Wichtigkeit  bestimmter  Probleme  ins  Licht  zu  setzen, 
darf  ich  auch  auf  Weierstrafs  hinweisen,  der  es  als  eine  glückliche 
Fügung  bezeichnete,  dafs  er  zu  Beginn  seiner  wissenschaftlichen  Lauf- 
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bahn  ein  so  bedeutendes  Problem  vorfand,  wie  es  das  Jacohische 
Umkehqirohlem  war,  an  dessen  Bearbeitung  er  sieb  machen  konnte. 

Nachdem  wir  uns  die  allgemeine  Bedeutung  der  Probleme  in  der 
Mathematik  vor  Augen  geführt  haben,  wenden  wir  uns  zu  der  Frage, 
aus  welchen  Quellen  die  Mathematik  ihre  Probleme  schöpft.  Sicherlich 
stammen  die  ersten  und  ältesten  Probleme  in  jedem  mathematischen 
Wissenszweige  aus  der  Erfahrung  und  sind  durch  die  Welt  der  äufseren 
Erscheinungen  angeregt  worden.  Selbst  die  Kegeln  des  Jlcchnens  mH 
ganzen  Zahlen  sind  auf  einer  niederen  Kulturstufe  der  Menschheit 
wohl  in  dieser  Weise  entdeckt  worden,  wie  ja  auch  heute  noch  das 
Kind  die  Anwendung  dieser  Gesetze  nach  der  empirischen  Methode  er- 
lernt. Das  Gleiche  gilt  von  den  ersten  Problemen  der  Geometrie',  den 
aus  dem  Altertum  überlieferten  Problemen  der  Kubusverdoppelung, 
der  Quadratur  des  Kreises  und  den  ältesten  Problemen  aus  der  Theorie 
der  Auflösung  numerischer  Gleichimgen,  aus  der  Kurvenlehre  und  der 
Differential-  und  Integralrechnung,  aus  der  Variationsrechnung,  der 
'fheorie  der  Fourierschen  Reihen  und  der  Potentialtheorie  — gar  nicht 
zu  reden  von  der  weiteren  reichen  Fülle  der  eigentlichen  Probleme 
aus  der  Mechanik,  Astronomie  und  Phvsik. 

Bei  der  Weiterentwickelung  einer  mathemati.schen  Disziplin  wird 
sich  jedoch  der  menschliche  Geist,  ermutigt  durch  das  Gelingen  der 
Losungen,  seiner  Selbständigkeit  bewufst;  er  schafft  aus  sich  selbst 
heraus  oft  ohne  erkennbare  äufsere  Anregung  allein  durch  logisches 
Kombinieren,  durch  Verallgemeinern,  Spezialisieren,  durch  Trennen  und 
Sammeln  der  Begriffe  in  glücklichster  Weise  neue  und  fruchtbare 
Probleme  und  tritt  dann  selbst  als  der  eigentliche  Frager  in  den 
Vordergnmd.  So  entstanden  das  Primzahljyroblcm  und  die  übrigen 
Probleme  der  Arithmetik,  die  Galoissche  Gleichungstheorie,  die  Theorie 
der  algebraischen  Invarianten,  die  Theorie  der  Abelschen  und  auto- 
morphen Funktionen,  und  so  entstehen  überhaupt  fast  alle  feineren 
Fragen  der  tnodemeyi  Zahlen-  und  Funktionentheorie. 

Inzwischen,  während  die  Schaffenskraft  des  reinen  Denkens  wirkt, 
kommt  auch  wieder  von  neuem  die  Aul’senwelt  zur  Geltung,  zwingt 
uns  durch  die  wirklichen  Erscheinungen  neue  Fragen  auf,  erschliefst 
neue  mathematische  Wissensgebiete  und,  indem  wir  diese  neuen  Wissens- 
gebiete für  das  Reich  des  reinen  Denkens  zu  er^verbeu  suchen,  finden 
wir  häufig  die  Antw'orten  auf  alte  ungelöste  Probleme  und  fördern  so 
zugleich  am  besten  die  alten  Theorien.  Auf  diesem  stets  sich  wieder- 
holenden und  wechselnden  Spiel  zwischen  Denken  imd  Erfahrung  be- 
ruhen, wie  mir  scheint,  die  zahlreichen  und  übeiraschenden  Analogien 
und  jene  scheinbar  prästabilierte  Hannonie,  welche  der  Mathematiker 
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so  oft  in  den  Fragestellungen,  Methoden  und  BegriflPen  verschiedener 
Wissensgebiete  wahmimmt. 

Wir  erörtern  noch  kurz,  welche  berechtigten  allgemeinen  Forderungen 
an  die  Lösung  eines  mathematischen  Problems  zu  stellen  sind:  ich 
meine  vor  allem  die,  dafs  es  gelingt,  die  Richtigkeit  der  AntAvort  durch 
eine  endliche  Anzahl  von  Schlüssen  darzuthun  und  zwar  auf  Gnmd 
einer  endlichen  Anzahl  von  Voraussetzungen,  welche  in  der  Problem- 
stellung liegen,  und  die  jedesmal  genau  zu  formulieren  sind.  Diese 
Forderung  der  logischen  Deduktion  mittelst  einer  endlichen  Ajizahl 
von  Schlüssen  ist  nichts  anderes  als  die  Forderung  der  Strenge  in  der 
Beweisführung.  In  der  That,  die  Forderung  der  Strenge,  die  in  der 
Mathematik  bekanntlich  von  sprichwörtlicher  Bedeutung  geworden  ist, 
entspricht  einem  allgemeinen  philosophischen  Bedürfnis  unseres  Ver- 
standes, und  andererseits  kommt  durch  ihre  Erfüllung  allein  erst  der 
gedankliche  Inhalt  und  die  Fruchtbarkeit  des  Problems  zur  vollen 
Geltung.  Ein  neues  Problem,  zumal  wenn  es  aus  der  äufseren  Er- 
scheinungswelt stammt,  ist  wie  ein  junges  Reis,  welches  nur  gedeiht 
und  Früchte  trägt,  wenn  es  auf  den  alten  Stamm,  den  sicheren  Besitz- 
stand unseres  mathematischen  Wissens,  sorgfältig  imd  nach  den 
strengen  Kunstregeln  des  Gärtners  aufgepfropft  wird. 

Zudem  ist  es  ein  Irrtum  zu  glauben,  dafs  die  Strenge  in  der  Be- 
weisführung die  Feindin  der  Einfachheit  wäre.  An  zahlreichen  Bei- 
spielen finden  wir  im  Gegenteil  bestätigt,  dafs  die  strenge  Methode 
auch  zugleich  die  einfachere  und  leichter  fafsliche  ist.  Das  Streben 
nach  Strenge  zwingt  uns  eben  zur  Auffindung  einfacherer  Schlufsweisen; 
auch  bahnt  es  uns  häufig  den  Weg  zu  Methoden,  die  entwickelungs- 
fähiger sind  als  die  alten  Methoden  von  geringerer  Strenge.  So  erfuhr 
die  Theorie  der  algebraischen  Kurven  durch  die  strengere  funktionen- 
theoretische Methode  und  die  folgerichtige  Einführung  transzendenter 
Hilfsmittel  eine  erhebliche  Vereinfachung  und  gröfsere  Einheitlichkeit. 
Der  Nachweis  ferner,  dafs  die  Potenzreihe  die  Anwendung  der  vier 
elementaren  Rechnungsarten  sowie  das  gliedweise  Differentiieren  und 
Integrieren  gestattet,  und  die  darauf  beruhende  Erkenntnis  der  Bedeu- 
tung der  Potenzreihe  trug  erheblich  zur  Vereinfachung  der  gesamten 
Analysis,  insbesondere  der  Theorie  der  Elimination  und  der  Theorie 
der  Differentialgleichungen  sowie  der  in  derselben  zu  führenden 
Existenzbeweise  bei.  Das  schl^endste  Beispiel  aber  fiir  meine  Be- 
hauptung ist  die  Variationsrechnung.  Die  Behandlung  der  ersten  und 
zweiten  Variation  bestimmter  Integrale  brachte  zum  Teil  äufserst  kom- 
plizierte Rechnungen  mit  sich,  und  die  betreffenden  Entwickelungen 
der  alten  Mathematiker  entbehrten  der  erforderlichen  Strenge.  Weier- 
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strafs  zeigte  uns  den  Weg  zu  einer  neuen  und  sicheren  Begründung 
der  Variationsrechnung.  An  dem  Beispiel  des  einfachen  Integrals  und 
des  Doppelintegrals  werde  ich  zum  Schlufs  meines  Vortrages  kurz  an- 
deoten,  wie  die  Verfolgung  dieses  Weges  zugleich  eine  überraschende 
Vereinfachung  der  Variationsrechnung  mit  sich  bringt,  indem  zum 
Nachweis  der  notwendigen  imd  hinreichenden  Kriterien  für  das  Ein- 
treten eines  Maximums  und  Minimums  die  Berechnung  der  zweiten 
Variation  und  zum  Teil  sogar  die  mühsamen  an  die  erste  Variation 
anknüpfenden  Schlüsse  völlig  entbehrlich  werden  — gar  nicht  zu  reden 
von  dem  Fortschritte,  der  in  der  Aufhebung  der  Beschränkung  auf 
solche  Variationen  liegt,  für  die  die  Differentialquotienten  der  Funktionen 
nur  wenig  variieren. 

Wenn  ich  die  Strenge  in  den  Beweisen  als  Erfordernis  für  eine 
vollkommene  Lösung  eines  Problems  hinstelle,  so  möchte  ich  anderer- 
seits zugleich  die  Meinimg  widerlegen,  als  seien  etwa  nur  die  Begriffe 
der  Analysis  oder  gar  nur  diejenigen  der  Arithmetik  der  völlig  strengen 
Behandlung  fähig.  Eine  solche  bisweilen  von  hervorragenden  Seiten 
vertretene  Meinung  halte  ich  für  durchaus  irrig;  eine  so  einseitige 
Auslegung  der  Forderung  der  Strenge  führt  bald  zu  einer  Ignorierung 
aller  aus  der  Geometrie,  Mechanik  und  Physik  stammenden  Begriffe, 
zu  einer  Unterbindung  des  Zuflusses  von  neuem  Material  aus  der 
Aufsenwelt  und  schliefslich  sogar  in  letzter  Konsequenz  zu  einer 
Verwertung  der  Begriffe  des  Kontinuums  und  der  Irrationalzahl. 
Welch’  wichtiger  Lebensnerv  aber  würde  der  Mathematik  abgeschnitten 
durch  eine  Exstirpation  der  Geometrie  und  der  mathematischen  Physik?  . 
Ich  meine  im  Gegenteil,  wo  immer  von  erkenntnistheoretischer  Seite 
oder  in  der  Geometrie  oder  aus  den  Theorien  der  Naturwissenschaft 
mathematische  Begriffe  auftauchen,  erwächst  der  Mathematik  die  Auf- 
gabe, die  diesen  Begriffen  zu  Grunde  liegenden  Prinzipien  zu  erforschen 
und  dieselben  durch  ein  einfaches  und  vollständiges  System  von  Axiomen 
derart  festzulegen,  dafs  die  Schärfe  der  neuen  Begriffe  und  ihre  Ver- 
wendbarkeit zur  Deduktion  den  alten  arithmetischen  Begriffen  in  keiner 
Hinsicht  nachsteht. 

Zu  den  neuen  Begriffen  gehören  notwendig  auch  neue  Zeichen; 
diese  wählen  wir  derart,  dafs  sie  uns  an  die  Erscheinungen  erinnern, 
die  der  Anlafs  waren  zur  Bildung  der  neuen  Begriffe.  So  sind  die 
geometrischen  Figuren  Zeichen  für  die  Erinnerungsbilder  der  räumlichen 
Anschauung  und  finden  als  solche  bei  allen  Mathematikern  Verwendung. 
Wer  benutzt  nicht  stets  zugleich  mit  der  Doppelungleichung  a>b>c 
für  drei  Gröfsen  a,  h,  c das  Bild  dreier  hinter  einander  auf  einer  Ge- 
raden liegenden  Punkte  als  das  geometrische  Zeichen  des  Begriffes 
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„zwischen"?  Wer  bedient  sich  nicht  der  Zeichnung  in  einander  ge- 
lagerter Strecken  und  Rechtecke,  wenn  es  gilt,  einen  schwierigen  Satz 
über  die  Stetigkeit  von  Funktionen  oder  die  Existenz  von  Verdichtungs- 
stellen in  voller  Strenge  zu  beweisen?  Wer  könnte  ohne  die  Figur  des 
Dreiecks,  des  Kreises  mit  seinem  Mittelpunkt,  wer  ohne  das  Kreuz 
dreier  zu  einander  senkrechter  Achsen  auskommen?  oder  wer  wollte 
auf  die  Vorstellung  des  Vektorfeldes  oder  das  Bild  einer  Kurven-  oder 
Flächenschar  mit  ihrer  Enveloppe  verzichten,  das  in  der  Differential- 
geometrie, in  der  Theorie  der  Differentialgleichungen,  in  der  Begründung 
der  Variationsrechnung  und  anderer  rein  mathematischer  Wissenszweige 
eine  so  wichtige  Rolle  spielt? 

Die  arithmetischen  Zeichen  sind  geschriebene  Figuren,  und  die 
geometrischen  Figuren  sind  gezeichnete  Formeln,  und  kein  Mathematiker 
könnte  diese  gezeichneten  Formeln  entbehren,  so  wenig  wie  ihm  beim 
Rechnen  etwa  das  Formieren  und  Auflösen  der  Klammem  oder  die  Ver- 
wendung anderer  analytischer  Zeichen  entbehrlich  sind. 

Die  Anwendung  der  geometrischen  Zeichen  als  strenges  Beweis- 
mittel setzt  die  genaue  Kenntnis  und  völlige  Beherrschung  der  Axiome 
voraus,  die  jenen  Figuren  zu  Grunde  liegen,  und  damit  diese  geo- 
metrischen Figuren  dem  allgemeinen  Schatze  mathematischer  Zeichen 
ein  verleibt  werden  dürfen,  ist  daher  eine  strenge  axiomatische  Unter- 
suchung ihi*es  anschauungsmäfsigen  Inhaltes  notwendig.  Wie  man  beim 
Addieren  zweier  Zahlen  die  Ziffern  nicht  unrichtig  unter  einander  setzen 
darf,  sondern  vielmehr  erst  die  Rechnungsregeln,  d.  h.  die  Axiome  der 
. Arithmetik,  das  richtige  Operieren  mit  den  Ziffern  bestimmen,  so  wird 
das  Operieren  mit  den  geometrischen  Zeichen  durch  die  Axiome  der 
geometrischen  Begriffe  und  deren  Verknüpfung  bestimmt. 

Die  Übereinstimmung  zwischen  geometrischem  und  arithmetischem 
Denken  zeigt  sich  auch  darin,  dafs  wir  bei  arithmetischen  Forschungen 
ebensowenig  wie  bei  geometrischen  Betrachtungen  in  jedem  Augenblicke 
die  Kette  der  Denkoperationen  bis  auf  die  Axiome  hin  verfolgen;  viel- 
melir  wenden  wir,  zumal  bei  der  ersten  Inangriffnahme  eines  Problems, 
in  der  Arithmetik  genau  wie  in  der  Geometrie  zunächst  ein  rasches, 
unbewufstes,  nicht  definitiv  sicheres  Kombinieren  an,  im  Vertrauen  auf 
ein  gewisses  arithmetisches  Gefühl  für  die  Wirkungsweise  der  arith- 
metischen Zeichen,  ohne  welches  wir  in  der  Arithmetik  ebensowenig 
vorwärts  kommen  würden,  wie  in  der  Geometrie  ohne  die  geometrische 
Einbildungskraft.  Als  Muster  einer  mit  geometrischen  Begriffen  und 
Zeichen  in  strenger  Weise  operierenden  arithmetischen  Theorie  nenne 
ich  das  W’erk  von  Minkowski^)  „Geometrie  der  Zahlen". 

1)  Leipzig  1896. 
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Es  mögen  noch  einige  Bemerkungen  über  die  Schwierigkeiten,  die 
mathematische  Probleme  bieten  können,  und  die  Überwindung  solcher 
Schwierigkeiten  Platz  finden. 

Wenn  uns  die  Beantwortung  eines  mathematischen  Problems  nicht 
gelingen  will,  so  liegt  häufig  der  Grund  darin,  dafs  wir  noch  nicht  den 
allgemeineren  Gesichtspunkt  erkannt  haben,  von  dem  aus  das  vorgelegte 
Problem  nur  als  einzelnes  Glied  einer  Kette  verwandter  Probleme  er- 
scheint. Nach  Auffindung  dieses  Gesichtspunktes  wird  häufig  nicht 
nur  das  vorgelegte  Problem  unserer  Erforschung  zugänglicher,  sondern 
wir  gelangen  so  zugleich  in  den  Besitz  einer  Methode,  die  auf  die 
verwandten  Probleme  anwendbar  ist.  Als  Beispiel  diene  die  Einführung 
komplexer  Integrationswege  in  der  Theorie  der  bestimmten  Integrale 
durch  Cauchy  und  die  Aufstellung  des  Idealbegriffes  in  der  Zahlen- 
theorie durch  Kummer.  Dieser  Weg  zur  Auffindung  allgemeiner  Me- 
thoden ist  gewifs  der  gangbarste  und  sicherste;  denn  wer,  ohne  ein 
bestimmtes  Problem  vor  Auge  zu  haben,  nach  Methoden  sucht,  dessen 
Suchen  ist  meist  vergeblich. 

Eine  noch  wichtigere  Rolle  als  das  Verallgemeinern  spielt  — wie 
ich  glaube  — bei  der  Beschäftigung  mit  mathematischen  Problemen 
das  Spezialisieren.  Vielleicht  in  den  meisten  Fällen,  wo  wir  die  Ant- 
* wort  auf  eine  Frage  vergeblich  suchen,  liegt  die  Ursache  des  Mifs- 
lingens  darin,  dafs  wir  einfachere  und  leichtere  Probleme  als  das  vor- 
gelegte noch  nicht  oder  noch  unvollkommen  erledigt  haben.  Es  kommt 
dann  alles  darauf  an,  'diese  leichteren  Probleme  aufzufinden  und  ihre 
Lösung  mit  möglichst  vollkommenen  Hilfsmitteln  und  durch  verall- 
gemeinerungsfidiige  Begriffe  zu  bewerkstelligen.  Diese  Vorschrift  ist 
einer  der  wichtigsten  Hebel  zur  Überwindung  mathematischer  Schwierig- 
keiten, und  es  scheint  mir,  dafs  man  sich  dieses  Hebels  meistens  — 
wenn  auch  unbewulst  — bedient. 

Mitunter  kommt  es  vor,  dafs  wir  die  Beantwortung  unter  unge- 
nügenden Voraussetzungen  oder  in  unrichtigem  Sinne  erstreben  und 
infolge  dessen  nicht  zum  Ziele  gelangen.  Es  entsteht  dann  die  Auf- 
gabe, die  Unmöglichkeit  der  Lösung  des  Problems  unter  den  gegebenen 
Voraussetzungen  und  in  dem  verlangten  Sinne  nachzuweisen.  Solche 
ünmöglichkeitsbeweise  wurden  schon  von  den  Alten  geführt,  indem  sie 
z.  B.  zeigten,  dafs  die  Hypotenuse  eines  gleichschenkligen  rechtwinkligen 
Dreiecks  zur  Kathete  in  einem  irrationalen  Verhältnisse  steht.  In  der 
neueren  Mathematik  spielt  die  Frage  nach  der  Unmöglichkeit  gewisser 
Losungen  eine  hervorragende  Rolle,  und  wir  nehmen  so  gewahr,  dafs 
alte  schwierige  Probleme  wie  der  Beweis  des  Parallelenaxioms,  die 

Quadratur  des  Kreises  oder  die  Auflösung  der  Gleichungen  5*®“  Grades 
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durch  Wurzelziehen,  wenn  auch  in  anderem  als  dem  ursprünglich  ge- 
meinten Sinne,  dennoch  eine  völlig  befriedigende  und  strenge  Lösung 
gefunden  haben. 

Diese  merkwürdige  Thatsache  neben  anderen  philosophischen  Gründen 
ist  es  wohl,  welche  in  uns  eine  Überzeugung  entstehen  läfst,  die  jeder 
Mathematiker  gewifs  teilt,  die  aber  bis  jetzt  wenigstens  niemand  durch 
Beweise  gestützt  hat  — ich  meine  die  Überzeugung,  dafs  ein  jedes  be- 
stimmte mathematische  Problem  einer  strengen  Erledigung  notwendig 
fähig  sein  müsse,  sei  es,  dafs  es  gelingt,  die  Beantwortung  der  ge- 
stellten Frage  zu  geben,  sei  es,  dafs  die  Unmöglichkeit  seiner  Lösung 
und  damit  die  Notwendigkeit  des  Mifslingens  aller  Versuche  dargethan 
wird.  Man  lege  sich  irgend  ein  bestimmtes  ungelöstes  Problem  vor, 
etwa  die  Frage  nach  der  Irrationalität  der  Euler-Mascheronischen 
Konstanten  C oder  die  Frage,  ob  es  unendlich  viele  Primzahlen  von 
der  Form  2"  -f-  1 giebt.  So  unzugänglich  diese  Probleme  uns  er- 
scheinen, imd  so  ratlos  wir  zur  Zeit  ihnen  gegenüberstehen  — wir 
haben  dennoch  die  si(;here  Überzeugung,  dafs  ihre  Lösung  durch  eine 
endliche  Anzahl  rein  logischer  Schlüsse  gelingen  mufs. 

Ist  dieses  Axiom  von  der  Lösbarkeit  eines  jeden  Problems  eine 
dem  mathematischen  Denken  allein  charakteristische  Eigentümlichkeit, 
oder  ist  es  vielleicht  ein  allgemeines  dem  inneren  Wesen  unseres  Ver-' 
Standes  anhaftendes  Ge.setz,  dafs  alle  Fragen,  die  er  stellt,  auch  durch 
ihn  einer  Beantwortung  fällig  sind?  Trifift  man  doch  auch  in  anderen 
Wissenschaften  alte  Probleme  an,  die  durch  den  Beweis  der  Unmög- 
lichkeit in  der  befriedigendsten  Weise  und  zum  höchsten  Nutzen  der 
Wissenschaft  erledigt  worden  sind.  Ich  erinnere  an  das  Problem  des 
Perjietuum  mobile.  Nach  den  vergeblichen  Versuchen  der  Konstruktion 
eines  Perpetuum  mobile  forschte  man  vielmehr  nach  den  Beziehungen, 
die  zwischen  den  Naturkräften  bestehen  müssen,  wenn  ein  Perpetuum 
mobile  unmöglich  sein  soll  ^),  und  diese  umgekehrte  Fragestellung  führte 
auf  die  Entdeckung  des  Gesetzes  von  der  Erhaltung  der  Energie,  das 
seinerseits  die  Unmöglichkeit  des  Perpetuum  mobile  in  dem  ursprüng- 
lich verlangten  Sinne  erklärt. 

Diese  Überzeugung  von  der  Lösbarkeit  eines  jeden  mathematischen 
Problems  ist  ims  ein  kräftiger  Ansporn  während  der  Arbeit ; wir 
hören  in  uns  den  steten  Zuruf:  Da  ist  das  Problem,  suche  die 
Lösung.  Du  kannst  sie  durch  reines  Denken  finden;  denn  in 
der  Mathematik  giebt  es  kein  Ignorabimus! 

1)  Vgl.  Helmholtz:  Über  die  Wechselwirkung  der  Naturkrilfte  und  die 
darauf  bezüglichen  neuesten  Ermittelungen  der  Physik.  Vortrag,  gehalten  in 
Königsberg  1854. 
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ünermefslich  ist  die  Fülle  von  Problemen  in  der  Mathematik,  und 
sobald  ein  Problem  gelöst  ist,  tauchen  an  dessen  Stelle  zahllose  neue 
Probleme  auf.  Gestatten  Sie  mir  im  Folgenden,  gleichsam  zur  Probe, 
aus  verschiedenen  mathematischen  Disziplinen  einzelne  bestimmte  Pro- 
bleme zu  nennen,  von  deren  Behandlung  eine  Förderung  der  Wissen- 
schaft sich  erwarten  läfst. 

Überblicken  wir  die  Prinzipien  der  Analysis  imd  der  Geometrie. 
Die  anregendsten  und  bedeutendsten  Ereignisse  des  letzten  Jahrhunderts 
sind  auf  diesem  Gebiete,  wie  mir  scheint,  die  arithmetische  Erfassung 
des  Begriffs  des  Kontinuums  in  den  Arbeiten  von  Cauchy,  Bolzano, 
Cantor  und  die  Entdeckung  der  Nicht-Euklidischen  Geometrie 
durch  Gaufs,  Bolyai,  Lobatschefskij.  Ich  lenke  daher  zunächst 
Ihre  Aufmerksamkeit  auf  einige  diesen  Gebieten  angehörenden  Probleme. 

1.  Gantors  Problem  von  der  Mächtigkeit  des  Kontinuums. 

Zwei  Systeme,  d.  h.  zwei  Mengen  von  gewöhnlichen  reellen  Zahlen 
(oder  Punkten)  helfsen  nach  Cantor  äquivalent  oder  von  gleicher 
Mächtigkeit,  wenn  sie  zu  einander  in  eine  derartige  Beziehung  gebracht 
werden  können,  dafs  einer  jeden  Zahl  der  einen  Menge  eine  und  nur 
eine  bestimmte  Zahl  der  anderen  Menge  entspricht.  Die  Untersuchungen 
von  Cantor  über  solche  Punktmengen  machen  einen  Satz  sehr  wahr- 
scheinlich, dessen  Beweis  jedoch-  trotz  eifrigster  Beiiiühungen  bisher 
noch  niemandem  gelungen  ist;  dieser  Satz  lautet: 

Jedes  System  von  unendlich  vielen  reellen  Zahlen,  d.  h.  jede  un- 
endliche Zahlen-  (oder  Punkt)menge,  ist  entweder  der  Menge  der  ganzen 
natürlichen  Zahlen  1,  2,  3,  . . . oder  der  Menge  sämtlicher  reellen  Zahlen 
und  mithin  dem  Kontinuum,  d.  h.  etwa  den  Punkten  einer  Strecke, 
äquivalent;  im  Sinne  der  Äquivalenz  [ficht  es  hiernach  nur  zwei  Zahlcn- 
metigcn,  die  ahzähllnire  Mcfige  und  das  Kontinuum. 

Aus  diesem  Satz  würde  zugleich  folgen,  dafs  das  Kontinuum  die 
nächste  Mächtigkeit  über  die  Mächtigkeit  der  abzahlbaren  Mengen  hinaus 
bildet;  der  Beweis  dieses  Satzes  würde  mitliiu  eine  neue  Brücke 
schicen  zwischen  der  abzahlbaren  Menge  und  dem  Kontinuum. 

Es  sei  noch  eine  andere  sehr  merkwürdige  Behauptung  Cautors 
erwähnt,  die  mit  dem  genannten  Satze  in  engstem  Zusammenhänge 
steht,  und  die  vielleicht  den  Schlüssel  zum  Beweise  dieses  Satzes  liefert. 
Irgend  ein  System  von  reellen  Zahlen  heifst  geordnet,  weim  von 
iigend  zwei  Zahlen  des  Systems  festgesetzt  ist,  welches  die  frühere 
und  welches  die  spätere  sein  soll,  und  dabei  diese  Festsetzung  eine 
derartige  ist,  dafs,  wenn  eine  Zahl  a früher  als  die  Zahl  b und  b früher 
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als  c ist,  so  auch  stets  a früher  als  c erscheint.  Die  natürliche  An- 
ordnung der  Zahlen  eines  Systems  heifse  diejenige,  bei  der  die  kleinere 
als  die  frühere,  die  gröfsere  als  die  spätere  festgesetzt  wird.  Es  giebt 
aber,  wie  leicht  zu  sehen  ist,  noch  unendlich  viele  andere  Arten,  wie 
man  die  Zahlen  eines  Systems  ordnen  kann. 

Wenn  wir  eine  bestimmte  Ordnung  der  Zahlen  ins  Auge  fassen 
und  aus  denselben  irgend  ein  besonderes  System  dieser  Zahlen,  ein  so- 
genanntes Teilsystem  oder  eine  Teilmenge  herausgreifen,  so  erscheint 
diese  Teilmenge  ebenfalls  geordnet.  Cantor  betrachtet  nun  eine  be- 
sondere Art  von  geordneten  Mengen,  die  er  als  wohlgeordnete  Mengen 
bezeichnet,  imd  die  dadurch  charakterisiert  sind,  dafs  nicht  nur  in  der 
Menge  selbst,  sondern  auch  in  jeder  Teilmenge  eine  früheste  Zahl 
existiert.  Das  System  der  ganzen  Zahlen  1,  2,  3,  ...  in  dieser  seiner 
natürlichen  Ordnung  ist  oflFenbar  eine  wohlgeordnete  Menge.  Dagegen 
ist  das  System  aller  reellen  Zahlen,  d.  h.  das  Kontinuum  in  seiner 
natürlichen  Ordnung,  offenbar  nicht  wohlgeordnet.  Denn,  wenn  wir  als 
Teilmenge  die  Punkte  einer  endlichen  Strecke  mit  Ausnahme  des  An- 
fangspimktes  der  Strecke  ins  Auge  fassen,  so  besitzt  diese  Teilmenge 
jedenfalls  kein  frühestes  Element.  Es  erhebt  sich  nun  die  Frage,  ob 
sich  die  Gesamtheit  aller  Zahlen  nicht  in  anderer  Weise  so  ordnen 
läfst,  dafs  jede  Teilmenge  ein  frühestes  Element  hat,  d.  h.  ob  das  Kon- 
tinuum auch  als  wohlgeordnete  Menge  aufgefafst  werden  kann,  was 
Cantor  bejahen  zu  müssen  glaubt.  Es  erscheint  mir  höchst  wünschens- 
wert, einen  direkten  Beweis  dieser  merkwürdigen  Behauptung  von  Cantor 
zu  geuinneti,  etwa  durch  wirkliche  Angabe  einer  solchen  Ordnung  der 
Zahlen,  bei  welcher  in  jedem  Teilsystem  eine  früheste  Zahl  aufgewiesen 
werden  kann. 

2.  Die  Widerspruchslosigkeit  der  arithmetischen  Axiome. 

Wenn  es  sich  darum  handelt,  die  Grundlagen  einer  Wissenschaft 
zu  untersuchen,  so  hat  man  ein  System  von  Axiomen  aufzustellen, 
welche  eine  genaue  und  vollständige  Beschreibung  derjenigen  Be- 
ziehungen enthalten,  die  zwischen  den  elementaren  Begriffen  jener 
Wissenschaft  stattfinden.  Die  aufgestellten  Axiome  sind  zugleich  die 
Definitionen  jener  elementaren  Begriffe,  und  jede  Aussage  innerhalb  des 
Bereiches  der  Wissenschaft,  deren  Grundlage  wir  prüfen,  gilt  uns  nur 
dann  als  richtig,  falls  sie  sich  mittelst  einer  endlichen  Anzahl  logischer 
Schlüsse  aus  den  aufgestellten  Axiomen  ableiten  läfst.  Bei  näherer 
Betrachtung  entsteht  die  Frage,  oh  etwa  gewisse  Aussagen  einzelner 
Axiome  sich  unter  einander  bedingen,  und  oh  nicht  somit  die  Axiome 
noch  gemeinsame  Bestandteile  enthalten,  die  man  beseitigen  muß,  wenn 
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man  zu  einem  System  von  Axiomen  gelangen  tvill,  die  voUig  von  dnr 
ander  unabhängig  sind. 

Vor  allem  aber  möchte  ich  unter  den  zahlreichen  Fragen,  welche 
hinsichtlich  der  Axiome  gestellt  werden  können,  dies  als  das  wichtigste 
Problem  bezeichnen,  zu  hetveisen,  dafs  dieselben  unter  einander  uider- 
spruchslos  sind,  d.  h.  dafs  man  auf  G~rund  derselben  mittelst  einer  end- 
licheii  Anzahl  von  logischen  Schlüssen  niemals  zu  Resultaten  gelangen 
hum,  die  mit  einander  in  Widerspruch  stehen. 

In  der  Geometrie  gelingt  der  Nachweis  der  Widerspmchslosigkeit 
der  Axiome  dadurch,  dafs  man  einen  geeigneten  Bereich  von  Zahlen 
konstruiert,  derart,  dafs  den  geometrischen  Axiomen  analoge  Beziehungen 
zwischen  den  Zahlen  dieses  Bereiches  entsprechen,  und  dafs  demnach 
jeder  Widerspruch  in  den  Folgerungen  aus  den  geometrischen  Axiomen 
auch  in  der  Arithmetik  jenes  Zahlenbereiches  erkennbar  sein  müfste. 
Auf  diese  Weise  wird  also  der  gewünschte  Nachweis  für  die  Wider- 
spruchslosigkeit  der  geometrischen  Axiome  auf  den  Satz  von  der 
Widerspmchslosigkeit  der  arithmetischen  Axiome  ziirückgeführt. 

Zum  Nachweis  für  die  Widerspmchslosigkeit  der  arithmetischen 
Axiome  bedarf  es  dagegen  eines  direkten  Weges. 

Die  Axiome  der  Arithmetik  sind  im  wesentlichen  nichts  anderes 
als  die  bekannten  Rechnungsgesetze  mit  Hinzunahme  des  Axioms  der 
Stetigkeit.  Ich  habe  sie  kürzlich  zusammengestellt*)  und  dabei  das 
Axiom  der  Stetigkeit  durch  zwei  einfachere  Axiome  ersetzt,  nämlich 
das  bekannte  Archimedische  Axiom  und  ein  neues  Axiom  des  In- 
haltes, dafs  die  Zahlen  ein  System  von  Dingen  bilden,  welches  bei  Auf- 
rechterhaltung der  sämtlichen  übrigen  Axiome  keiner  Erweitenmg  mehr 
fähig  ist.  (Axiom  der  Vollständigkeit.)  Ich  bin  nun  überzeugt,  dafs 
es  gelingen  mufs,  einen  direkten  Beweis  für  die  Widerspmchslosigkeit 
der  arithmetischen  Axiome  zu  finden,  wenn  man  die  bekannten  Schlufs- 
methoden  in  der  Theorie  der  Irrationalzahlen  im  Hinblick  auf  das  be- 
zeichnete  Ziel  genau  durcharbeitet  imd  in  geeigneter  Weise  modifiziert. 

Um  die  Bedeutung  des  Problems  noch  nach  einer  anderen  Rück- 
sicht hin  zu  charakterisieren,  möchte  ich  folgende  Bemerkung  hinzu- 
fugen. Wenn  man  einem  Begriffe  Merkmale  erteilt,  die  einander 
widersprechen,  so  sage  ich:  der  Begrifi’  existiert  mathematisch  nicht. 
So  existiert  z.  B.  mathematisch  nicht  eine  reelle  Zahl,  deren  Quadrat 
gleich  — 1 ist.  Gelingt  es  jedoch  zu  beweisen,  dafs  die  dem  Begriffe 
erteilten  Merkmale  bei  Anwendung  einer  endlichen  Anzahl  von  logischen 
Schlüssen  niemals  zu  einem  Widerspruche  führen  können,  so  sage  ich, 
dafs  damit  die  mathematische  Existenz  des  Begriffes,  z.  B.  einer  Zahl 
1)  Jahresbericht  der  Deutschen  Mathematiker- Vereinigung,  Bd.  8,  1900,  S.  180. 
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oder  einer  Funktion,  die  gewisse  Forderungen  erfüllt,  bewiesen  worden 
ist.  In  dem  vorliegenden  Falle,  wo  es  sich  um  die  Axiome  der  reellen 
Zahlen  in  der  Arithmetik  handelt,  ist  der  Nachweis  für  die  Wider- 
spruchslosigkeit  der  Axiome  zugleich  der  Beweis  für  die  mathematische 
Existenz  des  Inbegriffs  der  reellen  Zahlen  oder  des  Kontinuums.  In 
der  That,  wenn  der  Nachweis  für  die  Widerspruchslosigkeit  der  Axiome 
völlig  gelungen  sein  wird,  so  verlieren  die  Bedenken,  welche  bisweilen 
gegen  die  Existenz  des  Inbegriffs  der  reellen  Zahlen  gemacht  worden 
sind,  jede  Berechtigung.  Freilich  der  Inbegriff'  der  reellen  Zahlen, 
d.  h.  das  Kontinuum  ist  bei  der  eben  gekennzeichneten  Auffassung 
nicht  etwa  die  Gesamtheit  aller  möglichen  Dezimalbruchentwickelungen 
oder  die  Gesamtheit  aller  möglichen  Gesetze,  nach  denen  die  Elemente 
einer  Fundamentalreihe  fortschreiten  können,  sondern  ein  System  von 
Dingen,  deren  gegenseitige  Beziehungen  durch  die  aufgestellten  Axiome 
geregelt  werden,  und  für  welche  alle  und  nur  diejenigen  Thatsachen 
wahr  sind,  die  durch  eine  endliche  Anzahl  logischer  Schlüsse  aus  den 
Axiomen  gefolgert  werden  können.  Nur  in  diesem  Sinne  ist  meiner 
Meinung  nach  der  Begriff  des  Kontinuums  streng  logisch  fafsbar. 
Thatsiichlich  entspricht  er  auch,  wie  mir  scheint,  so  am  besten 
dem,  was  die  Erfahrung  und  Anschauung  uns  giebt.  Der  Begriff  des 
Kontinuums  oder  auch  der  Begriff  des  Systems  aller  Funktionen 
existiert  dann  in  genau  demselben  Sinne,  wie  etwa  das  System  der 
ganzen  rationalen  Zahlen  oder  auch  wie  die  höheren  Cantorschen 
Zahlklassen  und  Mächtigkeiten.  Denn  ich  bin  überzeugt,  dafs  auch 
die  Existenz  der  letzteren  in  dem  von  mir  bezeichneten  Sinne  ebenso 
wie  die  des  Kontinuums  wird  erwiesen  werden  können  — im  Gegen- 
satz zu  dem  System  aller  Mächtigkeiten  überhaupt  oder  auch  aller 
Cantorschen  Alephs,  für  welches,  wie  sich  zeigen  läfst,  ein  wider- 
spruchsloses System  von  Axiomen  in  meinem  Sinne  nicht  aufgestellt 
werden  kann,  und  welches  daher  nach  meiner  Bezeichnungs weise  ein 
mathematisch  nicht  existierender  Begriff  ist. 


Aus  dem  Gebiete  der  Grundlagen  der  Geometrie  möchte  ich  zu- 
nächst das  folgende  Problem  nennen. 

3.  Die  Volmnengleichheit  zweier  Tetraeder  von  gleicher  Grundfläche 

und  Höhe. 

Gaufs^)  spricht  in  zwei  Briefen  an  Gerling  sein  Bedauern  dar- 
über aus,  dafs  gewisse  Sätze  der  Stereometrie  von  der  Exhaustions- 

1)  Werke,  Bd.  8,  S.  241  und  244. 
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methode,  d.  h.  in  der  modernen  Ausdrucksweiße  von  dem  Stetigkeits- 
aiiom  (oder  von  dem  Archimedischen  Axiome)  abhängig  sind. 
Gaufs  nennt  besonders  den  Satz  von  Euklid,  dafs  dreiseitige  Pyra- 
miden von  gleicher  Höhe  sich  wie  ihre  Grundflächen  verhalten.  Nun 
ist  die  analoge  Aufgabe  in  der  Ebene  vollkommen  erledigt  worden^); 
aoeh  ist  es  Gerling*)  gelungen,  die  Volumengleichheit  symmetrischer 
Polyeder  durch  Zerlegung  in  kongruente  Teile  zu  beweisen.  Dennoch 
erscheint  mir  der  Beweis  des  eben  genannten  Satzes  von  Euklid  auf 
diese  Weise  im  allgemeinen  wohl  nicht  als  möglich,  und  es  würde  sich 
also  um  den  strengen  Unmöglichkeitsbeweis  handeln.  Ein  solcher 
wäre  erbracht,  sobald  es  gelingt,  zwei  Tetraeder  mit  gleicher  Grund- 
fläche  und  von  gleicher  Höhe  anzugeben,  die  sich  auf  keine  Weise  in 
kongruente  Tetraeder  zerlegen  lassen,  und  die  sich  auch  durch  Hinzu- 
fiigung  kongruetiter  Tetraeder  nicht  zu  solchen  Polyedern  ergänzen 
lassen,  für  die  ihrerseits  eine  Zerlegung  in  kongruente  Tetraeder  mög- 
lich ist.^) 

4.  Problem  von  der  Geraden  als  kürzester  Verbindung  zweier  Punkte. 

Eine  andere  Problemstellung,  betreffend  die  Grundlagen  der  Geo- 
metrie, ist  diese.  Wenn  wir  von  den  Axiomen,  die  zum  Aufbau  der 
gewöhnlichen  Euklidischen  Geometrie  nötig  sind,  das  Parallelenaxiom 
unterdrücken,  bezüglich  als  nicht  erfüllt  annehmen,  dagegen  alle 
übrigen  Axiome  beibehalten,  so  gelangen  wir  bekanntlich  zu  der 
Lobatschefskijschen  (hyperbolischen)  Geometrie;  wir  dürfen  daher 
sagen,  dafs  diese  Geometrie  insofern  eine  der  Euklidischen  nächst- 
stehende Geometrie  ist.  Fordern  wir  weiter,  dafs  dasjenige  Axiom 
nicht  erfüllt  sein  soll,  wonach  von  drei  Punkten  einer  Geraden  stets 
einer  und  nur  einer  zwischen  den  beiden  anderen  liegt,  so  erhalten  wir 
die  Riemannsche  (elliptische)  Geometrie,  so  dafs  diese  Geometrie  als 
eine  der  Lobatschefskijschen  nächststehende  erscheint.  Wollen  wir 
eine  ähnliche  prinzipieUe  Untersuchung  über  das  Archimedische 
Axiom  ausführen,  so  haben  wir  dieses  als  nicht  erfüllt  anzusehen  und 
gelangen  somit  zu  den  Nicht- Archimedischen  Geometrien,  die  von 
Veronese  und  mir  untersucht  worden  sind.  Die  allgemeinere  Frage, 

1)  Vgl.  aufser  der  friiheren  Litteratur  Hilbert:  Grundlagen  der  Geometrie, 
Leipzig  1899,  Kapitel  IV. 

2)  Gaufs’  Werke,  Bd.  8,  S.  242. 

3)  Inzwischen  ist  es  Herrn  Dehn  gelungen,  diesen  Nachweis  zu  führen, 
'gl.  dessen  Note  „Über  raumgleiche  Polyeder“  Nachrichten  der  K.  Ges.  d.  Wiss. 
zu  Qöttingen  1900,  sowie  eine  demnächst  in  den  mathematischen  Annalen  er- 
‘chebende  Arbeit. 
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die  sich  nun  erhebt,  ist  die,  ob  sich  noch  nach  anderen  fruchtbaren 
Gesichtspunkten  Geometrien  aufstellen  lassen,  die  mit  gleichem  Recht 
der  gewöhnlichen  Euklidischen  Geometrie  nächststehend  sind,  und 
da  möchte  ich  Ihre  Aufmerksamkeit  auf  einen  Satz  lenken,  der  von 
manchen  Autoren  sogar  als  Definition  der  geraden  Linie  hingestellt 
worden  ist,  und  der  aussagt,  dafs  die  Gerade  die  kürzeste  Verbindung 
zwischen  zwei  Punkten  ist.  Der  wesentliche  Inhalt  dieser  Aussage  re- 
duziert sich  auf  den  Satz  von  Euklid,  dais  im  Dreiecke  die  Summe 
zweier  Seiten  stets  grÖfser  als  die  dritte  Seite  ist,  einen  Satz,  welcher, 
wie  man  sieht,  lediglich  von  elementaren  d.  h.  aus  den  Axiomen  un- 
mittelbar entnommenen  Begriffen  handelt,  und  daher  der  logischen 
Untersuchung  zugänglicher  ist.  Euklid  hat  den  genannten  Satz  vom 
Dreieck  mit  Hilfe  des  Satzes  vom  Aufsenwinkel  auf  Grund  der  Kon- 
gruenzsätze bewiesen.  Mau  überzeugt  sich  nun  leicht,  dafs  der  Beweis 
jenes  Euklidischen  Satzes  allein  auf  Grund  derjenigen  Kongruenzsätze, 
die  sich  auf  das  Abtragen  von  Strecken  und  Winkeln  beziehen,  nicht 
gelingt,  sondern  dafs  man  zum  Beweise  eines  Dreieckskongruenzsatzes 
bedarf.  So  entsteht  die  Frage  nach  einer  Geometrie,  in  welcher  alle 
Axiome  der  gewöhnlichen  Euklidischen  Geometrie  und  insbesondere 
alle  Kongruenzaxiome  mit  Ausnahme  des  einen  Axioms  von  der 
Dreieckskongruenz  (oder  auch  mit  Ausnahme  des  Satzes  von  der 
Gleichheit  der  Basiswinkel  im  gleichschenkligen  Dreieck)  gelten,  und  in 
welcher  überdies  noch  der  Satz,  dafs  in  jedem  Dreieck  die  Summe 
zweier  Seiten  gröfser  als  die  dritte  ist,  als  besonderes  Axiom  auf- 
gestellt wird. 

Man  findet,  dafs  eine  solche  Geometrie  thatsächlich  existiert  und 
keine  andere  ist  als  diejenige,  welche  Minkowski^)  in  seinem  Buche 
„Geometrie  der  Zahlen"  aufgestellt  und  zur  Grundlage  seiner  arith- 
metischen Untersuchungen  gemacht  hat.  Die  Minkowskische  Geo- 
metrie ist  also  ebenfalls  eine  der  gewöhnlichen  Euklidischen  Geo- 
metrie nächststehende;  sie  ist  im  wesentlichen  durch  folgende 
Festsetzungen  charakterisiert:  Erstens:  Die  Punkte,  die  von  einem 
festen  Punkt  0 gleichen  Abstand  haben,  werden  durch  eine  konvexe 
geschlossene  Fläche  des  gewöhnlichen  Euklidischen  Raumes  mit  0 
als  Mittelpunkt  repräsentiert.  Zweitens:  Zwei  Strecken  heifsen  auch 
daun  einander  gleich,  wenn  man  sie  durch  Parallel  Verschiebung  des 
Euklidischen  Raumes  in  einander  überführen  kann. 

In  der  Minkowskischen  Geometrie  gilt  das  Parallelenaxiom;  ich 
gelangte  bei  einer  Betrachtung*),  die  ich  über  den  Satz  von  der  ge- 

1)  Leipzig  1896. 

2)  Mathematische  Annalen,  Bd.  46,  S.  91. 
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raden  Linie  als  kürzester  Verbindung  zweier  Punkte  anstellte,  zu  einer 
Geometrie,  in  welcher  nicht  das  Parallelenaxiom  gilt,  während  alle 
übrigen  Axiome  der  Minkowski  sehen  Geometrie  erfüllt  sind.  Wegen 
der  wichtigen  Rolle,  die  der  Satz  von  der  Geraden  als  kürzester  Ver- 
bindung zweier  Punkte  und  der  im  wesentlichen  äquivalente  Satz  von 
Euklid  über  die  Seiten  eines  Dreiecks,  nicht  nur  in  der  Zahlentheorie, 
sondern  auch  in  der  Theorie  der  Flächen  und  in  der  Variationsrechnung 
spielt,  und  da  ich  glaube,  dafs  die  eingehendere  Untersuchung  der 
Bedingimgen  für  die  Giltigkeit  dieses  Satzes  ebenso  auf  den  Begriff 
der  Entfernung  wie  auch  noch  auf  andere  elementare  Begriffe, 
z.  B.  den  Begriff  der  Ebene  und  die  Möglichkeit  ihrer  Definition 
mittelst  des  Begriffes  der  Geraden,  ein  neues  Licht  werfen  wird,  so 
erscheint  mir  die  ÄufsteUung  titid  systematische  Behandlung  der  hier 
möfjUchen  Geometrien  wünschenswert. 

Im  Fall  der  Ebene  und  xmter  Zugrundelegung  des  Stetigkeitsaxioms 
führt  das  genannte  Problem  auf  die  von  Darboux*)  behandelte  Frage, 
alle  Variationsprobleme  in  der  Ebene  zu  finden,  für  welche  sämtliche 
Geraden  der  Ebene  die  Lösungen  sind  — eine  Fragestellung,  die  mir 
weitgehender  Verallgemeinerungen*)  fähig  und  würdig  erscheint. 


5.  Lie’s  Begriff  der  kontimiierlichen  Transformationsgruppe 
ohne  die  Annahme  der  Differentiierbarkeit  der  die  Qmppe  definierenden 

Funktionen. 

Lie  hat  bekanntlich  mit  Hinzuziehung  des  Begriffs  der  kontinuier- 
lichen Transformationsgruppe  ein  System  von  Axiomen  für  die  Geo- 
metrie aufgestellt  und  auf  Grund  seiner  Theorie  der  Transformations- 
gnippen  bewiesen,  dafs  dieses  System  von  Axiomen  zum  Aufljau  der 
Geometrie  hinreicht.  Da  Lie  jedoch  bei  Begründung  seiner  Theorie 
stets  annimmt,  dafs  die  die  Gruppe  definierenden  Funktionen  differen- 
tiiert  werden  können,  so  bleibt  in  den  Lieschen  Entwickelungen  un- 
erörtert,  ob  die  Annahme  der  Differentiierbarkeit  bei  der  Frage  nach 
(len  Axiomen  der  Geometrie  thatsächlich  unvermeidlich  ist  oder  nicht 
vielmehr  als  eine  Folge  des  Gruppenbegriffs  und  der  übrigen  geome- 
trischen Axiome  erscheint.  Diese  Überlegung,  sowie  auch  gewisse 
Probleme  hinsichtlich  der  arithmetischen  Axiome  legen  uns  die  all- 
gemeinere Frage  nahe,  inwieweit  der  Lie  sehe  Begriff  der  kontinuier- 


1)  Le9on8  sur  la  thöorie  gön^rale  des  surfaces,  Bd.  3,  S.  54,  Paris  1894. 

2)  Vgl.  die  interessanten  Untersuchungen  von  A.  Hirsch,  Mathematische 
‘Annalen,  Bd.  49  und  60. 
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liclmi  Transformationsgmppe  auch  ohie  Annahme  der  Di/fercntiierharkeit 
der  Funktionen  unserer  Üntersuchu7i(j  zugärnjUch  ist. 

Bekaimtlich  definiert  Lie  die  endliche  kontinuierliche  Trans- 
formationsgruppe  als  ein  System  von  Transformationen 

Xf  = f.  (x^f  . . x^’^  Oj,  • . .f  a^  (i  = 1 , . . m) 

von  der  Beschaffenheit,  dafs  zwei  beliebige  Transformationen 

X.  = x^\  öj,  . . 

Xi  = fi(Xif  . . 6j,  . . b^') 

des  Systems,  nach  einander  ausgefiihrt,  eine  Transformation  ergeben, 
welche  wiederum  dem  System  angehört  und  sich  mithin  in  der  Form 

Xi  = fiifiiXf  a),  . . .,  f„(X)  • • •>  ^r)  ~ ’ • •}  • ‘ •>  O 

darstellen  läfst,  wo  Cj,  . . .,  Cr  gewisse  Funktionen  von  . . .,  a^; 

. . .,  hr  sind.  Die  Gruppeneigenschaft  findet  mithin  ihren  Ausdruck 
in  einem  System  von  Funktionalgleichungen  und  erfordert  an  sich  für 
die  Funktionen  f\,  . . .,  /■„,  q,  . . .,  Cr  keinerlei  nähere  Beschränkung. 
Doch  die  weitere  Behandlungsw'eise  jener  Funktionalgleichungen  nach 
Lie,  nämlich  die  Ableitung  der  bekannten  grundlegenden  Differential- 
gleichungen, setzt  notwendig  die  Stetigkeit  und  Differentiierbarkeit  der 
die  Gnippe  definierenden  Funktionen  voraus. 

Was  zunächst  die  Stetigkeit  betrifft,  so  wird  man  gewifs  an  dieser 
Forderung  zunächst  festhalten  — schon  im  Hinblick  auf  die  geome- 
trischen und  arithmetischen  Anwendungen,  bei  denen  die  Stetigkeit  der 
in  Frage  kommenden  Funktionen  als  eine  Folge  des  Stetigkeitsaxioms 
erscheint.  Dagegen  enthält  die  Differentiierbarkeit  der  die  Gruppe  de- 
finierenden Funktionen  eine  Forderung,  die  sich  in  den  geometrischen 
Axiomen  nur  auf  recht  gezwungene  und  komplizierte  Weise  zum  Aus- 
druck bringen  läfst,  und  es  entsteht  mithin  die  Frage,  ob  nicht  etwa 
durch  Einführung  geeigneter  neuer  Veränderlicher  und  Parameter  die 
Gnippe  stets  in  eine  solche  übergeführt  werden  kann,  für  welche  die 
definierenden  Funktionen  differentiierbar  sind,  oder  ob  wenigstens  unter 
Hinzufügung  gewisser  einfacher  Annahmen  eine  Überführung  in  die 
der  Lieschen  Methode  zugänglichen  Gruppen  möglich  ist.  Die  Zu- 
rückführung auf  analytische  Gruppen  ist  nach  einem  von  Lie^)  auf- 
gestellten und  von  Schur*)  zuerst  bewiesenen  Satze  stets  dann  möglich, 
sobald  die  Gruppe  transitiv  ist  und  die  Existenz  der  ersten  und  ge- 

1)  Lie- Engel:  Theorie  der  Transformationsgruppen,  Bd.  .S,  Leipzig  1893. 
§ 82  und  § 144. 

2)  Ober  den  analytischen  Charakter  der  eine  endliche  kontinuierliche 
Trausformationsgruppe  darstellenden  Funktionen.  Mathematische  Annalen, 
Bd.  41. 
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wisser  zweiter  Ableitungen  der  die  Gruppe  definierenden  Funktionen 
vorausgesetzt  wird. 

Auch  für  unendliche  Gruppen  ist,  wie  ich  glaube,  die  Untersuchung 
der  entsprechenden  Frage  von  Interesse.  Überhaupt  werden  wir  auf 
das  weite  und  nicht  uninteressante  Feld  der  Funktionalgleichungen  ge- 
führt, die  bisher  meist  nur  unter  der  Voraussetzung  der  DiflFerentiier- 
harkeit  der  auftretenden  P'imktionen  untersucht  worden  sind.  Ins- 
besondere die  von  AbeU)  mit  so  vielem  Scharfsinn  behandelten 
Funktionalgleichungen,  die  Differenzengleichungen  und  andere  in  der 
Litteratur  vorkommende  Gleichungen  weisen  an  sich  nichts  auf,  was 
zur  Forderung  der  Dififerentiierbarkeit  der  auftretenden  P’unktionen 
zwingt,  und  bei  gewissen  Existenzbeweisen  in  der  Variationsrechnung 
fiel  mir  direkt  die  Aufgabe  zu,  aus  dem  Bestehen  einer  Differenzen- 
gleichung  die  Differentiierbarkeit  der  betrachteten  Funktion  beweisen 
zu  müssen.  In  allen  diesen  Fällen  erhebt  sich  daher  die  Frage,  imvie- 
iceit  etwa  die  Aussagen,  die  icir  im  Falle  der  Annahme  differentiierharer 
Funktionen  machen  können,  unter  geeigneten  Modifikationen  ohne  diese 
Voraussetzung  giltig  sind. 

Bemerkt  sei  noch,  das  H.  Minkowski  in  seiner  vorhin  genannten 
,,Geometrie  der  Zahlen“  von  der  Funktional  Ungleichung 

-f  + y„)  • • •;  + /'(l/n  • • Vn) 

aasgeht  und  aus  dieser  in  der  That  die  Existenz  gewisser  Dififerential- 
quotienten  für  die  in  Betracht  kommenden  Funktionen  zu  beweisen 
vermag. 

Andererseits  hebe  ich  hervor,  dafs  es  sehr  wohl  analytische 
Funktionalgleichungen  giebt,  deren  einzige  Lösungen  nicht  ditferen- 
tiierbare  Funktionen  sind.  Beispielsweise  kann  man  eine  eindeutige, 
stetige,  nicht  differentiierbare  Funktion  qp  (a*)  konstruieren,  die  die 
einzige  Lösung  zweier  Funktionalgleichungen 

qp(a:  + a)  — qp(ar)  =f{x), 

+ — = 0 

daratellt,  wo  «,  ß zwei  reelle  Zahlen  und  f{x)  eine  für  alle  reellen 
Werte  von  x reguläre  analytische  eindeutige  Funktion  bedeutet.  Mau 
gelangt  am  einfachsten  zu  solchen  Funktionen  mit  Hilfe  trigono- 
metrischer Reihen  durch  einen  ähnlichen  Gedanken,  wie  ihn  Borei 
nach  einer  jüngsten  Mitteilung  von  Picard^)  zur  Konstruktion  einer 

1)  Werke,  Bd.  1,  S.  1,  61,  389. 

2)  Quelques  theories  fondamentales  dans  Tanalyse  mathematique.  Conferences 
faites  a Clark-üniversity.  Revue  gdn^rale  des  Sciences  1900.  S.  22. 
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doppeltperiodischen  nichtanalytischen  Lösung  einer  gewissen  analytischen 
partiellen  Differentialgleichung  benutzt  hat. 


6.  Hathematische  Behandlung  der  Axiome  der  Physik. 

Durch  die  Untersuchungen  Ober  die  Grundlagen  der  Geometrie 
wird  uns  die  Aufgabe  nahe  gelegt,  nach  diesem  Vorhüde  diejenigen  phy- 
sikalischen Disziplinen  axiomatisch  zu  behandeln,  in  denen  schon  heute 
die  Mathematik  eine  hervorragende  Rolle  spielt:  dies  sind  in  erster  Linie 
die  Wahrscheinlichkeitsrechnung  und  die  Mechanik. 

Was  die  Axiome  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung^)  angeht,  so 
scheint  es  mir  wünschenswert,  dafs  mit  der  logischen  Untersuchung 
derselben  zugleich  eine  strenge  und  befriedigende  Entwickelung  der 
Methode  der  mittleren  Werte  in  der  mathematischen  Physik,  speziell 
in  der  kinetischen  Gastheorie  Hand  in  Hand  gehe. 

Über  die  Grundlagen  der  Mechanik  liegen  von  physikalischer 
Seite  bedeutende  Untersuchungen  vor;  ich  weise  hin  auf  die  Schriften 
von  Mach“),  Hertz*),  Boltzmann^)  und  Volkmann*);  es  ist  daher 
sehr  wünschenswert,  wenn  auch  von  den  Mathematikern  die  Erörterung 
der  Grundlagen  der  Mechanik  aufgenommen  würde.  So  regt  uns  bei- 
spielsweise das  Boltzmannsche  Buch  über  die  Prinzipe  der  Mechanik 
an,  die  dort  angedeuteten  Grenzprozesse,  die  von  der  atomistischen 
Auffassung  zu  den  Gesetzen  über  die  Bewegung  der  Kontinua  führen, 
streng  mathematisch  zu  begründen  und  durchzuftihren.  Umgekehrt 
könnte  man  die  Gesetze  über  die  Bewegung  starrer  Körper  durch 
Grenzprozesse  aus  einem  System  von  Axiomen  abzuleiten  suchen,  die 
auf  der  Vorstellung  von  stetig  veränderlichen,  durch  Parameter  zu 
definierenden  Zuständen  eines  den  ganzen  Raum  stetig  erfüUenden 
Stoffes  beruhen  — ist  doch  die  Frage  nach  der  Gleichberechtigung 
verschiedener  Axiomensysteme  stets  von  hohem  prinzipiellem  Interesse. 

Soll  das  Vorbild  der  Geometrie  für  die  Behandlung  der  physi- 
kalischen Axiome  mafsgebend  sein,  so  werden  wir  versuchen,  zunächst 
durch  eine  geringe  Anzahl  von  Axiomen  eine  möglichst  aUgemeine 
Klasse  physikalischer  Vorgänge  zu  umfassen  und  dann  durch  Ad- 

1)  Vgl.  Bohl  mann:  Über  Versicherungsmathematik.  2.  Vorlesung  aus 
Klein  und  Ri  ecke;  Über  angewandte  Mathematik  und  Physik,  Leipzig  und 
Berlin  1900. 

2)  Die  Mechanik  in  ihrer  Entwickelung,  Leipzig,  2.  Auflage.  Leipzig  1889. 

3)  Die  Prinzipien  der  Mechanik,  Leipzig  1894. 

4)  Vorlesungen  über  die  Prinzipe  der  Mechanik,  Leipzig  1897. 

6)  Einführung  in  das  Studium  der  theoretischen  Physik,  Leipzig  1900. 
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junktion  neuer  Axiome  der  Reihe  nach  zu  den  spezielleren  Theorien 
zu  gelangen  — wobei  vielleicht  ein  Einteilungsprinzip  aus  der  so  tief- 
sinnigen Theorie  der  unendlichen  Transformationsgruppen  von  Lie 
entnommen  werden  kann.  Auch  wird  der  Mathematiker,  wie  er  es  in 
der  Geometrie  gethan  hat,  nicht  blols  die  der  Wirklichkeit  nahe 
kommenden,  sondern  überhaupt  alle  logisch  möglichen  Theorien  zu 
berücksichtigen  haben  und  stets  darauf  bedacht  sein,  einen  voll- 
ständigen Überblick  über  die  Gesamtheit  der  Folgerungen  zu  gewinnen, 
die  das  gerade  angenommene  Axiomensystem  nach  sich  zieht. 

Ferner  fällt  dem  Mathematiker  in  Ergänzung  der  physikalischen 
Betrachtungsweise  die  Aufgabe  zu,  jedes  Mal  genau  zu  prüfen,  ob  das 
neu  adjungierte  Axiom  mit  den  früheren  Axiomen  nicht  in  Widerspruch 
steht.  Der  Physiker  sieht  sich  oftmals  durch  die  Ergebnisse  seiner 
Experimente  gezwungen,  zwischendurch  und  während  der  Entwickelung 
seiner  Theorie  neue  Annahmen  zu  machen,  indem  er  sich  betreffs  der 
Widerspruchslosigkeit  der  neuen  Annahmen  mit  den  früheren  Axiomen 
lediglich  auf  eben  jene  Experimente  oder  auf  ein  gewisses  physika- 
lisches Gefühl  beruft  — ein  Verfahren,  welches  beim  streng  logischen 
Aufbau  einer  Theorie  nicht  statthaft  ist.  Der  gewünschte  Nachweis 
der  Widerspruchslosigkeit  aller  gerade  gemachten  Annahmen  erscheint 
mir  auch  deshalb  von  Wichtigkeit,  weil  das  Bestreben,  einen  solchen 
Nachweis  zu  führen,  uns  stets  am  wirksamsten  zu  einer  exakten  For- 
mulierung der  Axiome  selbst  zwingt. 

(^Schlufs  folgt  im  dritten  Heft.) 
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Zur  Theorie  der  Thetafunktionen  zweier  veränderlicher 

Grössen. 

Von  M.  Krause  in  Dresden. 


In  einer  Arbeit  im  XCIV.  Bande  des  Crelleschen  Journals  deckt 
Herr  Caspary  einen  Zusammenhang  auf,  der  zwischen  der  Theorie  der 
orthogonalen  Substitutionen  und  der  Theorie  der  Thetafunktionen  zweier 
veränderlicher  Grössen  besteht,  und  benutzt  denselben  um  die  Theta- 
relationen in  eigenartiger  Weise  abzuleiten.  In  einer  Reihe  weiterer 
Arbeiten  von  ihm^)  und  Herrn  Jahnke*)  wird  dieser  Zusammenhang  ver- 
tieft, vor  allem  gezeigt,  dafs  und  wie  eine  grofse  Anzahl  von  Diflferential- 
beziehungen  im  Gebiete  der  Thetafunktionen  im  Anschlufs  an  gewisse 
Determinantensätze  aufgestellt  werden  kann,  ln  allen  diesen  Arbeiten 
wird  im  wesentlichen  von  den  Eigenschaften  der  orthogonalen  Sub- 
stitutionen mit  IG  und  mit  9 Koeffizienten  Gebrauch  gemacht.  Es  soll 
im  Folgenden  gezeigt  werden,  dafs  man  auch  einen  Schritt  weiter  gehen 
und  die  orthogonalen  Substitutionen  mit  64  Koeffizienten  in  den  Bereich 
der  Betrachtungen  ziehen  kann. 


§ 1. 

Aufstellang  eines  Satzes  ans  der  Theorie  der  orthogonalen 

Snbstitntionen. 

Wird  durch  eine  Substitution: 

r = 8 

(1)  y*  = ^ ««  Xr,  (S  - 1,  2,  . . .,  8) 

r = 1 

der  Ausdruck: 

2^. 


1)  F.  Ca  apary : Comptea  RenduaCXI,  226 — 227,  1890;  Ann.  de  l’Ec.  Norm.  (3)  X, 
263—261,  1893. 

2)  E.  Jahnke:  Ber.  d.  Berl.  Ak.  1896,  p.  1023 — 1030;  Comptea  Rendua  CXXV, 
486 — 489, 1897 ; C.  R.  CXXVI,  1083 — 1086, 1898;  Journ.  f.  d.  reine  u.  angew.  Math.CXIX, 
234—262,  1899;  Leipz.  Ber.  1900,  p.  140—151. 
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übergeftihrt  in: 


so  bestehen  bekanntlich  zwischen  den  Gröfsen  Orj  eine  Reihe  von  Be- 
ziehungen, die  für  den  Fall  c ==  1 in  die  Gleichungen  der  orthogonalen 
Substitution  übergehen. 

Setzt  man  ferner  aus  den  Elementen  Or*  und  den,  analogen  Be- 
dingungsgleichungen unterworfenen,  neuen  Elementen  brj  die  Elemente 
ffrt  so  zusammen,  dafs: 

OT  = 8 


■ b 


ms 


wird,  so  wird  die  Substitution: 

r = 8 


ebenfalls  die  Summe  der  Quadrate  der  neuen  Yariabeln  in  die  Summe  der 
Quadrate  der  ursprünglichen,  multipliziert  mit  einem  Faktor,  überführen. 

Die  Gröfsen  ar,  und  6^,  können  auf  mannigfachem  Wege  gewählt  werden. 
Verstehen  wir  unter  Uj,  . . .,  Ug  vollkommen  willkürliche  Gröfsen,  so 
können  wir  für  die  Determinante  der  Gröfsen  die  folgende  wählen: 


«i 

«2 

«5 

«4 

«5 

«6 

«7 

rtg 

«s 

-«i 

-«4 

«3 

-«6 

«5 

«8 

-a. 

«3 

«4 

-«1 

«7 

«g 

— % 

«4 

-«3 

«J 

-«1 

«8 

— «7 

«6 

~a^ 

«6 

-«7 

-«8 

- «1 

— 

«3 

«4 

«6 

-«5 

-«8 

«7 

-«1 

-«4 

^3 

a~j 

~«8 

«5 

-«6 

-Ö.3 

«4 

-«1 

«2 

«8 

«7 

«6 

«5 

-«4 

-«3 

-«3 

-«1 

Verstehen 

wir  ebenso  unter  den  Gröfsen  b^, 

* * 

.,  6g  vollkommen 

willkürliche  Gröfsen,  so  können  wir  für  die  Determinante  der  Gröfsen 
hrt  die  folgende  wählen*): 

h 

^3 

^4 

b. 

be 

b, 

b. 

K 

K 

-h 

-h 

h 

-bs 

b, 

h 

-K 

-b-, 

bs 

h 

-h 

K 

-K 

-h 

-bs 

-b, 

h 

h 

h 

b. 

-b. 

-b. 

-b. 

-b. 

-h 

b. 

-h 

-b. 

bs 

-h 

-b. 

bs 

b. 

-br 

-b^ 

h 

-h. 

be 

-h  . 

b. 

-b. 

b. 

~bv 

1)  Siehe  in 

Bezug 

hierauf : 

Krause 

: Theorie  der 

doppelt  periodischen  Funk- 

tionen  einer  veränderlichen  OrOfse.  Band  U,  70. 

Archiv  der  Mathematik  und  Physik.  HL  Beihe.  J.  5 
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M.  Krause: 


§ 2. 

Anwendung  des  Satzes  auf  die  Thetafnnktionen  zweier  veränderliclier 

Gröfsen. 

Wir  wollen  nunmehr  den  in  § 1 aufgestellten  allgemeinen  Satz 
für  die  Theorie  der  Thetafunktionen  zweier  veränderlicher  Gröfsen  ver- 
werten, indem  wir  für  die  Gröfsen  a und  h bestimmte  Werte  wälilen. 
Wir  setzen: 

«1  = (m)  »r,  (v),  flj  = (u)  (v),  (u)  ^3,  (v),  = -^3  (u)  ^3  (v), 

«5  = ^i3  («)  ^23  (v),  «6  = ^3*00 ^34  «7  = '^84  («)  ^84  (^)>  «8  = ^8  («)  ^8(t^); 

wir  verstehen  ferner  unter  den  Gröfsen  ö die  analogen  Thetaprodukte 
mit  den  Argumenten  tv  und  f. 

Unter  Berücksichtigung  des  allgemeinen  Additionstheorems  der 
Thetafunktionen  zweier  veränderlicher  Gröfsen  ergiebt  sich  dann  durch 
Anwendung  des  im  § 1 aufgestellten  Satzes  eine  eigenartige  Gruppierung 
von  Thetarelationen  recht  allgemeiner  Natur. 

In  der  That  setzt  man: 

2u  = u + V + w + f,  2v'  — u + V — w — i, 

2w'  = u — V w — tf  2t'  = u — V — w -i-  t, 

so  lautet  das  allgemeine  Additionstheorem: 

4«*  [7/]  (m')  d-  [i;  p]  (lO  d-lvf  (jJ  {w')  » [vf  — Q - o']  (/') 

= ^ (—  ^ [f]  (w)  d-  [f  -f  p]  (f)  ^ [f  4-  o]  (?4')  ^ — P — jJ  (t). 

Hierbei  bezeichnen  [^^  + pl,  [i?  + N ~ P ~ Charakteristiken, 

deren  Elemente  sich  aus  den  entsprechenden  Elementen  der  drei  will- 
kürlich wälilbaren  Charakteristiken  [7;|,  |pj,  [tf]  in  der  durch  die  Be- 
zeichnung markierten  Weise  zusammensetzen,  während  die  drei  rechts 
stehenden  Charakteristiken  [f  + pl,  -f-  n],  — p — <y|  in  ähnlicher 

Weise  aus  ff|,  [p],  \ a\  entstehen.  Es  vertritt  ferner  das  Symbol  («)(»/) 
den  Ausdruck: 

• Vl  + + ^8  * V2  + h ' V2f 

wobei : 


gesetzt  ist.  Endlich  ist  die  Summation  auf  der  rechten  Seite  über 
alle  Norrajilcharakteristiken  [f]  zu  erstrecken. 

Mit  Berücksichtigung  dieses  Additionstheorems  lassen  sich  die 
Gröfsen  //,  von  einem  gemeinsamen  Zahlenfaktor  abgesehen,  als 
Summen  von  zwei  Thetaprodukten  von  je  vier  Faktoren  mit  den  resp. 
Argumenten  u,  v\  w',  t'  darstelleu.  Wir  können  von  dem  Zahlenfaktor 
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absehen  und  ebenso  an  Stelle  der  gestrichenen  Buchstaben  die  un- 
gestrichenen setzen. 

Um  die  Beziehungen  möglichst  übersichtlich  darzustelleii,  setzen  wir: 
(ij  = (m)  O'q  (v),  öj  = (m)  O'qj  (v),  cfj  = (u)  O")  3 ( v),  «4  = -O’qj  (?/)  '9'o3  (v), 

und  setzen  die  Gröfsen  ?/  gleich  den  entsprechenden  Produkten  mit  den 
Argumenten  «*  und  t.  Dann  wird: 


9n  = 

966  = 

a^  by  -|-  flg  bg  5 

9is  ~ 

.956  — 

«3  h + «8  ^ ; 

9i3  ~ 

9s6  = 

- («2  64  -f  a.,  ); 

9,4  = 

.976  = 

- (öo'ftj'-f  a,;6g'); 

.9,5  = 

9*6  = 

5 

.9i7  = 

- 946  = 

«7  '>1  + «4  ^ ; 

9,8  “ 

.9.16  = 

; 

.9*1  = 

.965  = 

- («4  />3  -f  a,  b^)‘ 

9ii  ~ 

9s6  == 

«s  ^ + «5  h ; 

9*3  = 

98:5  = 

^8  ^2  “b  ^8  ^5  5 

9u  = 

- 9v.  = 

- («,'6/+  rtg'bg'); 

.9*7  = 

.945  = 

- («6  ^3  + «1  '^8); 

.9s8  = 

- .935  = 

- («2'V+ 

.93,  = 

.968  = 

«4  '^2  + «7  ^5  ; 

.93,  = 

9m  = 

«s  ^3  + «5  ^8  ; 

933 

988  = 

«3  ^>3  + «8  ^>8  i 

9n  ~ 

978  = 

«3'^'+  ; 

9n  — 

.948  = 

« 6 ^>3  + «1  ^8  ; 

.941  = 

967  = 

- («3''^*'+  «s'V); 

9x3  ~ 

- .9.57  = 

a^'K  ; 

.9,3  = 

.987  = 

- «7'^s'); 

9u  = 

.977  = 

«4  hy  -f  b.  ; 

9öi  = 

962  = 

- («7'^3'+  «4'V); 

.9m  ~ 

.9s2  = 

n^'bf  -j-  rta'b/  ; 

.9.54  = 

97*  = 

^ 8 ^‘^1  "b  ^ 3 ^^6  5 

.963  = 

.9«!  = 

- («6''^3'+  fiiKy, 

.964  = 

- .971  = 

^6  ^■'4  "b  fl,  ^^7  ; 

9i6  — = ffsH  ~~  9\i  — — .961  — .V74  — 9«i  — (^ö  ^ ^^5  )• 

Die  aus  der  getroffenen  Anordnung  folgenden  Thetarelationen  haben 
die  Form: 

r = 8 r = 8 

r = 1 r =B  1 

r = 8 

9rt  ‘ 9rs,  — 

r = 1 

Setzt  man  alle  Argumente  gleich  Null,  so  erhalten  wir  das  folgende 
Resultat: 

Die  Quotienten  Her  Elemente  der  Determinante: 

A B 
-BÄ 

und  der  Größe  9^^*  -f  bilden  die  Koeffizienten  einer  orthogonalen 
Substitution. 

6* 
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Hierbei  ist  gesetzt: 


V • *^4*  + ^2*  • '^23*, 

- ^12*  • ^0* 

A = 

^4*  • ^34*  + ^33*  • 

V + V, 

^12*  • ^03* 

0 

0, 

- ^14*  • ^12*; 

-(^0i*-^34*+V-V) 

II 

0, 

^01^  • ^4“  + ^5*  • ^23* 

-(V- V + V-V), 

V-V  + V- V, 

0 

Dresden,  den  27.  November  19CX), 
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Sur  une  suite  de  pol3mÖmes  ayant  toutes  lenrs  racines 

reelles; 

Par  M.  Paul  Appell  a Samt-GennaiD-en-Laye. 


On  sait  que  les  polynömes  X«  de  Legendre  peuvent  etre  definis, 
a un  facteur  constant  pres,  comme  egaux  ä la  derivee  d’ordre  n de 
(1  — x~y*.  Ces  polynomes  ont  toutes  leurs  racines  r^lles  et  comprises 
entre  — 1 et  + 1 ; üs  verifient  une  equation  differentielle  lin^ire  du 
deuxieme  ordre  qui  est  un  cas  particulier  de  l’equation  de  la  Serie 
hyperg^metrique  de  Gauss. 

1.  Nous  nous  proposons,  ä titre  d’exeroice,  d’etudier  les  polynömes 
Pj,  definis  comme  il  suit.  Designons  par  n un  entier  positif  quelcon- 
que  et  posons 


(1) 


rf"  fa"  (1  — xY] 


Cette  expression  definit  evidemment  un  polynöme  en  x du  degre 
2n,  On  a,  par  exemple: 

P,  = 1 - 3a;*, 

P,=  2-24a:*+30a;S 


Tous  ces  polynömes  ne  contiennent  que  des  puissances  paires  de  a'; 
car,  d’apres  la  formule  (1),  Pä„  ne  change  pas  quand  on  change  x 
en  — 

2.  Le  polynöme  Pg«  a toutes  ses  racines  reelles,  comprises  entre 

— l et  -f  1.  En  effet,  l’expression 

X*  (1  — a:*)" 

a toutes  ses  racines  reelles:  eile  a n racines  egales  a — 1,  n egales  a 
zero,  n egales  a -f  L Sa  derivee  premiere  a donc  n — \ fois  les  racines 

— 1,  0,  H-  1 et  ime  racine  « entre  — 1 et  0,  une  autre  ß entre  0 et 

•fl.  La  derivee  de  cette  derivde  ou  derivee  seconde  a w — 2 fois  les 
racines  — 1,  0,  -fl,  une  racine  entre  — 1 et  a,  une  entre  a et  0, 
une  entre  0 et  ß,  et  une  ß^  entre  /3  et  -f  1.  En  continuant  ainsi  on 

voit  que  la  derivee  d’ordre  k a n — k racines  egales  ä — 1 , 0,  -fl  et 
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2 k racines  entre  — 1 et  + 1 , ce  qui  fait  en  tout  3 n — k racines. 
Pour  Je  = n,  on  obtient  le  poljnome  qui  n’adinet  plus  les  racines 
— 1,  0,  4- 1,  naais  qui  a 2n  racines  comprises  entre  — 1 et  + 1,  racines 
qui  sont  deux  ä deux  egales  et  de  signes  contraires,  puisque  le  poly- 
nöme  I\n  est  pair. 

Si  dans  le  polynöme  P^n  on  remplace  x*  par  z,  on  obtient  un 
polynome  de  degre  w en  ^ ayant  toutes  ses  racines  reelles  comprises 
entre  0 et  1. 

3.  D’apres  la  formule  du  binöme  on  a 

(1  — X“)”  = x^—~  • • • 


(2) 


D’oü,  en  prenant  la  derivee  d’ordre  n, 

+ ” ~ (J!L+  1 

1-2  r2-3-4  ' ’ 


On  voit  alors  que  le  polynöme  s’exprime  aisement  a l’aide 
de  la  Serie  hypergeometrique  ä 5 elements  etudiee  par  Clausen  (Jour- 
nal de  Grelle,  t.  3): 


On  a,  en  effet: 


« • ^ • y X g (g  -I-  1)  p (|?  4 1)  y (y  -t-  1)  x* 

< “r  j,'  /A  I i \ , I 1 • 2 


ö (Ä  4 0 * 0 4 0 

«41  n 4 2 1 


P,,  = 1 .2  . . . n f{-  n,  ^ i 1,  .r^) 

comme  on  le  verifie  sur  l’expression  (2), 

Comme  la  fonction  F verifie  une  equation  difierentielle  lineaire  du 
troisieme  ordre,  on  en  conclut  pour  P^„  une  equation  lineaire  du 
troisieme  ordre  que  Ton  pourra  former  directement  en  partant  de  la 
definition  (1). 

11  suffit  pour  cela  de  reraarquer  qu’en  posant 

u = X"  (z^  — a:*)” , 

M est  homogene  et  de  degre  Sn  en  x et  z;  on  a donc 


(3) 

mais 


du  , ÖU  ,y 

X yi — H ^ ö-  = Snu: 
dz  ’ 


dx 


5?=.2«z-T^,i 

cz  z'  — X*  ’ 


l’identite  (3),  dans  laquelle  on  fait  z = 1,  donne  donc 

a;  (1  — x’*)  4 nu  (Sx^—  1)  ==  0. 
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Prenant  maintenant  la  derivee  d’ordre  w + 2 par  rapport  a a:  et  rempla9ant 
-f-^par  P«,  = y,  on  a l’equation  diflFerentielle  deniandee: 

-f  3 («  — 1)  (w  4-  2)  xy' 2n  (n  + 1)  [n  -f  2)  //  = 0. 

4.  On  sait  que  M.  Her  mite  a considere  des  polynömes  a deux 
variables 


X_  ^ 
m,  n — ^ 


r"  + " (1  - a;»  - + " 


'ö  y" 


qui  sont  analogues  aux  polynömes  deLegendreet  qui  se  rattachent  aux 
series  hypergeometriques  de  deux  variables  que  j’ai  definies  dans  les 
Comptes  Rendus  des  Seances  de  TAcademie  des  Sciences  de  Paris  le 
10  fevrier  et  le  29  mars  1880  (T.  90,  296  et  731).  D’autres  polynömes  de 
meme  nature,  mais  d’une  definition  plus  generale,  peuvent  etre  ratta- 
ches  aux  memes  series  hypergeometriques  (loc.  cit.)  comme  je  l’ai 
montre  dans  ce  Journal  (66,  238)  en  1881. 

J’indiquerai  alors,  comme  im  sujet  d’exercice,  l’extension  des 
proprietes  des  polynömes  P-„,  etudies  dans  l’article  actuel,  aux  poly- 
nömes  analogues  a deux  variables 

f "■  + " \X  + " (1  _ - lf)  + «] 


im,  2h 


^ tH  ^ H 

Cx"‘  cy 


On  pourra  en  particulier  etudier  la  position  de  la  courbe 

Pswi,  2 « 0 


par  rapport  au  cercle 

^•2+  1 =0. 

Par  exemple  le  polynöme  Pg,o  est 


a [a;  (1  — a;«  — y*)] 
dx 


= 1 — 3a:^  — 


et  la  courbe  Pg,o  = 0 est  toute  entiere  dans  le  cercle.  Ce  fait  est 
general. 

Paris,  10  dccembre  1900. 
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Applications  of  the  elliptic  integral  of  the  tMrd  kind. 

By  A.  G.  Gueenhill  (Woolwich,  England). 


The  two  following  elliptic  integrale  of  the  third  kind  are  submitted 
to  readers  of  the  Archiv  der  Mathematik  und  Physik,  as  types  of 
a series  which  can  be  constructed  in  which  the  elliptic  parameter  is 
an  aliquot  part  of  a period,  and  the  integral  is  therefore  the  logarithm 
or  circular  function  of  an  algebraical  expression,  in  consequeuce  of 
Legendre’s  and  Abel’s  theorems  on  the  addition  of  the  integrals. 

Provided  with  a list  of  these  integrals,  the  treatment  of  the 
mechanical  problems  which  depend  on  the  elliptic  integral  of  the  third 
kind  may  be  resumed  by  the  student  of  mechanics  at  the  point 
where  it  is  usually  abandoned  in  an  unünished  state,  and  so  may  be 
continued  to  a tangible  result,  capable  of  being  calculated  numerically 
and  compared  with  experiment;  at  the  same  time  the  accuracy  may  be 
tested  of  the  method  for  the  numerical  computation  of  elliptic  functions 
given  in  Burkhardt’s  Elliptische  Funktionen,  § 126. 

As  specimens  of  mechanical  problems  requiring  completion  we 
may  eite  the  geodesics,  trajectories,  and  catenaries  on  various  surfaces; 
Poinsot’s  theory  of  the  herpolhode  of  a body  under  no  forces,  with 
Ja  CO  bi ’s  allied  motion  of  the  axis  of  a symmetrical  top  or  gyroscope; 
and  Kirchhoff’s  and  Clebsch’s  case  of  the  movement  of  a solid  in 
infinite  liquid  (American  Journal  of  Mathematics,  vol.  XX,  p.  1);  in 
fact,  the  applications  considered  in  Halphen’s  Fonctions  ellipti- 
ques,  t.  II. 

An  article  in  the  Math.  Annalen,  Bd.  52,  has  already  shown  the 
same  idea  in  its  application  to  Maurice  Levy’s  problem  of  the  elastic 
curve  under  uniform  normal  pressure;  it  is  curious  that  the  integral 
makes  its  appearance  there  in  exactly  the  same  shape  as  that  employed 
by  Abel  (Oeu\Tes,  I,  p.  140,  II,  p.  160);  and  it  is  important  to  notice 
that  if  V is  the  value  of  the  elliptic  argument  ii  in  Abel’s  form: 


u 


/ 


(Ix 

ax  + 6;’-}-  px^ 


corresponding  to  or  = oo , then  3 v corresponds  to  a;  = 0. 


% 

V 


Applications  of  thc  elliptic  integral  of  thc  third  kind. 


73 


In  Abels  treatment  by  means  of  tbe  periodic  continued  fraction 
the  degree  of  the  result  is  unnecessarily  high,  four  times  higher  than 
is  requisite,  and  indeed  eight  times  in  some  cases;  the  two  following 
integrals  will  show  the  reduction  in  degree  which  is  possible;  they  are 
chosen  of  the  second  stage,  as  required  in  most  mechanical  appli- 
cations,  and  also  of  the  circular  form. 

The  first  series  of  elliptic  integrals  of  the  third  kind,  corresponding 
to  an  elliptic  parameter 

K’i  K'i 


(2) 

can  be  written 


or 


(j) 


I (v)  — - — ^7— r sin—*  “ 

^ ^ *2n  -f  1 


-f  1 ^ 2»  -I-  1 ^ 

— * + . . . 


yx, 


cos 


— 1 


X 


H — 1 


fl  — 3 


--VX* 


Xy  = { X -\-  \)  {x^  -{■  P^X  + Pj)  , 

X^  = (-  ar  + 1)  P,x  4-  P,), 


2n  4-  1 C 

1 /’x’  — 1 4-  22  , 

K(X,X.) 

where 

(3) 

'4) 

and  the  constauts 

P,  Zj,  Pj,  ylj,  yla,  . . . 

have  to  be  determine<l  as  algebraical  functions  of  a parameter  a. 
The  roots  of 

(5)  x^—  PjO:  4-  Pj  = 0 

being  denoted  by  a and  ß,  we  have 


(«) 


X" 


^ 3 _ (}_  —J!} . 


«*  — ß 


j f 


X 


a*  — ’ 


and,  to  the  modiilus  x', 

^ = W~ } 27Tf  7 ’ 


1 ^ . 2nA" 


CO 

while 

(8) 


sn 


2n4-  1 


Q K'  K' 

-77-Tr~^-.  — 7.n  - — , — , or  ZS  „ — - , 
V(a’  — p*)  2 n 4-  1 * 2 n 4-  1 


according  to  the  region  of  the  parameter  «;  and  these  division-valiies 
(Teilwerte)  of  the  elliptic  functions  undergo  linear  transformations  in 
different  regions  of  a. 


d 


The  fiinction  zn  w means  Jacobi’s  fimction  Zu  = log  0 u,  while 


ZS  u = zn  u 4-  log  sn  u ~ log  Hu 


du 
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(9) 


Denoting  by  u the  real  elliptic  argiiment,  we  can  put 

K' 


X‘ 


= 7.- . r- V - 


and  for  the  theta-functions, 


^KÄ)y(i -z*) 


(10) 


Gu 

is  a constant  multiple  of  the  (2  m + 1)^**  root  of 

+ i + AiX”~‘  -\-  A^x’'~^  . . . .)  j/Xj. 

Thus,  with  2m  4-  1 = 9,  and  expressed  in  terms  of  a para- 
meter  a,  and 

(11)  J.  = a®4-  2a®  4-  oa*4-  10a®  4-  10a®  4-  4a  4-  1, 
it  will  be  found  that 

n*  4"  4*  0 1 


(12) 


-Pi  = 


2 a 


(13)  P, 


o®+  Sa^+öa^^-  6a®+  4o*+7a*+lla*+9a*+  4a+ 1+ (— a*—  2a®—  a*+  2a®+  2 a*+  2a+ 1)  V A 


8 a*  (a  + 1)  (a*  + a + 1} 

( 14)  - i (1  + P.)  = , 

/ 1 J _ — 5 — 11  — 19  — 24  — 16  — 7 — 1 -I-  (a< 

( IDj  — 

(16)  4= 
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3—1)  yA 


8a  (a*  4*  fl  4*  4)  ’ 

g®+5+  15+  34  + 58  + 73  4-  63  + 31  + 6-  1 + (— fl*- 4 - 9-  14-  14-8-  l)y  A 

16a  (a*  + a 4-  1) 

- gg  - 3 _ 5 - 6 + 24  + 61  + 67  + 15  - 20  - 6 -f  (g®  + 2 + 1 - 2 - 14  - 10  - 5)  yA 

Sa-  (a  + 1)  (g*+  fl  4-  1) 

The  second  series  of  Integrals  is  constructed  with  a parameter 
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2n  ’ 
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(18)  v = X4- 

and  can  be  written 

{B)  i(u)  = -sm-‘ 
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and  the  constants 

Qf  Vi>  Qiy  -^^8  • • • 

have  to  be  determined  as  algebraical  functions  of  a parameter  h. 
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and 


Applicatione  of  the  elliptic  integral  of  thc  third  kind. 
Now  aa  ^2  and  D are  both  negative,  or  both  positive, 
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2n 
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2n 
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K'  K'  P 
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(22) 


Bu 

is  a constant  multiple  of  the  M-th  root  of 

(^»-1  _ - . . .)  - Q^y  + (>2) 

+ i (y"-'+  1^1^"-'+  Jy,2/"“"+  • ••)  >^(/+  QxV-^  Qi)‘ 

Thiis,  for  2«  = 10,  expressed  in  terms  of  a parameter  h,  and 
(23)  B={l-h'^)  (1-46-6*), 

it  will  be  found  that 
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^ B,  2 Vi  -r  2 - 6)3  ' 

whence  B^  and  B^  can  be  calculated  and  verified,  by  a diflferentiation 
and  Identification. 
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Space  does  not  permit  of  more  than  a statement  of  these  results; 
for  the  preliminary  analytical  details  the  reader  is  referred  to  my 
papers  on  Elliptic  Functions  in  the  Proceedings  of  the  London 
Mathematical  Society,  volß.  XXV  and  XXVII;  by  their  aid  he  will  be 
able  to  construct  for  himself  the  results  of  lower  order,  correspond- 
ing  to  division  by  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8. 

Numerical  tables  of  the  elliptic  and  theta-functions  have  been 
projected,  in  which  the  elliptic  argument  should  proceed  by  degrees 
which  are  the  90‘*^  part  of  K or  JS";  the  two  particular  integrals  just 
given  for  9-  and  10-section  will  by  addition  and  subtraction,  in  con- 
junction  with  the  integrals  of  lower  order,  enable  us  to  assign  the 
division-values  for  any  such  degree  of  the  argument,  when  the  Param- 
eters a and  h have  been  foimd,  which  give  by  trial  the  same  modulus. 

It  wiU  be  noticed  however  that  in  the  mechahical  applications 
the  Parameter  t?  is  a fraction  of  the  imaginary  period,  so  that  these 
tabular  values  of  the  theta-functions  could  not  be  utilised,  even  if  they 
were  available. 

A change  from  the  circular  to  the  logarithmic  form  of  these  elliptic 
integrals  of  the  third  kind,  and  to  a parameter  which  is  a fraction  of 
the  real  period,  is  made  immediately  by  a change  of  into  — X,. 

The  mathematical  student  can  exercise  himself  in  the  construction  of 
particular  cases  of  these  integrals  (Ä)  and  (jB);  also  in  the  construction 
of  the  integrals  of  the  first  stage,  corresponding  to  a parameter 

_ 

~ 2 n -}-  1 ’ 

and  afterwards  he  can  apply  them  to  the  exact  solution  of  mechanical 
Problems;  for  instance  in  the  construction  of  the  corresponding 
algebraical  expressions  for  the  multiplicative-elliptic-functions  a,  ß,  y,  d, 
employed  in  Klein-Sommerfeld,  Theorie  des  Kreisels,  2,  420. 

Incidentally  the  division-values  of  the  elliptic  functions  are  given 
in  the  course  of  the  investigation;  so  that  in  this  theory  we  reverse 
the  ordinary  procedure,  and  begin  with  the  expression  of  some  of 
the  simplest  division-values  in  terms  of  some  parameter  a or  h,  and 
afterwards  construct  the  modulus  and  algebraical  invariants. 

The  theory  of  the  transformation  of  elliptic  fimctions,  cultivate<I 
by  pure  analysts,  involves  the  Symmetrie  functions  of  the  division- 
values,  and  so  may  be  considered  solved  at  the  same  time;  but  the 
transformation  theory  is  of  no  practical  utility  for  the  mechanical 
applications;  it  is  the  division  theory  which  is  required,  and  which 
should  be  extended  as  far  as  possible. 

Woolwich,  Dec.  5,  1900. 
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über  die  Giltigkeit  des  Draperschen  Gesetzes. 

Von  0.  Lummer  in  Charlottenburg.') 

Das  Drap  er  sehe  Gesetz  sagt  aus,  dafs  alle  festen  Körper  hei 
derselben  Temperatur  zu  leuchten  beginnen  und  dafs  sie  zuerst  rotes 
Licht  aussenden.  Glaubte  Draper*)  dieses  Gesetz  auf  experimentellem 
Wege  nachgewiesen  zu  haben^),  so  gelangte  G.  Kirchhoff  auf  theo- 
retischem Wege  dazu,  indem  er  es  als  Folge  seines  bekannten  Gesetzes 
Tou  der  Absorption  und  Emission  hinstellte.  Beide  Schlufsfolgerungen 
sind  nicht  erlaubt.*)  Bei  der  genauen  Erörterung  beider  Folgerungen 

1)  Der  Verfasser  hat  in  Beinern  Rapport  „Le  rayonnement  des  corps  noirs“, 
den  er  bei  Gelegenheit  des  Internationalen  Physiker-Kongresses  in  Paris  1900 
erstattet  hat,  eine  Reihe  neuer,  wichtiger  Ergebnisse  mitgeteilt,  welche  wohl  ver- 
dienen, auch  dem  deutschen  Leserkreise  bekannt  zu  werden.  Auf  eine  dahin- 
gehende Bitte  seitens  der  Redaktion  hatte  Herr  Lummer  die  Güte,  seine  Resultate 
unter  erweiterten,  neuen  Gesichtspunkten  in  diesem  imd  einem  folgenden  Artikel 
darzulegen. 

Indem  wir  ihm  hierfür  Dank  sagen,  nehmen  wir  diese  Gelegenheit  zum 
Anlafs,  um  unser  Trogramm  bezüglich  des  jihysikalischen  Teits  im  Archiv  zu  ver- 
Tollständigen : Aufser  mathematisch-physikalischen. Untersuchungen,  welche  auch 
schon  früher  in  dieser  Zeitschrift  Aufnahme  fanden,  werden  wir  gern  bereit  sein, 
wiche  Arbeiten  aufzunehmen,  welche  im  Vordergründe  stehende  Fragen  der 
experimentellen  Physik  von  neuen  Gesichtspunkten  aus  beleuchten.  So  sind  wir 
in  der  Lage  unseren  Lesern  für  den  zweiten  Band  einen  Aufsatz  über  die  Licht- 
«nigfiion  der  Gase  in  Aussicht  zu  stellen,  den  uns  Herr  E.  Pringsheim  freund- 
lichst  zugesagt  hat. 

Wir  hoffen  auf  diese  Weise  eine  Lücke  in  der  physikalischen  Litteratur 
insofern  auszufüllen , als  dieser  Teil  des  Archivs  die  Mitte  halten  würde  zwischen 
den  Annalen  der  Physik  und  denjenigen  physikalischen  Zeitschriften,  deren  Artikel 
mehr  didaktischer  oder  rein  populärer  Art  sind.  Wir  richten  daher  an  die  Physiker 
die  Bitte,  uns  Beiträge  im  genannten  Sinne  gütigst  zugehen  zu  lassen. 

Die  Redaktion. 

2)  Drape  r:  Amer.  Joum.  of  Sc.  (2)  t.  IV.  1847.  — Phil.  Mag.  (8)  t.  XXX; 
oäj-  1847.  — Scient.  Memoirs  p.  44.  London  1878. 

3)  G.  Kirchhoff:  Pogg.  Ann.  Bd.  109  p.  275 — .801.  1860. 

4)  0.  Lummer:  „Le  rayonnement  des  corps  noirs“.  Rapports  Congr.  Intern, 
de  Phys,  Bd.  II,  41 — 99.  Paris.  Gauthier-Villars  1900. 
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werde  ich  gleichzeitig  Veranlassung  finden,  auf  die  Bedeutung  des 
schwarzen  Körpers  für  die  Wärmestrahlung  und  die  Leuchttechnik 
näher  einzugehen,  das  Kirchhoffsche  Gesetz  von  einer  neuen  Seite 
zu  beleuchten  und  die  Beziehung  der  neueren  physiologischen  Erkennt- 
nisse der  Wirkungsw'eise  unserer  Netzhautelemente  zur  Lichtemission 
eingehend  zu  erörtern. 

1.  Das  Kirchhoffsche  Gesetz  in  seiner  tcahren  Bedeutun{f.  — Das 
schon  vor  Kirch hoff  bekannte  Gesetz  von  der  Konstanz  des  Verhältnisses 
der  Emission  und  Absorption  erhielt  seine  wahre  und  fruchtbare  Be- 
deutung erst  durch  Kirchhoffs  genaue  Formulierung  und  mathematische 
Begründung  für  jede  Wellenlänge.  Um  diesen  Beweis  erbringen  zu 
können,  führt  Kirchhoff  die  Definition  des  absolut  schwarzen  Körpers 
ein,  „welcher  alle  Strahlen,  die  auf  ihn  fallen,  vollkommen  absorbiert, 
also  Strahlen  weder  reflektiert,  noch  hindurchläfsk‘.  Ist  Cx  das  Emissions- 
vermögen des  wenigstens  „denkbaren'^  vollkommen  schwarzen  Körj)ers 
und  bedeuten  Ex  und  Ax  das  Emissions-  und  das  Absorptionsvermögen 
eines  heliehigoi  Körpers,  bezogen  auf  die  gleiche  Wellenlänge  und  die 
gleiche  Temperatur,  so  lautet  das  Kirchhoffsche  Gesetz: 

Ex 

Ax 

wo  ex  lediglich  eine  Funktion  der  Temperatur  des  schwarzen  Körpers  ist. 

Der  Kirchhoffsche  Satz  sagt  also  aus,  erstens  dafs  das  Verhältnis 

Kx 

der  Emission  und  AbsorjHioti  ^ aller  Körper  bei  ein  und  derselben 

Temperatur  konstant  sei  und  zweitens,  dafs  der  M^crt  dieser  Konstanten 
stets  gleich  dem  Jfmissionsvermögen  des  schwarzen  Körpers  für  die  gleiche 
Temperatur  und  Wellenlänge  ist. 

Ül)er  der  Fruchtbarkeit,  welche  eine  aus  dem  ersten  Teil  dieses 
Satzes  gezogene  Folgerung  für  die  Kenntnis  der  Gestirne  wie  der 
irdischen  Körperwelt  mit  sich  brachte,  vergafs  man  nur  zu  lange  die 
strahlungstheoretische  Bedeutung  des  zweiten  Teiles.  Noch  merkwürdiger 
aber  will  mir  scheinen,  dafs  das  Kirchhoffsche  Gesetz  die  glänzendsten 
Früchte  auf  einem  Gebiete  gezeitigt  hat,  auf  dem  seine  strenge  An- 
wendung uns  heute  kaum  als  erlaubt  gelten  dürfte.  Das  Kirchhoffsche 
Gesetz  ist  nämlich  wie  der  zweite  Hauptsatz,  mit  dessen  Hilfe  es  be- 
wiesen ist,  nur  für  reine  Temperaiurstrahlung  gütig,  sodafs  die  Strahlung 
infolge  Luminescenz  ausgeschlossen  ist.  Nun  wissen  wir  aber  heute \), 
dafs  das  Leuchten  der  Gase  und  Dämpfe  wesentlich  durch  Luminescenz, 
sei  es  Chemi-  oder  Thermoluminescenz,  hervorgerufen  wird,  nicht  aber 

1)  Vergl.  E.  Pringsheim:  „Sur  l’euiission  de»  gaz“.  Rapports  Congr.  lutem. 
Bd.  n p.  100—132.  Paris,  Gauthier-Villars  1900. 


Digitized  by  Google 


l^er  die  Giltigkeit  des  Draperschen  Gesetzes. 


79 


auf  der  ihnen  innewohnenden  Temperatur  allein  beruht.  Auf  die  in 
der  Sonne  leuchtenden  Gase  darf  somit  das  Kirch  hoff  sehe  Gesetz 
ebensowenig  angewandt  werden  wie  auf  die  in  der  Natriumflamme 
und  ähnlichen  Flammen  glühenden  Dämpfe. 

Um  so  wichtiger  ist  die  strahlungstlicoretische  Bedeutung  dieses 
Satzes,  deren  Gröfse  und  Tragweite  erst  jetzt  in  ihrer  ganzen  Fülle 
erkannt  worden  ist.  Sie  gipfelt  in  der  innigen  Beziehung  des  schwarzen 
Kür|)ers  zur  realen  Körperwelt.  Durch  den  Kirchhoffschen  Satz  sind 
nämlich  die  Strahlungsgesetze  aller  Körper,  soweit  sie  infolge  der 
Temperatur  strahlen,  auf  dasjenige  des  vollkommen  schwarzen  Körpers 
zurückgeführt.  Ist  dieses  bekannt,  so  braucht  man  nur  die  Absorptions- 
Termögeu  der  übrigen  Körper  zu  bestimmen,  um  auch  deren  Strahlungs- 
gesetze  zu  kennen.  Kirchhoff  spricht  cs  auch  aus,  dafs  das  Gesetz 
der  schwarzen  Strahlung  unzweifelhaft  von  einfacher  Form  ist,  wie  alle 
Funktionen  es  sind,  die  nicht  von  den  Eigenschaften  einzelner  Körper 
abhängeii,  und  fügt  hinzu,  dafs  erst,  wenn  auf  experimentellem  Wege 
dieses  Gesetz  gefunden  sei,  die  ganze  Fruchtbarkeit  seines  Satzes  sich 
zeigen  werde. 

Um  das  Strahlungsgesetz  des  schwarzen  Körpers  zu  bestimmen, 
war  es  freilich  notwendig,  vorher  die  von  Kirchhoff  definierte  schwarze 
Strahlung  dem  Experimente  zugänglich  zu  machen.  Bis  in  die  neueste 
Zeit  hinein  bemühte  man  sich  meistens  vergeblich,  dieses  hohe  Ziel 
zu  erreichen.*)  Es  ist  dies  um  so  merkwürdiger,  als  auch  der  Weg 
für  die  Verwirklichung  der  schwarzen  Strahlung  durch  Kirchhof fs 
Gesetz  gegeben  und  in  einer  Folgerung  enthalten  ist,  die  schon 
Kirchhoff  aus  seinem  Gesetze  gezogen  hat.  Wegen  ihrer  Wichtig- 
keit werde  sie  wörtlich  angeführt.  Sie  lautet^):  „Wenn  ein  Raum  von 
Körpern  gleicher  Temperatur  umschlossen  ist,  und  durch  diese  Körper 
keine  Strahlen  hindurchdringen  können,  so  ist  ein  jedes  Strahlenbündel 
im  Innnem  des  Raumes  seiner  Qualität  und  Intensität  nach  gerade  so 
beschaffen,  als  ob  es  von  einem  vollkommen  schwarzen  Körper  derselben 
Temperatur  herkäme,  ist  also  unabhängig  von  der  Beschaffenheit  und 
Gestalt  der  Körper  und  nur  durch  die  Temperatur  bedingt.“ 

Erhitzt  man  also  nach  dem  Vorgänge  von  W.  Wien  und  mir®) 
ri^ne  mit  einer  kleinen  Öffnung  versehene  Hohlkugcl  auf  eine  überall 
gleichmäfsige  Temperatur^  so  dringt  aus  der  Öffmmg  die  dieser  Temperatur 
entsprechende  schwarze  Strahlung'^. 

1)  Auf  die  Geschichte  des  schwarzen  Körpers  und  seine  Gesetze  werden  wir 
in  einem  späteren  Aufsatz  zurückkommen. 

2)  G.  Kirchhoff:  Pogg.  Ann.  109,  292.  1860. 

3)  W.  Wien  und  0.  Lummer:  Wied.  Ann.  66,  451—456.  1895. 
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2.  Das  Drapersdie  Gesetz  eine  Folget'ung  Kirchhoffs  aus  seinem 
Satz.  — Eine  zweite  Folgerung,  die  Kirchhoff  aus  seinem  Satze  zieht, 
führt  zum  Draperschen  Gesetze.  Hierbei  geht  Kirchhoff  von  der  Er- 
fahrung aus,  dafs  ein  Körper,  z.  B.  ein  elektrisch  geglühter  Platindraht, 
beim  allmählichen  Erhitzen  anfangs  gar  keine  sichtbaren  Strahlen  aus- 
sendet, dann  rote,  zu  denen  sich  bei  weiterer  Temperatursteigerung 
gelbe,  grüne  etc.  Strahlen  gesellen.  Zunächst  folgert  hieraus  Kirchhoff, 
dafs  die  Strahlungsintensität  (Jx)  des  schwarzen  Körpers  für  alle  Tem- 
peraturen unterhalb  einer  gewissen  Temperatur  gleich  Null  ist  und 
für  höhere  Temperaturen  mit  diesen  wächst;  dabei  ist  diese  Grenz- 
temperatur je  nach  der  Wellenlänge  verschieden.  Die  Strahlungs- 
intensität (Jx)  des  schwarzen  Körpers  steht  mit  dessen  Emissions- 
vermögen (e^)  in  der  einfachen  Beziehung: 

T dsd» 

= ex  ~~  } 

wenn  man  mit  ch  und  ds'  die  Projektionen  zweier  sich  bestrahlenden, 
schwarzen  Flächenelemente  auf  die  Strahlungsrichtung  und  mit  r die 
Entfernung  der  Elemente  von  einander  bezeichnet.  Nach  Kirchhoff 
erleidet  Jx  einen  Sprung,  also  auch  ex,  und  da  Ax  bei  jeder  Temperatur, 
unter-  und  oberhalb  der  Grenztemperatur  endlich  sein  muls,  so  folgt 
logisch  richtig,  dafs  auch  Ex  den  Sprung  bei  derselben  Temperatur  wie  ex 
ausführt.  Nun  gilt  das  Kirchhoff  sehe  Gesetz  für  jeden  Temperatur- 
strahler, also  gelangt  man  zu  Kirchhoffs  Folgerung:  „dafs  alle  Körper, 
wenn  ihre  Temperatur  allmählich  erhitzt  wird,  bei  derselben  Temperatur 
rot  zu  glühen,  bei  einer  höheren,  allen  gemeinsamen  Temperatur  gelbe 
Strahlen  etc.  auszugeben  anfangen“. 

Die  Kirchhoffsche  Annahme,  dafs  Jx  einen  plötzlichen  Sprung 
mache,  ist  aber  nicht  zutreffend,  da  die  Strahlungsintensität  mit  ab- 
nehmender Temperatur  asymptotisch  der  Null  sich  nähert.^) 

Aber  selbst  wenn  diese  Hypothese  richtig  wäre,  entbehrt,  wie 
ich  nun  zeigen  will,  die  aus  ihr  mit  Hilfe  des  Kirchhoffschen  Satzes 
gezogene  Konsequenz  der  Berechtigung. 

Aus  dem  Kirchhoffschen  Satz  kann  man  nur  das  besonders  für 
die  Leuchttechnik  wichtige  Resultat  folgern,  dafs  bei  ein-  und  der- 
selben Temperatur  von  allen  Körpern  jedenfalls  der  schwarze  Körper 
die  maximale  Energie  aussendet  und  zwar  in  Bezug  auf  jede  Wellen- 
länge. Es  werden  somit  die  Energiekurven  aller  Substanzen  bei  jeder 
Temperatur  von  deijenigen  des  schwarzen  Körpers  gleicher  Temperatur 

1)  Hierauf  hat  auch  schon  Max  Planck  aufmerksam  gemacht  bei  Gelegenheit 
der  Herausgabe  der  Kirchhoffschen  Abhandlung  in  Ostwaldts  Klassikern  der 
exakt.  Wissensch.  Nr.  100.  Leipzig.  Verlag  v.  W.  Engelmann  1898. 
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eingehiiUt,  gleichviel,  ob  der  strahlende  Körper  ein  kontinuierliches,  ein 
Banden*  oder  ein  Linienspektrum  aussendet;  nur  muls  er  ein  reiner  Tempe- 
raturstrahler sein  und  darf  sein  Leuchten  nicht  der  Luminescenz  verdanken. 

In  unseren  gebräuchlichen  Lichtquellen  wie  in  den  Gras-  und 
Petroleumlampen,  in  der  elektrischen  Glüh-  und  Bogenlampe  strahlt 
hauptsächlich  die  Kohle  in  festem  Zustande  und  ihre  Strahlung  ist 
zweifellos  reine  Temperaturstrahlung. 

Allen  diesen  Lichtem  ist  demnach  bei  gleicher  Temperatur  der 
schwarze  Körper  an  Strahlungsintensität  imd  Helligkeit  ühtrleyen;  wenn 
man  aber  auch  mit  keiner  dieser  Lichtquellen  einen  grölseren  Lichtetfekt 
erzielen  kann,  als  mit  einem  gleichhoch  temperierten  schwarzen  Körper, 
ist  dieser  gleichwohl  nicht  der  ökonomischste.  Denn  er  sendet  auch  die 
maximale  Energie  im  unsichibaren  Gebiet  des  Spektrums  aus,  und  diese  ist 
für  das  Auge  unnützer  Ballast.  Ökonomischer  sind  daher  als  Leuchtstoffe 
aUe  diejenigen  nichtschwarzen,  selektiv  reflektierenden  Stoffe,  welche  relativ 
zum  schwarzen  Körper  die  LichtweUen  besser  verschlucken  als  die  Wärme- 
wellen und  von  diesen  bilden  diejenigen  >viederum  die  ökonomischsten, 
welche  die  sichtbaren  Strahlen,  rot  bis  violett,  vollkommen  absorbieren, 
die  unsichtbaren  aber  vollkommen  zurückwerfen  oder  voUkommen  durch- 
lassen. Letztere  können  als  „ideale“  Temperaturstrahler  bezeichnet  werden. 

Ob  es  solche  Leuchtkörper  giebt,  die  absolut  schwarz  für  das 
sichtbare  Spektrum  und  absolut  spiegelnd  oder  durchlässig  für  das 
unsichtbare  Wellenlängengebiet  sind? 

Inwieweit  der  Auerstrumpf  seine  hohe  Leuchtkraft  dieser  selektiven 
Keflexionseigenschaft  zu  verdanken  hat,  ist  noch  nicht  entschieden.  Bei 
den  Oxyden  der  seltenen  Erden  scheint  ebenso  wie  bei  den  in  der 
Xernstlampe  glühenden  Stoffen  die  Höhe  der  erreichten  Temperatur 
(etwa  2400®  abs.)  die  Hauptrolle  zu  spielen.  Schreitet  doch  hier  die 
HeUigkeit  etwa  mit  der  zwölften  Potenz  der  absoluten  Temperatur  fort*), 
sodafs  ein  höher  temperierter  schwarzer  Körper  recht  wohl  ökonomischer 
sein  kann  als  ein  niedriger  temperierter  selektiver  „idealeP^  Leuchtkörper. 

l)  Vergl.  O.  Lummur  und  F.  Kurlbauni:  Verhdlgn.  d.  Deutsch.  Phj’s.  Goa. 

ü.  Nr.  8,  pag.  89 — 92.  1900.  Aus  dieser  Arbeit  werde  folgende  Tabelle  mit- 
geteilt, aus  welcher  die  oben  angegebene  Potenz  gefolgert  ist.  Mifst  man  bei  einer 
abioloten  Temperatur  1\  und  der  ihr  benachbarten  die  zugehörigen  Helligkeiteu 
^1  und  i/,  und  setzt;  ^ so  erhält  mau  folgende  Werte  von  x: 

T abs.  j 900  I 1000  | 1100  | 1200  | 1400  | 1600  | 1900 

X I 30  I 25  I 21  I 19  I 1»  j 15  I 14 

Aus  diesem  rapiden  Anwachsen  der  photometrischen  Helligkeit  ist  ersichtlich, 
ein  wie  scharfes  Kriterium  hierdurch  für  Gleichheit  der  Temperatur,  z.  B.  innerhalb 
»1«  schwarzen  Körpers,  gegeben  ist. 

.\tcMt  der  Mütlieumtik  und  Phynik.  111.  Keihe.  I.  G 
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Findet  man  experimentell,  dafs  eine  Lichtquelle  für  denselben 
Spektralbezirk  heller  ist  als  der  schwarze  Körper  gleicher  Temperatur, 
dann  folgt  nach  dem  Kirchhoffschen  Gesetze  notwendig,  dafs  ihre 
Strahlung  als  Luminescenzerscheinung  anzusprechen  ist.  Es  mOfste 
dieser  Fall  eintreten  bei  den  leuchtenden  Dämpfen  mit  Linienspektren 
z.  B.  bei  der  Natrium-  oder  Lithiumflamme,  von  denen  E.  Pringsheini 
anderweitig')  nachgewiesen  hat,  dafs  sie  infolge  Chemiluminescenz 
leuchten.  Hiernach  würden  also  gerade  die  Gasspektra  auszuscheiden 
haben,  da  für  sie  da.s  Kirch  hoff  sehe  Gesetz  nicht  gilt.  Auf  sie  allein 
wendete  man  aber  die  spektralanalytische  Methode  an. 

Gemäfs  seiner  maximalen  Strahlimg  wird  der  schwarze  Körper 
von  allen  anderen  Temperatu rstrahleni  auch  ziurd  Hkhtlmr  sein.  Es 
ist  klar,  dafs  wir  mit  unserem  Auge  die  Existenz  von  Wellen  erst 
nachweisen,  also  den  sie  aussendendeu  Körper  sehen  können,  wenn 
deren  Intensität  den  Schivcllcniveii  überschritten  hat.  Dieser  wird  aber 
zuerst  vom  schwarzen  Körjjer  erreicht,  und  nach  ihm  erst  von  den 
übrigen  Substanzen,  geordnet  nach  der  Gröfse  ihres  Absori)tion8-  und 
Emissionsvermögens  für  die  der  Beobachtung  unterworfenen  Wellen.  Ein 
uichtschwarzer  Körper  wird  also  im  Vergleich  zum  schwarzen  bei  einer 
höheren  Temperatur  erscheinen,  bei  derjenigen  nämlich,  für  welche  seine 
Strahlungsintensität  gerade  den  Schwellenwert  erreicht  hat.  Und  sagt 
Kirchhoff  nicht  dasselbe,  wemi  er  obigem  Satz  hinzufügt:  „Die  Inten- 
sität der  Strahlen  von  gewisser  Wellenlänge,  welche  verschiedene  Körper 
bei  derselben  Temperatur  aussenden,  kann  aber  eine  sehr  verschiedene 
sein;  sie  ist  proportional  mit  dem  Absorptionsvermögen  der  Körper 
für  Strahlen  der  in  Bede  stehenden  Wellenlänge.  Bei  derselben  Tempe- 
ratur glüht  deshalb  Metall  lebhafter  als  Glas  und  dieses  mehr  als  ein 
Gas  etc.“ 

Mithin  ist  gezeigt,  dafs  das  Drapersche  Gesetz  sclilechterdings 
aus  dem  Kirchhoffschen  Satze  nicht  abgeleitet  werden  kann;  jetzt 
soll  bewiesen  werden,  dafs  es  auch  nicht  aus  den  Draperschen  Ver- 
suchen folgt. 

Die  richtige  Deutung  der  Draperschen  Versuche.  — Draper 
erhitzt  in  einem  unten  geschlossenen  Flintenlauf  die  verschiedensten 
Substanzen  Kalk,  Marmor,  Flufsspat,  Eisen,  Glas,  Kohle  etc.  und  be- 
obachtet mit  gut  ausgeruhtem  Auge  im  dunklen  Zimmer  den  Beginn 
des  Leuchtens.  Während  Kalk,  Marmor  und  Flulsspat  mit  weifslichem, 

1)  E.  Pringsheiin:  Wied.  Ann.  Bd.  4ö  p.  437.  1892  und  Bd.  49  p.  347.  1893. 
Hierbei  möchte  ich  bemerken,  dals  mir  die  von  H.  Kays  er  und  in  sehr  scharfer 
Weise  von  P.  Paschen  gegen  Pringsheims  Schlüsse  geltend  gemachten  Bedenken 
der  Begründung  zu  entbehren  scheinen. 
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bezw.  bläulichem  Lichte  zuerst  erschienen,  begannen  alle  Metalle,  Kohle 
und  ähnliche  Körper  bei  977“  F.  oder  525®  (J.  zugleich  mit  dem  Flinten- 
rohr rotes  Licht  auszusenden.  Indem  Draper  das  vom  Kalk,  Fluls- 
spat  etc.  ausgesandte  Licht  als  Luminescenzlicht  ausschlielst,  gelangt 
er  zu  dem  Schlufs,  „dafs  (die  festen  Körper  und  vieMeicht  auch  ge- 
schmolzene Metalle  bei  derselben  Temperatur  zu  leuchten  beginnen^''  und 
hält  diese  Temperatur  sogar  für  einen  natürlichen  Fixpunkt,  welcher 
merkwürdigerweise  fast  gerade  1(X)0®  F.  betrage. 

Die  Drap  ersehe  Folgerung  ist  falsch,  da  Draper  alle  Substanzen  in 
einem  nahe  gleichtemperierten  Hohlraum  (geschlossener  Flintenlauf)  er- 
hitzt. Denn  in  einem  solchen  Raume  müssen,  wie  wir  heute  wissen, 
notwendig  alle  Substanzen  gleichzeitig  dieselbe  Helligkeit  aussenden, 
falls  sie  nicht  luminescierende  sind.  Andrerseits  ist  die  Drapersche 
Annahme,  dafs  Kalk,  Marmor  und  Flufsspat  luminescieren,  da  sie  vor 
den  anderen  Substanzen  zu  leuchten  beginnen,  zwar  richtig,  das  aber 
konnte  Draper  nicht  wissen;  denn  erst  auf  Grund  des  Kirchhoffschen 
Satzes  und  mit  Hilfe  der  Theorie  des  Hohlraumes  kann  das  vor  dem 
Glühen  der  meisten  Substanzen  eintretende  Leuchten  von  Kalk,  Marmor 
• and  Flufsspat  als  Ausnahme  von  der  reinen  Temperaturstrahlung  an- 
gesprochen werden. 

Es  entbehrt  die  Drapersche  wie  die  Kirchhoffsche  Deduktion 
nicht  einer  gewissen  Komik,  wenn  man  sie  vom  heutigen  Standpunkt 
aus  betrachtet: 

G.  Kirchhof f zieht  aus  seinem  Satze  zwei  Folgerungen,  von  denen 
die  erste  zur  Theorie  des  Hohlraumes  und  des  schwarzen  Körpers, 
die  zweite  zum  Draperschen  Gesetz  führt.  Als  Beweis  für  die  zweite 
Folgerung  sieht  Kirchhoff  die  V^ersuche  von  Draper  an  und  sagt,  dafs 
die  dem  Draperschen  Gesetz  nicht  folgenden  Substanzen,  wie  Marmor, 
Kalk  und  Flufsspat  als  Ausnahmen  von  der  reinen  Temperaturstrahlung 
zu  betrachten  sind.  Es  entspinnt  sich  sogar  eine  Art  Prioritätsstreit 
seitens  Drapers,  welcher  betont,  dafs  seine  Arbeiten  von  Kirchhoff 
nicht  genügend  gewürdigt  worden  seien  und  sein  Gesetz  auch  ohne 
die  Kirchhoffsche  Deduktion  als  erwiesen  hinstellt.  Nun  ist  aber 
weder  die  Kirchhoffsche  Herleituug  des  Draperschen  Gesetzes  stich- 
haltig, noch  folgt  dieses  Gesetz  aus  den  Draperschen  Versuchen.  Diese 
sind  eben  kein  Beweis  für  Kirchhoffs  zweite  Folgerung,  sondern  nur 
für  Kirchhoffs  erste  Folgerung,  gemäfs  der  in  einem  gleichtemperierten 
Hohlraum  die  schwarze  Strahlung  herrscht,  Ln  welchem  also  alle  indi- 
viduellen Eigenschaften  der  verschiedenen  Substanzen  vei-schwinden, 
soweit  sie  ihre  Strahlung  der  Temperatur  verdanken.  Erst  auf  Grund 
dieser  Beweiskraft  der  Draperschen  V^ersuche  ist  der  von  Draper 
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und  Kirchhof f gemeinsam,  aus  falscher  Prämisse  erhaltene  SchluTs 
berechtigt,  das  zeitlich  vor  dem  Hohlraum  eintretende  Glühen  von 
Kalk,  Marmor  und  Flulsspat  als  Luminescenz  anzusprechen. 

Noch  ehe  also  Kirchhoff  sein  Gesetz  formulierte,  war  der  schwarze 
Körper  verwirklicht  gewesen.  Aber  auch  der  von  W.  Wien  und  mir 
im  Jahre  1895  gemachte  weitere  Vorschl^,  mittels  des  gleichtemperierten 
Hohlraumes  die  luminescierenden  Substanzen  von  den  Temperaturstrahlem 
zu  scheiden,  war  von  Draper  ausgeführt  worden,  wenn  auch  die  Deutung 
des  Versuchs  erst  jetzt  erkannt  worden  ist.  Dafs  selbst  dem  Schöpfer 
der  Hohlraumtheorie  deren  Bedeutung  und  praktische  Tragweite  nicht 
ganz  zum  Bewufstsein  gekommen  ist,  geht  wohl  daraus  hervor,  dafs 
Kirchhoff  im  Anschlul's  an  seine  Folgerung  vom  gleichtemperierten 
Hohlraura  sagt^j:  „Der  in  diesem  § ausgesprochene  Satz  kann  auch 
nicht  aufhören  zu  gelten,  wenn  unter  den  gedachten  Körpern  sich 
fluorescierende  befinden.  Die  Gleichung  EjA  = e kann  allgemein  für 
einen  solchen  Körper  nicht  gelten,  aber  sie  gilt  für  ihn,  wenn  er 
in  eine  vollkommen  schwarze  Hülle  von  derselben  Temperatur  ein- 
geschlossen ist  etc.^' 

Hiernach  hätte  also  Kirchhoff  die  vorzeitig  leuchtenden  Sub- 
stanzen Kalk  etc.  auch  nicht  als  luminescierende  hinstellen  dürfen, 
selbst  wenn  er  .sich  dessen  bewufst  geworden  wäre,  dals  Drap  er  s 
V^ersuche  gar  nicht  zum  Draperschen  Gesetze  führen,  da  doch 
bei  ihnen  alle  Substanzen  im  schwarzen  Hohlraum  erhitzt  worden 
waren. 

Übrigens  hat  Kirchhoff  in  der  späteren  ausführlicheren  Publi- 
kation seiner  „Untersuchimgen  über  das  Sonnenspektrum  und  die 
Spektren  der  chemischen  Elemente“,  Berlin,  Dümmler  1862  obigen 
Passus  fortgelassen.  Da  er  aber  nach  wie  vor  das  Drapersche 
Gesetz  beibehielt,  so  folgt,  dals  ihm  entweder  Drapers  Versuchs- 
anordnung unbekannt  oder  dafs  ihm  seine  Hohlraumtheorie  nicht  bis  zu 
ihrer  letzten  Konsequenz  vertraut  war. 

Jetzt,  nachdem  der  mit  einer  Öffnung  versehene,  gleichtemperierte 
Hohlraum  unsere  Kenntnis  über  die  Gesetze  der  Strahlung  so  schnell 
und  gründlich  gefördert  hat,  scheint  man  von  gewisser  Seite  nur  zu 
geneigt,  die  Verwirklichung  der  schwarzen  Strahlung  als  eine  selbst- 
verständliche Sache  hinstellen  zu  wollen. 

Wie  sicher  begründet  das  Drapersche  Gesetz  galt,  ist  wohl  daraus 
zu  ersehen,  dafs  die  zu  Grunde  liegenden  Versuche  volle  40  Jahre 
ohne  Wiederholung  blieben,  obgleich  nach  dem  Kirchhoffschen  Gesetz 


(t.  Kirchhoff:  Pogg.  Ann.  Bd.  lOÜ,  p.  300.  18ö0. 
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geradezu  erwartet  werden  mufste,  dafs  die  verschiedenen  Teinperatur- 
ütrahler  infolge  ihres  verschiedenen  Absorptionsvermögens  bei  ver- 
Kchifdeuer  Temperatur  über  die  Schwelle  schreiten  würden.  Zu  dieser 
Unerschütterlichkeit  des  Draperschen  Gesetzes  trug  freilich  Kirch- 
hoffs  vermeintliche  theoretische  Begründung  wesentlich  bei.*) 

4.  Die  Grnuglui  in  ihrer  Beziehung  zum  Draperschen  Gesetz,  — 
Erst  H.  F.  Weber’)  lenkte  die  allgemeine  Aufmerksamkeit  wieder  den 
Draperschen  Versuchen  zu,  als  er  den  Beginn  der  Rotglut  verschiedener 
Kohiefasem  beobachtete,  um  die  Ökonomie  der  Glühlampen  zu  be- 
stimmen. Bei  Ausführung  dieser  Beobachtungen  im  Dunkelzimmer  bei 
Nacht,  bemerkte  er,  dals  die  Lichtentwickelung  gar  nicht  mit  der 
Rotglut  beginnt,  sondern  der  Kohlefaden  anfangs  ein  „düsteniehelgraiuis“ 
oder  ^espe^istergrcmes^'  Licht  aussendet.  „Diese  erste  Spur  düstemebel- 
grauen  Lichtes  erscheint  dem  Auge  als  etwas  unstet,  glimmend,  auf- 
und  abhuschend,  und  dieses  Hin-  imd  Herzittem  verschwindet  erst  mit 
dem  Auftreten  der  ersten  Andeutung  der  Rotglut;  von  da  an  machte 
das  von  dem  Faden  ausgesandte  Licht  den  Eindnick  eines  absolut 
ruhigen  Lichtes.“ 

Hiermit  schien  das  Drap  er  sehe  Gesetz  ganz  zu  Falle  gebracht, 
zumal  H.  F.  Weber  und  R.  Emden®)  feststellten,  dafs  Gold  schon 
bei  423®  C.  und  Neusilber  bei  403®  C.  Licht  auszusendeii  beginnen, 
während  die  erste  Rotglut  nach  Drap  er  erst  bei  etwa  525®  C. 
einsetzt. 

Aber  auch  hier  schleicht  sich  ein  Irrtum  ein,  der  die  Schluls- 
folgerung  aus  den  We berschen  Versuchen  hinfällig  macht.  Ehe  ich 
dies  zeige,  möchte  ich  darauf  aufmerksam  machen,  dafs  Drap  er  selbst 
ebenfalls  die  Grauglut  beobachtet  hat,  ohne  ihr  näher  nachzuspüren, 
noch  die  nötigen  Konsequenzen  daraus  zu  ziehen.  Aufser  den  Versuchen 
mit  dem  Flintenrohr  stellte  Draper  nämlich  auch  noch  Sehversuche 


1)  .\uch  in  den«  kürzlich  erscbieneiieii  I.  Band  des  Handbuchn  der  Spektroskopie 
ton  H.  Kayser  findet  sich  bei  Erwilhnung  des  Draperschen  Ge.setzes  noch  der 
Passus:  ..Man  hatte  auch  wohl  nach  Versuchen  von  Wedgewood  schon  die 
Mebung  ausgesprochen,  alle  Körper  begönnen  bei  derselben  Temperatur  zu  leuchten; 
aber  erst  Draper  suchte  diese  Frage  experimentell  zu  entscheiden  und  fand  die 
richtige  -Antwort,  welche  sich  spilter  als  eine  Konsequenz  des  Kirchhoffschen 
i^atzes  herausstellen  sollte“,  aus  welchem  hervorgeht,  dafs  der  Autor  diese  Konsequenz 
aU  richtig  anerkennt.  Unmittelbar  vorher  macht  freilich  auch  H.  Kayser  darauf 
anftnerksam,  dafs  der  Drapersche  Versuch  in  Wahrheit  nichts  beweise,  da  sich 
flie  sämtlichen  Körper  in  demselben  Hohlraum  befänden. 

8)  H.  F.  Weber:  Berl.  Akad.  Ber.  28,  491.  1887.  Wied.  Ann.  82,  266. 

3)  R.  Emden:  Wied.  Ann.  88,  214 — 236.  1889. 
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ini  Spektrum  an,  indem  er  durch  ein  Prisma  nach  einem  elektrisch 
geglühten  Platindraht  blickte.')  Dabei  fand  er,  dafs  mit  der  ersten 
Spur  orange-roten  Lichtes  sich  Licht  auch  im  (jdhcn  Teil  des  Spektrums 
hemerkhir  machte,  jedoch  farblos  und  (/rünlich-fp"au  auftrat.  Erst  wenn 
(He  Temperatur  stieg,  verwandelte  sich  das  farblose  Grau  in  Gelb  und 
gleichzeitig  dehnte  sich  das  Spektnim  nach  beiden  Seiten,  dem  Rot  und 
dem  Violett  hin  aus. 

Mufs  somit  Draper  als  der  Entdecker  der  Grauglut  angesehen 
werden,  so  gebührt  H.  F.  Weber  das  Verdienst,  ohne  spektrale  Zer- 
legung die  Grauglut  bemerkt  und  ihre  phantastischen  Erscheinungen 
beobachtet  zu  haben.  Auch  Weber  delmte  seine  Vei-suche  auf  das 
Spektrum  aus,  bei  deren  Deutung  er  ähnlich  wie  Kirchhoff  den 
Unterschied  zwischen  rein  subjektiven  Empfindungen  imd  den  ihnen 
zu  Grunde  liegenden  objektiven  Vorgängen  nicht  genügend  berück- 
sichtigte. •) 

Soweit  ich  die  Litteratur  durchgesehen  habe,  scheint  Lecher^)  der 
Einzige  gewesen  zu  sein,  der  die  Drapersche  Entdeckung  der  Grauglut 
beachtet  und  sie  sogleich  gegen  das  Drapersche  Gesetz  ins  Feld 
geführt  hat.  Da  nach  Draper  das  Leuchten  im  orange-gelben  Teile  des 
Spektrums  beginne,  könne  unmöglich  das  Drapersche  Gesetz  gelten. 
Aber  Lecher  schliefst  auch  unerlaubt  von  subjektiven  Erscheinungen  auf 
objektive  Vorgänge,  wenn  er  die  Drapersche  Beobachtung  im  Spektrum 
als  Beweis  dafür  ansieht,  dafs  die  Strahlung  eines  Körpers  schon  beim 
Beginn  des  Leuchtens  dieselbe  Zusammensetzung  habe,  wie  bei  den 
höchsten  Temperaturen.  Es  ist  bekannt,  dal's  auch  die  Sonne  ihr 
Energiemaximum  im  gelben  Teile  des  Spektrums  besitzt.  Da  nun 
nach  Draper  die  erste  Lichtentwicklung  ebenfalls  im  Gelb  stattfindet, 
so  sieht  Lecher  den  Satz  als  erwiesen  an,  dafs  das  Energiemaximum 
bei  allen  Temperaturen  an  derselben  Spektralstelle  liege,  ein  Gesetz, 
welches  Lecher  auf  theoretischem  Wege  aus  dem  Kirchhoffschen  Satze 
gefolgert  hatte,  und  welches  durch  Versuche  von  W.  Jaques^)  wahr- 
scheinlich gemacht  war.  Die  beobachteten  geringen  Verschiedenheiten 
in  den  Wärmespektren  verschiedener  fester  Körper  schiebt  Lecher  auf 
die  Stönmgen,  welche  die  aus  dem  Innern  kommende  Strahlung  an 
der  Grenzfläche  durch  selektive  Reflexion  erfährt. 


1)  J.  W.  Draper:  Scientißc  Memoirs  p.  33.  London  1878. 

2)  Vergl.  hierzu  F.  Stenger:  Wied.  Ann.  32,  271.  1887  und  S.  P.  Langley: 
Philo«.  Mag.  (.5)  ßd.  27,  1—23.  1889. 

3)  E.  Lecher:  Wien.  Akad.  Der.  85,  (II)  p.  441 — 490.  1882 

4)  W.  W.  Jaque«:  Inaug.  Dis«.  John«  Hopkins  Univ.  Baltimore.  I.  Wilson 

and  Son.  1879.  Proc.  Amer.  Acad.  Bd.  III,  p.  865.  1879. 
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Wir  wissen  heute,  dafs  sich  das  Energiemaxinmm  mit  steigender 
Temperatur  immer  mehr  vom  ultraroten  nach  dem  violetten  Teile  des 
Spektrums  verschiebt,  wobei  das  Produkt  aus  der  absoluten  Temperatur 
nnd  der  WeUeniänge,  bei  der  das  Maximum  im  Spektrum  liegt,  wenigstens 
beim  schwarzen  Körper  und  beim  blanken  Platin  konstant  bleibt.*) 

Während  das  Drap  ersehe  Gesetz  der  Theorie  von  Lecher  im  Wege 
stand,  betrachtet  R.  v.  Kövesligethy *)  bei  seinen  theoretischen  Studien 
zur  Herleitung  einer  Spektralgleichung  „das  Drapersche  Gesetz  als 
eine  theoretische  Forderung  des  Kirchhoffschen  Satzes,  das  weiteren 
Untersuchungen  wohl  zu  Grunde  gelegt  werden  darf“. 

Von  dem  Einwand,  der  dem  Draperschen  Gesetz  durch  die  Grau- 
glut erwachst,  wird  abgesehen.  Und  thatsächlich  haben  die  Grauglut 
und  die  Rotglut  auch  nur  das  eine  gemeinsam,  dafs  sie  subjektive 
Erscheinungsformen  derselben  objektiven  Ursache  sind.  Beide  Em- 
pfindungen werden  in  unserem  Gehirn  geweckt,  wenn  wir  im  Dunkel- 
zimmer die  allmähliche  Temperatursteigerung  eines  Körpers  von  der 
Zimmertemperatur  bis  zur  Glühtemperatur  beobachten  imd  uns  hierbei 
des  Auges  bedienen.  Irgend  ein  anderer  Enei^ieraesser,  wie  z.  B.  das 
Bolometer,  würde  nur  ein  Imüinmerliches  Anwachsen  der  Energie 
notieren.  Unser  Auge  aber  meldet  einen  zweimaligen  Sprung,  erst 
Tom  Dunkel  zum  Gespenstergrau  (Grauglut)  und  später  von  der 
Grauglut  zur  farbigen  Glut  (Rotglut).  In  beiden  Fällen  entsteht  der 
„Sprung^^  durch  das  Überschreiten  der  Reizschwelle  unseres  Sehnerven; 
nur  die  vermittelnden  Organe  sind  in  beiden  Fällen  andere:  die  Grauglut 
entspricht  der  Reizschwelle  der  SfäMien,  die  Rotglut  der  Reizschwelle 
der  Zapfen  unserer  Netzhaut,’) 

5.  Wesen  der  Grauglut  mtd  liotghd.  — Dank  den  physiologischen 
Errungenschaften  der  letzten  Dezennien,  gelang  es  mehr  und  mehr,  die 
Wirkungsweise  unserer  beiden  Netzhautorgane  von  einander  zu  trennen 
und  ihre  gesonderten  Aufgaben  zu  ergründen.  Schon  A.  König"*)  hatte 
das  Farhlossehen  des  Spektrums  bei  geringer  Helligkeit  den  Stäbchen 
unserer  Netzhaut  zugeschrieben  und  für  die  Zapfen  das  farbige  Sehen 
(mit  Ausnahme  von  Blau)  reserviert.  J.  v.  Kries’)  ging  weiter  und 

1)  0.  Lummer  und  E.  Pringsheim:  Vcrhdlgu.  d.  Deutsch.  Physik.  Oesellsch. 

Berlin  I.  Nr.  12,  215—235.  1899. 

2)  R.  V.  Kövesligethy : „Grundzüge  einer  theoretischen  Spektralanalyse“. 
Halle  l)ci  H.  W.  Schmidt.  1890. 

3)  0.  Lummer:  Verhdlgn.  d.  Physik.  Ges.  zu  Berlin  16,  121 — 127.  1897  und 
'Vifidem.  Ann.  62,  14—29.  1897. 

4)  König:  Berl.  Akad.  Ber.  1894,  p.  577. 

3}  J.  V,  Kries:  Z.  S.  f.  Psych.  u.  Phys.  d.  Sinnesorgane  9,  81 — 123,  1894. 
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stellte  (He  Hyi)othese  auf,  dafs  die  Zapfen  das  farbige  Sehen  überhaupt, 
die  Stäbchen  dagegen  das  farblose  Sehen  bei  geringer  Helligkeit  ver- 
mitteln, bei  der  die  Zapfen  ganz  ausgeschaltet  sind. 

Dementsprechend  bezeichnet  Kries  die  Zapfen  als  unseren  farben- 
tüchtigen „Hellapparat",  die  Stäbchen  als  den  totalfarbenblinden  „Dunkel- 
apparat". Dabei  hat  der  Stäbchenapparat  die  besondere  Fähigkeit,  seine 
hohe  Empfindlichkeit  gegen  schwaches  Licht  durch  den  Aufenthalt  im 
Dunkeln  wesentlich  zu  steigern.  „Diinkeladaptation"  nennt  Kries  diese 
Eigenschaft  der  Stäbchen.  Es  ist  interessant,  dafs  die  vergleichenden 
Anatomen  lange  vorher  schon  gefunden  hatten,  dals  die  im  Dunkeln 
lebenden  Tiere,  wie  die  Eule,  der  Maulwurf  etc.,  nur  Stäbchen  besitzen, 
während  wir  gerade  umgekehrt  auf  der  Stelle  des  deutlichsten  Sehens, 
der  Fovea  centralis  oder  der  Netzhautgrube,  nur  Zapfen  aufweisen  können. 

Tn  der  citierten  Arbeit:  „Über  Grauglut  und  Rotglut"  habe  ich 
gezeigt,  dafs  die  von  Weber  beobachteten,  merkwürdigen  Gltth- 
erscheinungen  ihre  vollständige  Erklärung  finden,  sobald  man  die  Grau- 
(flut  als  eine  Empflndutu)  der  Stäbchen  und  die  Rotglut  dis  eine  solche 
der  Zapfen  hinstellt. 

Betrachten  wir  z.  B.  im  Dunkelzimmer  bei  Nacht  mit  gut  ausge- 
ruhtem Auge  ein  elektrisch  geglühtes  Platinblech. 

Solange  die  Zapfen  noch  nicht  in  merkbare  Erregung  geraten, 
kommt  von  der  Netzhautgrube  auch  keine  Lichtmeldung  zum  Gehirn. 
Diese  geht  vielmehr  von  den  Stellen  des  indireJäen  Sehens  aus,  mit 
denen  wir  für  gewöhnlich  nicht  zu  beobachten  gewöhnt  sind.  Dann  tritt 
der  merkwürdige  Zustand  ein,  dafs  wir  etwas  sehen,  was  wir  nieht 
anblicken,  und  dals  die  Lichtempfindung  aufhört  und  das  Gesehene  ver- 
schwindet, wenn  wir  den  Blick  dorthin  richten,  von  wo  die  erregenden 
Strahlen  zu  kommen  scheinen.  So  bleibt  unser  Bestreben,  die  indirekt 
gesehene,  grau  leuchtende  Stelle  des  Platinbleches  direkt  zu  sehen  und 
scharf  zu  fixieren,  fruchtlos.  Dieser  Umstand  bewirkt  offenbar  jenes 
von  Weber  den  Temperaturschwankungen  und  der  Müdigkeit  des  Auges 
zugeschobene  „unstete  Hin-  und  Herzittem",  welches  Weber  während 
des  ganzen  Stadiums  der  Grauglut  beobachtet  hat.  Dieser  uns  unge- 
wohnte, und  weil  wir  auf  seine  Erklärung  nicht  verfallen,  rätselhafte 
Zustand  hört  auf,  sobald  die  Temperatur  eine  solche  Höhe  (nach  Draper 
etwa  525®  C.)  erreicht  hat,  dafs  auch  die  Zapfen  im  Gehirn  eine  deut- 
liche Lichtempfindung  hervorbringen.  Jetzt  erst  meldet  die  Netzhaut- 
grube „Licht",  und  uns  erscheint  auch  das  leuchtend,  was  wir  fixieren. 

Die  Färbung  dieser  ersten  auftretenden  farbigen  Glut  (sogenannten 
Rotglut)  hängt  nicht  unwesentlich  von  der  Gröfse  des  getroffenen  Netz- 
hautteiles ab.  Infolge  des  Wettstreites  beider  Sehapparate,  ihre  ge- 
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sonderten  Meldungen  im  Gehirn  zur  alleinigen  Geltung  zu  bringen,  die 
Stäbchen  eine  farblose,  die  Zapfen  eine  farbige  Empfindung,  mufs 
notwendig  eine  Verschmelzung  beider  Empfindungen  zustande  kommen. 
Es  läfst  sich  von  vornherein  daher  nichts  Bestimmtes  über  die  Farbe 
aus-sagen,  mit  welcher  die  sogenannte  , Rotglut"  über  die  Schwelle  tritt. 
Nur  soviel  läfst  sich  vermuten,  dafs  die  Farbe  infolge  der  Vermischung 
mit  Weils  eine  wenig  gesättigte  sein  wird.  Unter  der  Annahme,  dafs 
die  Zapfen  zuerst  auf  die  gelbgrüne  Strahlung  reagieren,  für  welche 
Spektralregion  wir  im  Hellen  am  empfindlichsten  sind,  wird  die  Grau- 
glut zunächst  in  eine  gelblichweifse  und  dann  in  eine  mehr  rötliche 
Glut  übergehen  müssen,  ähnlich  wie  Weber  es  beschreibt.  Aber,  wie 
schon  erwähnt,  die  Theorie  kann  hier  nicht  viel  leisten;  aus  ihr  folgt 
nur,  dafs  je  nach  dem  Verhältnis  der  Anzalil  der  getrofTenen  Stäbchen 
zu  deijenigen  der  Zapfen  der  Verlauf  ein  anderer  sein  mufs,  und  dafs 
der  Beginn  der  farbigen  Glut  nicht  allein  von  der  Höhe  der  Temperatur, 
.sondern  auch  von  der  Stelle  abhängt,  mit  welcher  wir  beobachten.  In 
der  That  erscheint  uns  eine  etwa  die  Netzhautgrube  ausfüllende  Fläche 
bei  600®  C.  direkt  gesehen  in  schönstem  Feuerrot,  während  sie,  indirekt 
gesehen,  einen  gespenstergrauen,  dem  Sternenlicht  ähnlichen  Ton  annimmt. 

6.  Hat  das  Drapersehe  Gesetz  überhaupt  einen  Sinn?  — Oben 
haben  wir  gezeigt,  dals  das  Drapersche  Gesetz  weder  aus  den  Draper- 
schen  Versuchen  folgt  noch  aus  dem  Kirchhoffschen  Gesetz  theo- 
retisch hergeleitet  werden  kann.  Vielmehr  ist  es  wahrscheinlich,  dafs, 
entsprechend  ihrem  verschiedenen  Absorptions-  und  Emissionsvermögen, 
die  verschiedenen  festen  Körper  nicht  bei  derselben  Temperatur  rot 
zu  leuchten  beginnen.  Die  Entdeckung  der  Grauglut  schien  das 
Drapersche  Gesetz  vollständig  umznstofsen.  Wenn  dieser  Schlufs 
nach  meiner  Theorie  von  der  Grauglut  und  Rotglut  auch  nicht  mehr 
stichhaltig  ist,  so  folgt  aus  ihr  gleichzeitig,  dafs  das  Drapersche 
Gesetz  keinen  rechten  Sinn  mehr  hat,  wenigstens  aber,  dafs  die 
Fragestellung  beim  Draperschen  Gesetz  eine  ganz  andere  werden  mufs. 
Nicht  ob  alle  festen  Körper  bei  gleicher  Temperatur  rot  zu  leuchten 
beginnen,  ist  die  Frage,  sondern  es  hat  vom  Standpunkte  der  ent- 
wickelten Theorie  der  Grauglut  und  Rotglut  aus  lediglich  einen  Sinn 
zu  fragen,  welche  Körper  gleichzeitig  die  Reizschwelle  der  Zapfen  oder 
der  Stäbchen  überschreiten  und  welches  die  Farbe  ist,  mit  der  sie  erscheinen. 

Abgesehen  davon,  dafs  so  spezielle  Fragen  lange  nicht  mehr  das 
Interesse  beanspruchen  können,  wie  das  Drapersche  Gesetz,  welchem 
fast  die  Bedeutung  eines  Naturgesetzes  beigelegt  worden  war,  bietet  deren 
Beantwortung  auch  noch  beträchtliche  Schwierigkeiten.  Relativ  leicht 
gelingt  die  Ausschaltung  der  Zapfen  bei  Beobachtung  der  Grauglut 
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mittels  der  Stäbchen.  Man  braucht  nur  mit  dem  gut  im  Dunkeln  ausge- 
ruhten Auge  peripher  zu  beobachten  oder  so  grofse  leuchtende  Flächen 
zu  betrachten,  dafs  deren  Netzhautbild  aufser  der  Fovea  centralis  auch 
die  umliegende,  stäbchenreiche  Netzhaut  bedeckt.  Freilich  scheint  hierbei 
auch  die  Gröfse  der  gleichzeitig  eiTegten  Fläche  eine  Rolle  zu  »pielen, 
sodafs  vergleichbare  Angaben  nur  bei  Inanspruchnahme  der  ganzen  Retina 
zu  erwarten  sind. 

Hatten  Weber  und  Emden  beobachtet,  dals  die  verschiedenen 
Metalle  innerhalb  400"  C.  und  423"  C.  grau  über  die  Schwelle  treten, 
so  gelang  es  mir  unter  den  günstigst  gewählten  Bedingungen,  den 
schwarzen  Körj^er  schon  bei  360®  C.  grau  schimmern  zu  sehen.  M 

Schwieriger  gestaltet  sich  die  Ausschaltung  der  Stäbchen,  um  die 
farhuje  Glut  mittels  der  Zapfen  einwandsfrei  zu  beobachten.  Natürlich 
wählt  man  zunächst  die  leuchtende  Fläche  so  klein,  dafs  beim  Beob- 
achten lediglich  die  Fovea  centralis  in  Thätigkeit  tritt,  da  auf  ihr  die 
Stäbchen  ganz  fehlen.  In  diesem  Falle  mufs  die  glühende  Fläche, 
sobald  sie  überhaupt  gesehen  wird,  sogleich  auch  farhuf  auftreten.  In 
Wirklichkeit  ist  aber  auch  dann  die  Ausschaltung  der  Stäbchen  gerade 
im  ersten  Stadium  der  farbigen  Glut  schlechterdings  unmöglich.  Denn 
beim  Beobachten  im  Dunkeln  wird  man  durch  die  unwillkürlichen 
Augen bewegimgen  zumal  bei  dunkeladaptiertem  Auge  nur  zu  leicht 
verführt,  die  viel  früher  eintretende  Grauglut  zu  beobachten.  Sieht 
man  aber  einmal  die  grauleuch teude  kleine  Fläche,  so  kostet  es  die 
allergröl'ste  Anstrengung,  durch  willkürliche  Blickändenmg  ihr  Bild 
mit  der  Fovea  centralis  zur  Deckung  zu  bringen.  Ist  dies  durch  Zu- 
fall geglückt,  dann  ist  die  leuchtende  Fläche  verschwunden  und  das 
Sehfeld  ganz  dunkel.  Aber  nur  auf  kurze  Momente  ist  das  Hervor- 
brechen der  grauleuchtenden,  einem  Stemgebilde  gleichenden  und  immer 
heller  werdenden  Fläche  trotz  bester  Absicht  zu  verhindern.  Somit 
wird  man  den  Eintritt  der  farbigen  Glut  erst  feststellen,  wemi  die 
Konkurrenz  der  Stäbchen  über\v\mden  ist.  Dann  erst  herrscht  unum- 
schränkt die  Netzhautgrube.  Man  wird  also  sowohl  die  Temperatur  der 
ersten  farbigen  Glut,  als  auch  deren  Farbe  infolge  der  unvermeidlichen 
Beimengung  des  „Stäbchengraus“  nicht  einwandsfrei  bestimmen. 

Wir  ersehen  jedenfalls  hieraus  recht  deutlich,  wie  genau  wir  erst 
unser  Handwerkszeug,  die  Sinnesorgane,  studieren  und  kennen  lernen 
müssen,  ehe  wir  aus  der  Beobachtung  Schlüsse  auf  die  Aufsenwelt  oder 
das  Kantsche  „Ding  an  sich“  ziehen  dürfen. 

Charlottenburg,  den  31.  Januar  1901. 

1)  0.  Lummer:  Z.  S.  f.  Instrumkde  19,  216.  1899. 
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Die  Beziehungen  der  Zentralellipse  eines  ebenen  Flächen* 
Stückes  zu  seinem  imaginären  Bilde. 

Von  Stanislaus  Jollks  in  Borlin. 

1.  Bi  net  hat  das  Trägheitsmoment  Jxx  eines  Flächenstückes  ^ 
einer  Ebene  f hinsichtlich  eines  in  ihr  gelegenen  Strahles  gi  eingeführt. 
Ist  ri  der  parallel  einer  gegebenen  llichtimg  gemessene  Abstand  eines 
Flächenelemeuts  vom  Strahle  so  versteht  er  unter  das  über 
das  Flächenstück  ^ ausgedehnte  Integral: 

Zugleich  mit  untersucht  er  das  jetzt  meist  als  Zentrifugalraoment 
hinsichÜich  der  Strahlen  und  gx  bezeichnete  Integral: 

wobei  sich  ebenfalls  die  Integration  über  alle  Flächenelemente  von  ^ 
erstreckt.  Zwei  Strahlen  g^  und  gi  werden  zuerst  nach  Bi  net  konjugiert 
hinsichtlicli  ihrer  Trägheitsmomente  genannt,  wenn  für  sie  die  Beziehung: 

J.>.  = 0 

gilt.  Durch  jeden  Punkt  P von  g^  geht  ein  ihm  konjugierter  Strahl  g'^^ 
Sbd  in  die  parallel  zu  g-y^^  so  ist  insbesondere  das  g^  hin- 
sichtlich P konjugierte  Trägheitsmoment  JyyP’\  Der  Ausdruck  für 
latst  sich  auch  in  der  Form: 

schreiben.  Hierin  bedeutet  das  Quadrat  zweier  entgegengesetzt 

gleichen  Strecken  ± sie  laufen  parallel  zu  g^'^,  und  heifsen  jetzt 
die  bezüglich  P konjugierten  Trägheitshalbmesser.  Ihre  Endpunkte 
liegen,  wenn  g^  sich  um  P dreht,  und  sie  von  P aus  der  Gröfse  und 
Richtung  nach  abgetragen  werden,  auf  der  Trägheitsellipse  des 
Punktes  P,  Die  Achsen  von  sind  identisch  mit  den  beiden  durch 
P gehenden  Hauptträgheitsachsen  und  berühren  in  P zwei  durch  P 
gehende  konfokale  Kegelschnitte,  die  einer  bestimmten  Schar  an- 
geboren. Den  Tangenten  eines  solchen  Kegelschnittes  sind  hinsichtlich 
ihrer  Berührungspunkte  zu  ihnen  senkrechte  Trägheitshalbmesser  gleicher 
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Länge  konjugiert  Diese  grundlegenden,  von  Bi  net*)  schon  1813  ver- 
öffentlichten Ergebnisse  gerieten  bald  in  Vergessenheit  und  wurden 
später  von  Anderen  noch  einmal  gefunden,  ohne  dafs  hierbei  neue  Ge- 
sichtspunkte zu  Tage  traten.  Das  Verdienst,  solche  wieder  gegeben  zu 
haben,  gebührt  Culmann  und  Herrn  Routh.  Jener  wies  zuerst  auf 
ein  für  die  Theorie  der  Trägheitsmomente  wichtiges  Polarsystem  F*, 
dem  Antipolarsystem,  hin*);  dieser  auf  oo*  Dreiecke,  hei  denen  in  ihren 
drei  Eckpunkten  konzentrierte  Flächenstücke  von  der  Gröfse  dem 
Flächenstücke  ^ hinsichtlich  seiner  Trägheitsmomente  gleichwertig 
sind.'*)  Kurz  darauf  zeigte  Herr  Reye,  dais  Dreiecke,  - in  deren  Eck- 
})unkten  Flächenstücke  derart  konzentriert  werden  können,  dafs  sie  ^ 
hinsichtlich  seiner  Trägheitsmomente  ersetzen,  Poldreiecke  des  Polar- 
systeins  F*  sind.*)  Später  kommt  Hesse  ebenfalls  auf  das  Polarsystem 
r*,  dessen  imaginäre  Ordnungskurve  nach  ihm  das  imaginäre  Bild  des 
Hächenstückes  ^ genannt  wird  Bezüglich  ihrer  Tangenten  ist,  wie 
er  zuerst  hervorgehoben  hat,  das  Trägheitsmoment  von  ^ gleich  Null.*^) 

Herr  Reye  und  Hesse  ergründen  den  Zusammenhang  des  Polar- 
systems F*  mit  der  Theorie  der  Trägheitsachseu  aiif  analytischem  Wege. 
Im  Folgenden  wird  er  aus  einigen  ganz  elementaren  Eigenschaften  der 
Trägheitsellipse  synthetisch  abgeleitet,  und  dies  scheint  mir  mit  Rück- 
sicht auf  die  geometrische  Mechanik,  insbesondere  die  graphische  Statik, 
nicht  unwichtig  zu  sein. 

2.  Die  Trägheitsellipse  eines  beliebigen  Punktes  P und  die 
Zentralellipse  haben  zwei  reelle  Tangenten  mit  einander  gemein. 
Diesen  Strahlen  sind  in  Bezug  auf  ;r*  und  o*  wiederum  parallele  Durch- 
messer rl„  und  (f„  konjugiert.  Zwischen  den  d„  und  d„  hinsichtlich  P 
und  S konjugierten  Trägheitshnlbmessem  ± und  ± und  dem 
Abstande  des  Schwerpunktes  S vom  Punkte  P besteht  folglich  die 
Gleichung: 


1)  Bi  net:  Memoire  sur  la  th<5orie  des  axes  conjug^u^s  et  des  momens  d’inertic 
des  corps.  Joum.  de  l’Ecole  Polyt.  9,  16.  Heft  (1813),  S.  41.  (Lu  ä l’Institut,  en 
Mai  1811.) 

2)  Culmann:  Die  graphische  Statik.  Zürich  1866,  2.  Abschnitt,  7.  Kapitel, 
§.  63—67.  Die  ersten  beiden  Abschnitte  erschienen,  wie  aus  der  Vorrede  S.  IX 
7.U  ersehen  ist,  als  erste  Lieferung  schon  1864. 

3)  E.  J.  Routh:  Note  of  the  moment  of  inertia  of  atriangle.  Quarterly Journal, 
0 (1864),  S.  267. 

4)  Reye:  Beitrag  zu  der  Lehre  von  den  Trägheitsmomenten,  Zeitschrift  für 
Mathematik  u.  Physik  10  (1865),  S.  433. 

5)  Hesse:  Vorlesungen  über  analytische  Geometrie  des  Raumes.  II.  Auflage. 
Leipzig,  1869,  26.  Vorlesung. 
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Sie  läfst  sich,  wenn  die  Kegelschnitte  und  6^  den  Strahl  SP 
(Fig.  I)  in  den  Punktepaaren  S^,  S^'  und  P^,  P/  schneiden,  auch  in 
der  Form: 

PP, 2 + SP^ 

schreiben.  Und  nunmehr  folgt  aus  ihr: 

= (PP,  - SP)  {PP,  + SP), 
oder  da  PP,  = P,'P  ist: 

(a)  - ss,^  = SP, . sp;. 

D.  h.  Tragheitsellipsen  :r*,  deren  Mittelpunkte  auf  einem  durch  den 

Fi^.  /. 


Schwerpunkt  S gehenden  Strahle  d liegen,  schneiden  ihn  in  Punkte- 
paaren P,,  P,'  einer  elliptischen  Involution  mit  dem  Mittelpunkte  S. 

Bezüglich  der  Zentralellipse  sind  nun  auf  d den  Punkten  P, 
die  Punkte  P,  konjugiert,  sie  bilden  eine  durch  die  Beziehung: 

(^)  SS,^==SP,-SP, 

charakterisierte  hyperbolische  Involution. 

Aus  (a)  und  (ß)  folgt  ohne  weiteres: 

SP,'  = - SP,. 

• P,'  ist  also  das  Spiegelbild  des  zu  P,  bezüglich  u®  konjugierten 

Punktes  Pj,  wenn  die  Spiegelung  im  Schwerpunkte  S vor  sich  geht. 

Die  einem  Punkte  P,  bezüglich  der  Zentralellipse  ö®  konjugierten 
Punkte  Pj  liegen  auf  seiner  Polare  p,  bezüglich  o®  und  gehen  durch 


u 
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Spiegelung  in  S in  Punkte  P/  auf  dem  Sj)iegelbilde  p^  von  p,  über. 
Durchläuft  Pj  einen  Strahl  so  dreht  sich  um  den  Pol  von 
bezüglich  0*,  und  folglich  sein  Spiegelbild  um  das  Spiegelbild  Qi 
von  ^2.  Jedem  durch  P,  gehenden  Strahle  entspricht  also  ein  auf 
2h  gelegener  Punkt  Die  beiden  konjektiven  Felder  0,  (Pj, . . q^,.. .) 
und  0'  Ql, . . .)  sind  demnach  korrelativ,  und  zwar  bilden  sie 

ein  Polarsystem  da  in  dem  von  den  Strahlen  d,  d„  und  der  un- 
endlich fernen  Geraden  begrenzten  Dreiecke  die  Eckpunkte  den  gegenüber- 
liegenden Seiten  entsprechen.  Das  Polarsystem  hat  eine  imaginäre 
Ordnungskurv'e,  seine  konjugierten  Durchmesser  fallen  mit  denen  der 
Zentralellipse  zusammen.  Die  Zentralellipse  und  die  imaginäre  Ordnungs- 
kurve von  F*  gehen  in  sich  selbst  über,  wenn  einer  dieser  Kegelschnitte 
in  Bezug  auf  den  anderen  polarisiert  wird;  sie  sind  harmonisch  einander 
zugeordiiet oder,  nach  Christian  Wiener,  jeder  eine  Imaginär- 
projektion*) des  imderen.  Da  die  Polare^;,  von  P^  bezüglich  o*  sich  in 
S als  Polare  p^  von  I\  im  Polarsysteme  P*  spiegelt,  so  nennt  Cul- 
mann  p^  die  Antipolare  von  P^  und  analog  Pj  den  Antipol  von  p^. 

Mit  der  Zentralellipse  o*  des  Flächenstückes  ^ ist  auch  sein 
Polarsystem  P*  gegeben,  und  umgekehrt  mit  diesem  jene.  Zwei  in 
einer  Ebene  gelegene  Flächenstücke  — gleichgültig,  ob  sie  aus  einem 
oder  mehreren  Teilen  bestehen  — sind  also  hinsichtlich  ihrer  Träg- 
heitsmomente gleichwertig,  wenn  sie  gleichen  Inhalt  haben  und  in  ihren 
Polarsystemen  P^  jedem  Punkte  dieselbe  Polare  entspricht,  d.  h.  sie 
aufserdem  ein  und  dasselbe  Polarsystem  P*  bestimmen. 

3.  Die  beiden  zum  Durchmesser  d parallelen  Tangenten  und 
Wj'  der  Trägheitsellipse  eines  Punktes  P von  d (Fig.  1)  berühren 
jede  0*  in  dem  Pole  der  anderen  im  Polarsysteme  I’*.  Das  Gleiche 
gilt  von  den  die  Trägheitsellipse  berührenden  Strahlen  p,  und  p^', 
ihre  Berührungspunkte  P/  und  P^  sind  nämlich  in  P*  konjugiert, 
während  sie  selbst  parallel  laufen  zu  dem  d bezüglich  :r*  konjugierten 
Durchmesser  d„  und  somit  auch  zu  dem  ihm  in  P^  konjugierten  Durch- 
messer d(,.  Das  der  Trägheitsellipse  n:*  umschriebene  Parallelogramm 
mit  den  Seiten  Wj,  wi > Iht  P\  Polviereck  des  Polarsystemes 

P^,  und  folglich  sind  seine  Diagonalen  g und  g„  nicht  nur  bezüglich 
:t‘,  sondern  auch  in  ihm  konjugiert.  Die  durch  das  Polarsystem  P* 
im  Mittelpunkte  P der  Trägheitsellipse  hervorgerufene  Strahlen- 
involution hat  hiernach  mit  dem  involutorischcn  Strahlenbüschel  der  kon- 

1)  Schröter-Steiner:  Die  Theorie  der  Kegelschnitte.  I.  .\unage,  Leipzig, 
1867,  §.  64. 

2)  Christian  Wiener:  Lehrbuch  der  darstellenden  Geometrie.  Leipzig,  1884, 
1.  13d.,  VJ.  Abschnitt,  XIII. 
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jugierten  Durchmesser  von  zwei  ihrer  Strahlenpaare  d,  d„  und  y,  y„ 
gemein.  D.  h.  die  konjugierten  Durchmesser  der  Trägheitsellipse  %• 
eines  beliebigen  Punktes  P und  die  sich  in  P schneidenden  konjugierten 
Strahlen  des  Polarsystemes  F*  bilden  dieselbe  Strahleniiivolution.  Zwei 
hinsichtlich  ihrer  Trägheitsmomente  konjugierte  Strahlen  sind  auch  in 
r*  konjugiert,  insbesondere  sind  die  Hauptträgheitsachsen  eines  Punktes 
P die  Achsen  des  durch  F‘  in  P hervorgerufenen  involutorischen  Strahlen- 
büschels.  Für  sie  gelten  also  alle  die  bekannten  Sätze  über  die  kon- 
jugierten normalen  Strahlen  eines  Polarsystemes.  Fallen  zwei  konjugierte 
Strahlen  eines  Polarsystemes  zusammen,  so  bilden  sie  eine  Tangente 
seiner  Ordnungskurve.  Hinsichtlich  der  Tangenten  der  imaginären 
Ordnungskurve  von  F*  ist  demnach  das  Trägheitsmoment  von  5 
gleich  Null. 

4.  Zwei  in  einem  Brennpunkte  der  Zentralellipse  0“  sich  recht- 

winklig schneidende  Strahlen  sind  bezüglich  konjugiert,  sonach 
bilden  im  Polarsysteme  F'  die  den  Strahlen  des  Büschels  G*  kon- 
jugierten normalen  Strahlen  einen  Strahlenbüschel.  Sein  Träger  ist 
der  zweite  Brennpunkt  (ri  von  <J‘,  er  ist  nämlich  in  F^  der  Pol  der 
Oj  bezüglich  entsprechenden  Leitlinie  y^  Die  beiden  Strahlen- 
büschel Gj  und  Gl  sind  projektiv  und  erzeugen  einen  Kreis,  wenn 
jedem  Strahle  des  einen  Büschels  der  ihm  konjugierte  des  anderen  zu- 
gewiesen wird.  Durch  seine  Schnittpunkte  KT,  und  L,  mit  der  Neben- 
achse der  Zentralellipse  geht  aufser  den  in  F-  konjugierten  normalen 
Strahlen  G[K^  oder  G^L^,  G[Ly  noch  je  ein  der  Nebenaxe  in 

r*  konjugierter  normaler  Strahl.  Somit  sind  Ky  und  Ly  die  Brenn- 
punkte von  F*,  sie  stehen  vom  Schwerpunkte  S ebensoweit  ab,  wie  die 
Brennpunkte  Gj  und  Gi  der  Zcntralellipse.  Konfokalen  Zentralellipsen 
entspricht  hiernach  dasselbe  System  von  Hauptträgheiteachsen. 

Die  Achsen  der  einem  Punkte  P in  F*  zukommenden  Strahlen- 
involution  hälften  die  Winkel  der  Strahlen,  die  die  Brennpunkte  Ky  und 
Ly  von  P aus  projizieren.  Es  folgt  also  hieraus  ohne  weiteres  die 
bekannte  Konstruktion  der  Hauptträgheitsachsen  eines  Punktes  P mit 
Hüfe  der  Brennpunkte  der  Zentralellipse  sie  werden  eben  bei  ihr  in 
die  Brennpunkte  von  F-  übergeführt. 

5.  Die  Brennpunkte  Ky  und  L,  des  Polarsystemes  F^  tragen 
orthogonale  Strahleninvolutionen  und  fallen  sonach  mit  den  Trägheits- 
brennpunkten  des  Flächenstückes  zusammen.  Ihre  Trägheitsellipsen 

1)  Die  Triigheitöbreunpunkte  wurden  gleichzeitig  von  Poisson  und  Bi  net 
entdeckt;  man  vergleiche:  Poiason:  Traitt*  de  mecanique.  Paris  1811,  Bund  II, 
S.  1U2— 1U5  und  S.  490 — 500  (Addition  aux  proprietes  des  moniens  d'inertie  et  des 

principaux).  Bi  net  a.  a.  O,,  8.  00. 
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sind  gleich  grofse  Kreise,  deren  Halbmesser  die  Länge  der  halben 
Hauptsehne  a von  6“  haben.  Wird  den  senkrechten  Abständen  und 
der  Brennpunkte  und  L^  von  einer  Geraden  g gleiches  oder  ver- 
schiedenes Vorzeichen  zuerteilt,  je  nachdem  sie  auf  der  nämlichen 
Seite  von  g liegen  oder  nicht,  so  lälst  sich  die  absolute  Länge  des 
einer  Geraden  g konjugierten  zu  ihr  senkrechten  Trägheitshalbmessers 
bekanntlich*)  durch  die  Formel: 

(«* + 

ausdrücken.  Das  Produkt  g^.gi  bleibt  konstant  für  alle  Tangenten  eines 
durch  die  Brennpunkte  und  Z>,  und  die  Tangente  g bestimmten 
Kegelschnittes  yg‘,  also  bilden  alle  Kurven,  deren  Tangenten  gleich  lange 
ihnen  konjugierte  senkrechte  Trägheitshalbmesser  entsprechen,  eine  Schar 
konfokaler  Kegelschnitte  mit  den  Brennpunkten  und  L^.  Zu  ihnen 
gehört  nach  3.  auch  die  imaginäre  Ordnungskurve  von  F*. 

Aus  der  konstanten  Exzentrizität  c*  dieser  konfokalen  Kegelschnitte 
und  dem  Quadrate  der  halben  Hauptsehne  von  berechnet  sich 

und  folglich,  wenn  b die  halbe  Nebensehne  der  Zentralellipse  bedeutet: 

(«*  + M,)  = (<>*  + »»’)• 

Hierin  ist  nicht  nur  6,  sondern  auch  ag  bekannt.  Es  ist  als  halbe 
Hauptsehne  von  gleich  dem  Halbmesser  seines  Fufspunktkreises, 
also  gleich  dem  Abstande  des  Schwerpunktes  S von  den  Fufspunkten 
oder  (r,  von  g,.  oder  auf  g. 

Eine  unmittelbare  Folge  hiervon  ist  eine  ausnetinumd  einfache 
Konstruktion  der  absoluten  Länge  Qg  des  einer  Geraden  g konjugierten 
zu  ihr  senkrechten  Trägheitshalbmessers.  Man  fällt  von  einem  Brenn- 
punkte (Fig.  2),  etwa  , des  Polarsystemes  F*  ein  Lot  Gj^  auf  und 
beschreibt  um  den  Schwerpunkt  S mit  SG^^  einen  Kreis.  Er  schneidet 
die  Hauptachse  der  Zentralellipse  in  Punkten,  die  von  den  Neben- 
scheitelpunkten der  Zentralellipse  um  Qg  abstehen.  In  Fig.  2.  sind  nach 
dieser  Angabe  die  den  Hauptträgheitsachsen  g und  h eines  Punktes  P kon- 
jugierten senkrechten  Trägheitshalbmesser  ± Qg  und  ± p*  ermittelt 

6.  Der  erste  Beweis*),  den  Herr  Reye  von  seinem  in  1.  an- 
geführten Satze  gab,  lieferte  ihm  das  Polaraystem  F*.  Er  vereinfacht 
sich  nunmehr  und  wird  frei  von  seiner  analytischen  Einkleidung,  da  in 
2.  und  3.  der  Zusammenhang  zwischen  den  Trägheitsellipsen  beliebiger 
Punkte  und  dem  Polarsysteme  F*  unabhängig  von  ihm  synthetisch  be- 

1)  Näheres  hierüber  z.  B.  bei  E.  J.  Routh:  An  elementary  treatise  of  the 
dynamics  of  u system  of  rigid  bodies.  Cambridge  1860,  Sect.  II,  Arts.  10—20. 

2)  a.  a.  O.,  § 3 und  § 4. 
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gründet  wurde.  Soll  ein  System  2J  von  drei  in  den  Punkten  P^f  P, 
und  Pj  konzentrierten  Flächenstticken  5^  und  das  B'lächenstück 
3 hinsichtlich  seiner  Trägheitsmomente  ersetzen,  so  mufs  nach  2.: 

W • 5i  + Sa  + 3s  = 3 

sein,  und  £ \md  ^ dasselbe  Polarsystem  bestimmen.  Nun  sind 
die  Zentrifugalraomente  des  Systemes  2J  bezüglich  je  zweier  Geraden 
M und  V gleich  Null,  die  von  einem  der  drei  Punkte  Pj,  P,  und  Pg  nach 
den  beiden  anderen  führen,  folglich  erweist  sich  nach  3.  u und  v als 


ein  Paar  konjugierter  Strahlen  von  F*  und  sonach  Pj  Pg  Pg  als  eines 
seiner  Poldreiecke.  Die  in  seinen  Eckpunkten  zu  konzentrierenden 
Flächenstücke  berechnen  sich  sehr  einfach  auf  folgendem  später  von 
Herrn  Reye*)  angegebenen  Wege.  Dm  Poldreieck  PjPjPg  von  F*,  in 
dessen  Eckpunkten  die  noch  zu  suchenden  Flächenstücke  3a 
3j  konzentriert  sind,  hat  denselben  Schwerpunkt  S,  wie  Es  mufs 
somit  die  Verbindungslinie  von  S mit  einem  Eckpunkte  des  Poldrei- 
ecks durch  den  Schwerpunkt  der  in  den  beiden  anderen  Eckpunkten 


1)  Reye;  Triigheits-  und  höhere  Momente  eines  Massensystemes  in  Bezug  auf 
hbenen  Joum.  f.  d.  reine  und  angew,  Math.  72  S.  311. 

•Archiv  der  Matheiiiutik  tiud  Physik  111.  lleihe.  1.  7 
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konzentrierten  Flächenstücke  gehen.  Demnach  besteht,  wenn  z.  B. 
der  Schwerpunkt  der  in  Pg  und  Pg  konzentrierten  Flächenstücke 
und  ^3  ist,  zwischen  den  drei  Flächenstücken  und  ^g  die  Be- 

ziehung: 

iß)  g..p,s  + (g,  + g,)Ä!,3S  = o. 

Nun  sind  Pj  und  6jg  ein  Paar  konjugierte  Punkte  von  P-,  ihre 
Abstände  von  S genügen  also,  wenn  — a*  die  dem  Strahle  Pi/bjg  in 
zugehörige  Potenz  ist,  der  Gleichung: 

(y)  Sl\-SS,^==-a\ 

Aus  (a),  (ß)  und  (y)  folgt: 

Sowie  5j,  d.  h.  nach  («)  auch  4-  5s  bekannt  ist,  ergeben  sich 
und  ^3  aus  der  Bedingung: 

i«)  g,  • + 5, . = 0. 

Das  System  Z dieser  in  den  »Punkten  Pj,  Pg  und  Pg  konzentriert 
gedachten  Flächenstücke  5s  5s  nunmehr  auch  voll- 

ständig, um  5 hinsichtlich  seiner  Trägheitsmomente  zu  ersetzen.  Nach 
(d)  und  [ß)  ist  S der  Schwerpunkt  des  Systemes  Z und  folglich  auch  der 
Mittelpunkt  des  von  ihm  bestimmten  Polarsystemes  Das  Zentrifugal- 
moment von  Z für  je  zwei  Verbindungslinien  der  Punkte  Pj,  Pg  und 
Pg  ist  gleich  Null,  das  Dreieck  P,  PgPg  also  ein  Poldreieck  dieses 
Polarsystemes.  Die  beiden  durch  ^ und  Z bestimmten  Polarsysteme 
haben  hiernach  den  Mittelpunkt  und  ein  Poldreieck  mit  einander 
gemein,  und  sind  somit  identisch.  Aufserdem  besteht  die  Beziehung 
(«),  demnach  köimen  nach  2.  % und  die  in  den  Ecken  des  Poldreiecks 
J^jPgPg  von  P*  konzentriert  gedachten  Flächenstücke 
sich  hinsichtlich  ihrer  Trägheitsmomente  vertreten. 

Halensee -Berlin,  den  15.  Januar  1901. 
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g^om^triqnes; 

Par  M.  E.  Lemoine  ä Paris. 

D est  tout  a fait  extraordinaire  qu’une  chose  aussi  simple  que 
la  Geometrografie  qu’on  peut  aprendre  avec  les  premiers  traces  des 
Zements,  ne  soit  encore  venue  ä l’idee  de  persone.  Dans  la  Science  de 
la  mesure  on  a donc  precisement  neglige  d’essayer  une  evaluation 
des  operations  courantes  que  l’on  y execute,  et  cependant,  en  etendant 
le  sens  precis  du  mot  mesure  tel  que  le  definissent  les  matematiciens, 
on  y arive  tres  facilement  come  nous  alons  le  montrer  dans  les  pages 
suivantes. 

Les  Solutions  de  la  Geometrie  canonique  n’admetent  que  des 
droites  et  des  cercles,  les  constructions  de  la  Geometrografie 
canonique  n’admetront  donc  que  la  regle  et  le  compas.  La  Geometro- 
grafie est  speculative  par  essence,  mais  eie  serre  d’assez  pres  la 
pratique  pour  y etre  d’une  grande  utilite. 

Les  ipoteses  qui  rendent  la  Geometrografie  speculative  sont: 

1“  Qu’on  supose  indefinie  la  feuille  de  l’epure. 

2"  Que  le  compas  et  la  regle  peuvent  servir  ä tracer  des  cercles 
et  des  droites  de  toutes  dimensions. 

3®  Eie  supose  qu’un  point  est  determine  parfaitement  quelque 
petit  que  soit  l’angle  sous  lequel  se  coupent  les  lignes  qui  le 
placent. 

4®  Eie  supose  l’existence  materiele  du  point  et  de  la  ligne. 
J’apMe  construction  geometrografique  d’im  probleme  cele  ou 
celes  dont  le  coeficient  de  simplicite  defini  plus  loin,  est  le  plus  petit; 
He  cesse  de  l’etre  si  Ton  en  decouvre  une  encore  plus  simple,  et  cMe- 
ci  devient  alors  la  construction  geometrografique.  Pas  plus  qu’on  ne 
peut  dire  en  geometrie:  tele  demonstration  est  la  plus  simple  possible, 

1)  Dans  ce  Memoire  nous  avons  conserv^  Torthographe  de  Tauteur,  c’est  ä 
<üre  celle  de  la  Soci^W  philologique  fran9aise. 

1* 
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on  ne  peut  dire,  eii  geometrografie,  tMe  constniction  est  la  plus  simple 
possible. 

Atin  de  rendre  les  constructions  comparables  nous  suposerons  — 
sauf  Convention  particuliere  contraire  — qu’on  ne  se  sert  que  d’un 
seul  compas;  qu’il  n’y  a sur  l’epure,  a l’origine,  que  les  donees;  que 
roii  n’execute  pas  l’epure  definitive  sur  les  donees,  excepte  si  la  cbose 
est  specifiee  par  la  question.  Ainsi,  si  Ton  demande  de  diviser  une 
droite  donee  AB  en  moyene  et  extreme  raison  (sectio  aurea),  il  est  clair 
que  les  constructions  devront  se  faire  sur  AB\  si  Ton  demande  de  con- 
struire  un  triangle  conaissant,  la  base  BC,  la  mediane  AL  Qi  l’angle 
au  somet  BAC,  il  y aura  sur  l’epure  seulement:  une  longueur  representant 
BCj  une  autre  representant  AL  Qi  un  angle  representant  BAC,  mais 
on  ne  construira  le  triangle  sur  aucune  de  ces  donees;  on  poura  au 
contraire  executer  sur  les  donees  les  constructions  auxiliaires  dont  on 
aurait  besoin,  ainsi  si  parmi  les  donees  il  y a une  longueur  AB  et 
qu’on  ait,  pendant  la  construction  que  Ton  execute,  a decrire  un  cercle 

de  rayon  on  poura  diviser  la  donee  AB  en  deus  parties  egales. 

La  Geometrografie  a un  quadruple  objet: 

1.  Au  moyen  des  conventions  admises,  eie  done,  pour  une  construc- 
tion que  Ton  execute,  un  simbole  qui  est  une  sorte  de  inesure 
de  sa  simplicite  et  des  chances  de  son  exactitude. 

2.  Eie  conduit  aus  procedes  qui  permetent  d’efectuer  le  plus  simple- 
raent  possible,  une  construction  d^uite  d’une  solution 
geometrique. 

3.  Eie  etudie  et  discute  une  construction  dont  le  principe  est 
indique,  pour  y substituer  quelquefois,  une  construction  qui  peut 
diferer  totalement  de  la  premibre  indication. 

4.  Eie  permet  de  comparer  entre  eles  toutes  les  constructions  que 
Ton  conait  d’un  meme  probU*me  et  de  choisir  la  construction 
geometrografique. 


Notations  et  conventions. 

A{q)  ou  A designera,  pour  abreger  le  langage,  une  circonference 
du  QQuirQ  A et  du  rayon  p ou  MN’^  nous  convenons  que  toute  ligne  une 
fois  tracee,  est  et  reste  tracee  en  entier;  que,  sauf  avis  contraire,  1” 
quand  un  cercle  est  done  son  centre  est  place,  2®  quand  il  est  trace 
son  centre  reste  place. 

Faire  passer  le  bord  de  la  regle  par  un  point  place  sera  l’operatiou 
ou  op.:  done,  speculativement,  faire  passer  le  bord  de 

regle  par  2 points  places  sera;  op.:  (2/^i);  tracer  une  ligne  en  suivant 
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le  bord  de  la  regle  sera:  op.:  inetre  une  pointe  quelconque  du 

compas  en  uu  point  place  sera  op.:  (C\);  donc,  speculativenieut, 
prendre  entre  les  branches  du  compas  la  lougueur  comprise  entre  deus 
points  sera:  op.:  (2Cj);  mHre  une  pointe  du  compas  en  un  point 
indetermine  d’une  ligne  trac^  sera  op.:  (6'^).‘) 

Tracer  le  cercle  sera:  op.:  (Q). 

L’eiposition  de  la  base  de  la  Geometrografie  est  dejä  terminee, 
et  rien  qu’avec  cela  on  peut  ateindre  le  premier  des  objets  de  la, 
G^m^trografie,  qui  est  d’evaluer  une  construction  efectuee.  II  reste 
a etudier  les  consequeuces  qu’ou  en  peut  tirer,  consequences  dont  la 
Variete  et  quelquefois  le  caractere  de  d^icate  recherche  sont  dificiles  a 
prevoir  en  partant  d’ime  origine  aussi  simple. 

Toute  construction  canouique  peut  donc  s’exprimer  finalement 
par  le  simbole  op.:  m^C\  + /j,  1^,  wq,  wq, 

»<5  etaut  des  nombres  entiers;  + ?»+  w/j  + wq  -f  wq,  sera  dit  le  coeficieut 
de  simplicit^  ou  la  simplicite;  Zj -f  Wj  + wq  qwi  corespond  aus 
oj>erations  de  preparation  sera  dit  le  coeficient  d’exactitude  ou 
l'exactitude;  /j  et  seront,  respectivement,  le  nombre  de  droites  et 
le  nombre  de  cercles  traces. 

Construotions  fondamentales  des  tracös. 

Tracer  une  droite  1®  arbitraire  op.:  (Ri),  2°  passant  par  un 
point  place  op.:  (iJ,  + 7Zj),  par  deus  points  plac^  op.:  (2/Z,  + iZj). 

Prendre  une  lougueur  donee  op.t  (2(7,). 

Tracer  un  cercle  1"  arbitraire  op.:  arbitraire  mais 

dont  le  centre  est  place  op.:  ((7, -f- Gj);  •1'’  dont  le  centre  est 
place  et  qui  passe  par  un  point  place  op.:  (2(7,  -f  Cj),  4®  de 
centre  arbitraire  mais  dont  le  rayon  est  une  lougueur  donee 
op.:  (2C-,  -(-  Cj),  5®  dont  le  rayon  est  une  lougueur  donee  et 
le  centre  un  point  place  op.:  (30,  ^-(^'j)- 

Porter  sur  une  ligne  tracde  ä partir  d’un  point  indeter- 
mine de  cete  ligne  ou  a partir  d’un  point  place  sur  c^te 
ligne,  la  lougueur  comprise  entre  les  branches  du  compas 
op.:  (0,  + Oj)  ou  op.:  (0, -f  Og). 

1)  Cete  Operation  est  assez  rare  par  raport  aus  autres,  on  pourait  prati- 
quement  rassimiler  ä C,  piiisqu’il  taut  viser,  en  some,  un  i>oint  de  la  ligne 
j)Our  y poser  la  pointe  du  compas;  mais  come  il  est,  späculativement,  difdrent 
de  m^tre  la  pointe  du  compas  en  un  point  place  ou  en  un  point  inddtermini; 
d'une  ligne,  come  d’ailleurs  cete  distinction  n’a  aucun  inconvdnicnt  pratique, 
nous  la  conser\’eron8  ä cause  du  caractere  spdculatif  des  simboles  jg^omdtro- 
grafiques. 


102 


K.  Lemoine: 


Problömes  clasaiquos  ölömentaires. 

I.  Tracer  un  angle  droit  ou  tracer  deiis  droites  perpendi- 
culaires  l’une  ä l’autre. 

(Premiere  construction  geometrografique.)  — Je  trace  im 
cercle  (C,);  une  droite  qui  coupe  le  cercle  en  A et  en  B (iRj).  Je 
joins  A au  centre  0 du  cercle  (2JR,4--Rj).  OA  recoupe  le  cercle 

en  C.  Je  trace  CB  (2B^  + i2,j,  Tangle  CBA  est  droit;  op.: 
3-^8+  Q)?  simplicite:  8;  eiactitude:  4;  3 droites,  1 cercle. 

(Deusieme  construction  geometrografique.)  — Je  trace 

deus  cercles  quelconques  0 (p),  0' (p)  se  coupant  en  A et  B 
je  trace  AB  et  00'  (4  JJ, -1- 2 7Vj) ; op.:  {4  2 B^-\- 2 S.:  8; 

E.:  4;  2 droites,  2 cercles. 

(Troisieme  construction  geometrografique.)  — Je  trace 

une  droite  (7?j);  de  deus  points  quelconques  de  cete  droite  conie 

centres,  je  trace  des  cercles  (2CJ  + 2C5)  qui  se  coupent  en  A et 

en  B]  je  trace  AB  (2R^  -f  R^)‘  op.:  (2 i?,  4-  2 jRj -f  2 Q + 2C5);  S.:  8; 
E.:  4;  2 droites,  2 cercles. 

II.  Construire  un  angle  de  60"  ou  de  120";  de  30"  ou  de  150" 

(Construction  geometrografique.)  — Je  trac^  un  cercle  0(p) 

(C'j);  un  diametre  quelconque  AA'  72j);  je  trace  A (p)  (0,  + T,) 

qui  coupe  0(p)  en  /i;  je  trace  OB  (2R^4-  -Ra))  BOA  = 60". 

Si  c’est  l’angle  de  30®  que  je  desire,  je  trace  BA'  au  lieu  de  RO; 
op.:  (3Rj -f  2Rg+  Cj  + 2Cj);  S.:  8;  E.:  4;  2 droites,  2 cercles. 

III.  Tracer  un  cercle  passant  par  deus  points  dones  A et  B. 

(Construction  geometrografique.)  — Je  trace  -4(p),  R(p) 

(^2C'i  + 2C8),  qui  se  coupent  en  0.  Je  trace  0(p)  (C’,  + ^j);  op- 
(Sr, -f  3Cj).  S.:  6;  E.:  3;  3 cercles. 

IV.  Trouver  la  longueur  du  rayon  d’un  cercle  dont  le 
centre  ne  serait  pas  place. 

(Construction  geometrografique.)  — P etant  un  point 
arbitraire  pris  sur  le  cercle,  je  trace  un  cercle  quelconque  P(p)  (Cj  -f  C,) 
qui  coupe  le  cercle  done  en  A et  en  R;  je  trace  R (p)  (C,  + Q) 
qui  coupe  R(p)  en  2 points;  je  joins  Tun  quelconque  d’eus  que  j’apHe 
C a A (2Rj  + Rj),  A(-  coupe  le  cercle  done  en  R. 

DC  est  la  longueur  du  rayon;  op.:  (2R,  -f  R,,  + 6',  + Cj  + 2C3); 
S. : 7;  E.:  4;  l droite,  2 cercles. 

V.  Placer  le  centre  d’un  cercle  lorsque  le  centre  n’est  pas 
place. 

(Premiere  construction  geometrografique.)  — Ayant  opere 
come  dans  le  probleme  precedent,  je  trace  D (DC)  (2  Cj -1- C,)  et 
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B{DC)  (Cj  + ^.3)  qui  se  coupent  au  c«ntre  cherche:  op.:  + Ji, 

-f  4Ci+Cj+4Cj);  S.:  12;  E.:  7;  1 droite,  4 cercles. 

(Deusieme  construction  geometrografique.)  — A,  C 
etant  trois  points  arbitraires  pris  sur  le  cercle,  je  dwris  ^1  (p),  B(q), 
C(p)  (3  Cj  + 3 C3),  puis  je  trace  2 intersections  de  c«s  cercles  2 a 2 
(4iJ.  + 2 72,),  eles  se  rencontrent  au  centre;  op.:  (4  7?,  + 2 -f- 3 C ^ 

-}-3Cs);  S.:  12;  E.:  7;  2 droites,  3 cercle.s. 

VI.  Tracer  le  cercle  done  par  trois  de  ses  points  A,  li,  C. 

(Construction  geometrografique.)  — Je  trace  A (p),  B (p), 

Ci  g)  (3Cj  + 3Cj);  je  trace  deus  intersections  de  ces  cercles  deus  a deus 
i4i?j  + 2i2g),  Hes  se  coupent  au  centre  0;  je  trace  0 (OA)  (2Cj+  Q); 
op.:  (4  JJj  4- 2 i?v  + 5 Cj  + 4 Cj);  S.:  15;  E.:  9;  2 droites,  3 c^ercles. 

VII.  Par  un  point  done  B sur  une  droite  BC,  tracer  une 
droite  qui  fasse  avec  BC  un  angle  done  LOM. 

(Construction  geometrografique.)  — Je  trace  B(g),  qui 
place  C;  puis  0 (p)  (2  C,  + 2 Cj)  qui  place  L et  M;  je  prends  LM 
dans  le  compas  (2Cj);  je  trace  C (LM)  (C\+ C\)  qui  coupe  B (g) 
en  je  trace  AB  (2^4*  -Ri);  op.:  (2R,  4-  4-  3(7,);  S.:  11; 

E:  7;  1 droite,  3 cercles. 

VIII.  Etant  dones  3 points  A,  B,  C,  placer  le  simetrique 
A'  de  A par  raport  ä la  droite  qui  joindrait  BC. 

(Construction  geometrographique.)  — Je  trace  B (BA) 
(2Ci  4-  C3),  C{CA)  (2  6\  4-  C^)  qui  se  coupent  en  A'^  op.:  (4  C'j  4-  2 C3); 
S.:  6;  E.:  4;  2 cercles. 

IX.  Par  un  point  f pris  hors  d’une  droite  AB  abaisser  une 
perpendiculairc  sur  cete  droite. 

(Construction  geometrografique.)  — Op.:  (2 Rj  4- Rj 4- 3 C, 
i-363);  S.:  1»;  E.:  5;  1 droite,  3 cercles. 

X.  Par  un  point  C pris  sur  une  droite  AB  elever  une 
perpendiculaire  a cete  droite. 

(Construction  classique.)  — Tracer  (p)  qui  place  A et  R; 
tracer  A(g'),  R(p'),  puis  l’intersection  de  ces  deus  cercles;  op.: 
(2Rj  4-  Rj4-  3Cj  4-  3C3);  S.:  9;  E.:  5;  1 droite,  3 cercles. 

(Construction  geometrografique.)  Je  place  une  pointe 
du  compas  au  Hasard  sur  l’epure  en  0,  je  mets  Tautre  pointe  en  C 
(C,  j,  et  je  trace  0(00)  (Q)  qui  coupe  CA  en  A‘  je  trace  AO 
(2R,  4-  Rg)  qui  coupe  0 (OC)  en  2),  je  trace  2) C (2  R,  4- R^) ; op.: 
(4  2ij  4-  2 2?^  4-  Ci  4-  C,);  S.:  8;  E.:  5;  2 droites,  1 cercle. 

On  recomande  dans  les  elements  de  geometrie  cete  construction 
seuleraent  pour  le  cas  oü  C est  ä l’extremite  de  ylR,  on  voit  qu’Me  est 
plus  simple  que  la  construction  classique  meme  pour  le  cas  general. 


Digitized  by  Google 


104 


E.  Lemoinf.  ; 


XI.  Prendre  le  railieu  0 d’une  droite  AB. 

(Construction  geometrografique.)  — Op.:(2Üj4-Jf8+2Ci+2C5); 

S.:  7;  E.:  4;  1 droite,  2 cercles. 

XII.  Par  un  point  A mener  la  paralele  a la  droite  BC. 
Suivant  les  pays,  on  indique  en  general  une  des  deus  constructions 

suivantes  dans  les  livres  classiques,  la  premiere  est  toujours  donw  en 
France. 

(Premiere  construction.)  — On  trace  A (p)  qui  coupe  BC  en  B, 
B{q)  qui  coupe  BC  en  C]  on  prend  l’arc  CA  [2C^)  et  on  le  reporte, 
dans  le  sens  convenable,  sur  A (p)  ä partir  de  Bj  il  place  D sur 
A (p);  on  trace  AD’.,  op.:  (2  i?,  + Tij -f  5 (\  + 3 Cj);  S.  11;  E.:  7; 

1 droite,  3 cercles. 

(Seconde  construction.)  — de  trace  par  A une  droite  quelcon- 
que  qui  place  6’;  je  fais  avec  AC  un  angle  alteme  interne  egal  n ACB 
(Construction  VII);  op.:  (3  Tij  + 2 + 5 Q + 3 Cj);  S.:  13;  E.:  8; 

2 droites,  3 cercles. 

Les  deus  constructions  gdometrografiques  suivantes  ne  sont  ja- 
mais  signalees  dans  les  livres  classiques  pour  dfectuer  le  trace. 

(Premiere  construction  geometrografique.)  — Je  trace 
A (p)  qui  place  B,  puis  B (p)  qui  place  C (2  Cj  -|-  2 C^);  je  trace  C (p^ 
qui  coupe  A (p)  en  D(C^-{-  C,),  je  trace  AD  (2J2j+  i?^)  op.:  (2  7?, 
+ 7?j  + 3 C,  + 3(73');  S.:  9;  E.:  5;  1 droite,  3 cercles. 

(Seconde  construction  geometrografique.)  — Je  trace  un 
cercle  0{0A)  (C\  + C3)  qui  place  B et  C;  je  prends  AB  dans  le 
compas  (2Cj),  je  trace  C{AB)  (C,  + (.\)  qui  place  D sur  0{0A)  du 
raeme  cote  de  BC  que  ^4;  je  trace  AD  (2  7?,H-7?j);  op.:  (2  7?, -|- 7?^ 
+ 4 Cj  + 2(^3);  S.:  9;  E.:  6;  1 droite,  2 cercles. 

(Construction  geometrografique  dans  le  cas  oü  les 
points  B ei  C sont  places,  mais  la  droite  BC  point  tracee.)  — 
Je  prends  BC  (2C,);  je  trace  ..1  {BC)  (C,  -f  ^\);  pendant  que  la  pointe 
est  en  .4,  je  prends  AB  (r,);  je  trace  C {AB)  ((71+  C^)  qui  place  D 
sur  A{BC)  du  cote  opose  de  AC  que  +;  je  trace  AD  (2  7?i+7?,^; 
op.:  (2  7?i  + 7?j  + 5 (7,  + 2(^3);  S.:  10;  E.:  7;  1 droite,  2 cercles. 

XIII.  Diviser  1®  un  angle  .4  07?,  2®  l’arc  AB  du  cercle  AOB 
eu  deus  parties  egales. 

(Constructiou  geometrografique.)  — 1®  pour  l’angle:  op.: 
(2 7?i  + 7?^  + 3 (7,  + 3 r,) ; S.:  9;  E.:  5;  1 droite,  3 cercles;  2®  pour 
l’arc  .47?:  op.:  (2  7?i  + 7?,  + 2 Cj  + 2 O3);  S.:  7;  E.:  4;  1 droite, 
2 cercles. 

8’il  s’agit  d’un  angle’  dont  le  somet  est  hors  de  lepure,  voir 
construction  XXIII. 
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XIV.  Decrire  sur  une  droite  donee  ABy  un  segment  capable 
d’un  angle  done  eya, 

( Coustruction  classique.)  — Faire  avec  AB  en  B uu  angle 
ABD  egal  ä fy«,  mener  la  perpendiculaire  au  railieu  de  AB  et  la 
perpendiculaire  en  i?  a ADy  Mes  se  coupent  en  0\  tracer  0 {OÄ). 
On  trouverait  op.:  (61?,  + ^B,^  -f-  11(/,  + ^C's);  S.:  28;  E.:  17; 
3 droites,  8 cercles;  en  la  conduisant  avec  l’economie  geometrografique 
on  pourait  la  reduire  de  (r,  + C^,  mais  voici  2 constructions  geometro- 
grafiqiies. 

(Solution.)  Si  dans  le  triangle  isocMe  fay  ay  = uf  = AB 
fyu  etant  Tangle  a la  base,  on  apMe  lo  le  centre  du  cercle  circon- 
scrit  et  X le  milieu  de  ya  et  que  E soit  le  milieu  de  AB  ei  0 le 
centre  du  cercle  auquel  apartient  le  segment  capable  cherche,  les 
triangles  rectangles  OEB,  (oXa  sont  egaus  come  ayant  les  angles 
OBE  = oaX  et  EB  = uX‘y  acc  sera  donc  le  rayon  du  cercle  sur  lequel  est 
le  segment  capable. 

(Premiere  construction  geometrografique.)  — Je  trace 
y (AB)  (3C,  + Cg)  qui  place  a;  a (AB)  (C,  + Og)  qui  place  «;  £ (AB) 
(Cj  + Q),  puis  les  intersections  des  cercles  s (AB),  y (AB);  y (AB), 
k(AB)  (4  7?,-f  2 Bg)  qui  placent  «.  Pour  placer  0,  je  trace  A (oaa), 
B((o<()  (4  r,  -f-  - Cg)  et  enfin  je  trace  O(c)a)  (C,  + Cg);  op.:  (4  1?,  + 2 Bg 
-f  lOCjH-  6 Cg);  S.:  22;  E.:  14;  2 droites,  6 cercles. 

(Deusieme  construction  geometrografique.)  — Je  trace 
les  cercles  A {AB),  B (AB)  (3  C,  + 2 Cg),  puis  y (AB)  (C,  + Cg)  qui 
place  f sur  y€  et  a sur  yu,  je  trace  le  cercle  B (sa)  (3  C, -f  Cg)  qui 
coupe  A (AB)  en  D du  cote  de  AB  oü  je  veus  que  soit  le  segment 
capable;  je  trace  D (ea)  (C,  + Cg)  qui  recoupe  A (AB)  en  D\ 

. Je  trace  le  perpendiculaire  au  milieu  de  AB  par  l’intersection  des 
cercles  A (AB),  B (AB)  (2B^  + 7?j)  ei  BD'  (2B^  + B^  qui  coupe  ccte 
perpendiculaire  en  I;  enfin  I(IA)  (2  C,+  (jui  done  le  segment  cberche; 
op.;  (4  ß,  4-  2 Ti, 10  C,  4-  6Cgj;  S.:  22;  E.:  14;  2 droites,  6 cercles, 
construction  diferente  de  la  precedente,  mais  amenant  ä un  simbole 
identique, 

XV.  Mener  par  un  ppint  A pris  sur  un  cercle  de  centre 
0 la  tangente  a ce  cercle. 

(Construction  classique.)  — Joindre  A 0 ei  mener  en  A la 
perpendiculaire  sur  AO;  le  simbole,  en  employant  la  construction 
geometrografique  (Construction  X),  pour  mener  en  A la  perpendi- 
culaire sur  OA  est:  op.:  (6  T?, -f  3 T?^  + C, -f  Cg) ; S.:  11;  E.:  7; 
3 droites,  1 cercle. 

(Construction  geometrografique.)  — B etant  un  point  quel- 
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conque  du  rercle  done,  je  trace  B {BA)  (2  C,  + C,)  qui  le  recoiipe  eu  yl'; 
je  trace  A A ')  (2  + Cg)  qui  coupe  B (BA)  en  C;  je  trace  la 

tangente  cherchee  CÄ  (2  op.:  (2  JJj  -f-  -Rs  + 4 Cj  + 2 C,) ; S.:  9; 

E.:  6;  1 droite,  2 cercles. 

Remarquons  que  le  trace  de  C resout  le  probleme  de  la  geometrie 
du  compas  seul,  qui  demande  de  tracer  une  infinite  de  points  C de  la 
tangente  en  A a un  cercle  (tels  cependant  que  AC  <C  ^2  li). 

XVI.  D’un  point  A exterieur  ä une  circonference  donee, 
du  centre  0,  mener  une  tangente  ä cete  circonference. 

(Construction  classique.)  — Tracer  OA,  decrire  la  circonference 
qui  SL  OA  pour  diametre  et  coupe  la  circonference  donee  en  B et  .B'; 
tracer  AB,  AB'-,  op.:  (8  + 4 7?,  + 4 C,  + 3 6’g);  S.:  19;  E.:  12; 

4 droites,  3 cercles. 

(P”  Construction  geometrografique.)  — Je  trace  un  diametre 
quelconque  3/ iV' (7?j  + jy ; je  trace  M(^0A),  M' (OA)  (A  C^+ 2 C^) 
qui  se  coupent  en  ca;  je  trace  A (caO)  (3  Cj  + 6g)  qui  coupe  la  circon- 
ference donee  en  B et  B'\  je  trace  les  tangentes  cherchees  AB,  AB' 
(4JRi  d-  2i?g);  op.:  (5  + 3 72^  -f  7 6'j  d-  3 6g);  S.:  18;  E.:  12;  3 droites, 

3 cercles. 

(Deusieme  construction  geometrografique.)  — Je  trace  par 
A une  droite  quelconque  coupant  le  cercle  en  C et  C + 7ij),  les 
3 points  se  suivant  dans  cet  ordre  A,  C,  C'\  je  trace  C (C  A)  (2  -f-  Cg), 

C(C'A)  (Cj -f  (’g)  qui  coupe  AC  en  7)  de  l’autre  cöte  de  A que  C;  je 
trace  T){C'A)  (C,  + Cg)  qui  coupe  C'(C/A)  en  E.  EA  est  la  longueur 
de  la  tangente  menee  de  A au  cercle,  car  les  deus  triangles  isocMes 

ECA,  C'EA  sont  semblables  et  donent  d’oü  EÄ‘  = AO-  A C. 

Je  trace  donc  A (A  E)  (2  C\  -f-  ^*3)  qui  conpe  le  cercle  done  en  B et 
je  trace  A B,  A B'  (A  R^  2 R^)-,  op.:  (5  7i\  -f  3 7?^  -f-  6 (\  -f-  4 Cg);  S.:  18; 
E.:  11;  3 droites,  4 cercles. 

XVII.  Tracer  les  4 tangentes  comunes  a deus  cercles  de 
centres  0 et  0'  et  de  rayons  R et  R'  (7?>  7C).  Nous  prendrons  le 
cas  oilles  cercles  sont  exterieurs,  laissant  la  discussion  a faire  au  lecteur. 

(Premiere  construction  classique.)  — On  trace  0'(7?-f7C) 
et  O(R-R'),  puis  on  mene  les  tangentes  de  0 au  cercle  0' {R  -f  R') 
et  de  0'  au  cercle  (7?  — 7?')  etc. 

Eu  efectuant  la  constnictiou  tele  qu’ele  est  indiquee  dans  tous  les 
traites  de  Geometrie  et  sans  recberche  sisteniatique  de  simplifications 
au  trace,  on  arive  ä tracer  les  4 tangentes  par  op.:  (28  7f, -f  \A  R^ 
-P  31  C, -p  19  6g);  S.:  92;  E.:  59;  14  droites,  19  cercles.  Sans  aucun 
principe  de  Geoinetrografie,  il  y a des  simj)lifications  evidentes  et 
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on  n’ariyerait  pas,  le  plus  souveut,  a un  simbole  aiissi  ^eve,  mais 
eiwutw  (levant  moi  par  d’habiles  geometres  non  prevenus,  eie  n’a 
jamais  ete  faite  avec  moins  de  78  operations  elementaires,  soit  avec 
iine  simplicite  moindre  cjue  78;  traitee  economiquement  suivant  les 
prmcipes  geometrografiqiies,  sans  rien  changer  a la  solution  geometri- 
que,  on  arive  a op.:  (24  7?^  + 127/3+  S.:  55;  E.:  35; 

12  droites,  8 cercles. 

(Deusieme  construction  classiqiie.)  — Eie  s’apuie  sur  la 
twrie  des  centres  de  similitude  et,  traitee  avec  l’econoinie  geometro- 
gralique,  eie  a pour  simbole  op,:  (18  7/j  + 9 i/j  + 12  C\  + 8 Cg);  S.:  47; 
E.:  30;  9 droites,  8 cercles. 

Avant  d’exposer  une  construction  geometrografique  du  probleme, 
je  crois  interessant  de  doner  quelques  explications  generales  dont  il 
sera  le  pretexto.  J’ai  dit  plus  haut  que,  malgre  la  simplicite  absolue 
de  la  metode,  la  recherche  du  simbole  geometrografique  etait  parfois 
assez  delicate;  les  lecteurs  qui  voudront  s’exercer  sur  les  exemples 
qui  terminefont  ce  travail,  pouront  juger  si  raon  afirmation  est 
eiacte,  mais  quelques  mots  d’historique  sur  retablissement  du  simbole 
geometrografique  de  la  constniction  du  probleme  seculaire  que  nous 
traitons,  montreront  au  moins  que  plusieurs  fort  adroits  geometres  y ont 
coopere  et  qu’il  n’est  arive  que  peu  ä peu  ä sa  forme  actuele, 

Mes  Premiers  memoires  ou  notes  sur  le  sujet  datent  de  1888  et 
se  trouvent  dans  les  Comptos  Rendus  de  l’Academie  des  Sciences  de 
Paris,  dans  le  j“*  Mathesis  et  dans  le  Compte  Rendu  du  Congres  d’Oran 
1 1888)  de  l’Association  Fran^aise  pour  l’Avancement  des  Sciences,  Dans  ce 
demier  travail  la  Geometrografie,  a laquele  aucun  nom  special  n’est 
encore  done,  est  traitee  come  une  aplication  de  considerations  gdnerales 
sur  la  simplicite  dans  les  Sciences  matematiques.  Je  crois  le  sujet 
fort  interessant  et  meine  d’une  grande  importance,  mais  il  est  si  vaste 
que  je  me  suis  borne  a poursuivre  l’etude  du  modeste  rameau  qui 
forme  la  Geometrografie.  Des  l’origine  plusieurs  habUes  geometres 
S Y sont  interesses;  entre  autres  M.  Bernes,  ancien  inspecteur  general 
de  rUniversite,  auteur  de  beaus  memoires  sur  la  Geometrie  du  triangle, 
et  M.  G.  Tarry,  l’ingenieus  savant  dont  le  plus  recent  travail  que  je 
eonaisse  est  la  demonstration  de  riinpossibilite  du  fameus  probleme 
des  36  officiers  qui,  depuis  Euler,  avait  rcsiste  a tous  les  eforts  des 
geometres.  A ce  monient  une  corespondance  presque  jounialiere  avait 
lieu  entre  eus  et  moi  pour  essayer  d’etablir  les  simboles  definitifs,  en 
fait,  des  principales  constnictions  classiques  de  la  geometrie  elementaire; 
c’est  a leur  concours  que  je  dois  d’avoir  pu  metre  la  Geometrogi*afie 
SOUS  la  forme  didactique  oü  je  la  presente  maintenaut.  En  1892  je 
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pnbliai  au  Congres  de  Pan  de  l’Association  Fran^aise  pour  1’ Avancement 
des  Sciences  im  premier  expose  d’ensemble  de  la  Geometrografie 
eanonique;  les  2 constructions  des  tangentes  comunes  ä 2 circon- 
ferences  traitees  d’apres  les  Solutions  classiques  y etaient  amenees  ä 
j)eu  pres  aus  simboles  que  je  viens  de  doner,  ä un  lapsus  pres  rectifie 
l’annee  suivante  au  Congres  de  Besan(;on  (1893).  Desesperant  de 
j)ouvoir  reduire  encore  les  simboles  des  constnictions  deduites  des 
2 Solutions  classiques,  M.  Tarry  chercha  d’autres  Solutions  et  il  m’en 
comuniqua  une  que  j’intercalai  dans  mon  memoire  dejä  eite  du  Congres 
de  Besan^on;  eie  est  radicalement  diferente  des  Solutions  classiques, 
tres  simple,  fort  ingenieuse,  mais,  geometrografiquement,  le  coeficient 
de  simplicite  n’avait  pu  etre  abaisse  au  dessous  de  47  qui  est  celui  oü 
amene  la  solution  par  les  centres  de  similitude.  Speculati vera ent 
equivalente  a cele-ci,  la  construction  de  M.  Tarry  est  pratiquement 
bien  superieure  et  pour  la  comodite  du  trace  et  parce  qu’ele  reste 
toujours  dans  la  limite  de  Tepure.  Cete  question  particulibre  ne  fit 
plus  de  progres  jusqu’en  1898  oü  amene  a remarquer  quelques 
})roprietes  de  la  figure  form^  par  2 cercles  et  leurs  quati’e  tangentes 
conumes  — figure  (|ui,  pour  le  dire  en  passant,  a de  nombreuses  pro- 
prietes  et  ne  me  semble  pas  avoir  ete  etudiee  sufisament  — je  cherchai 
un  peil  au  hasard  a les  apliquer  ii  la  construction  des  tangentes 
comunes.  J’arivai  ä une  solution  tout  a fait  diferente  des  Solutions 
ancienes;  eie  se  constniit  avee  le  coeficient  de  simplicite:  44.  C’est 
eie  que  j’indique  come  construction  geometrografique  dans  la  note 
didactique  sur  la  Geometrografie  <|ue  m’avait  deraand^  M.  E.  Rouche 
pour  l’ajouter  a la  edition  de  son  grand  Traite  de  Geometrie 

(Rouche  et  feu  de  Comberousse)  parue  au  comencement  de  1900. 
Depuis  cete  epoque,  M.  Tarry  en  utilisant  plus  adroitement  que  moi 
mes  remarques,  a reduit  le  coeficient  de  simplicite  successivement  ä 
42,  40,  39  et  enfin  ä 36.  C’est  sa  construction  que  je  doue  come  con- 
struction  geometrografique  dans  l’etude  sur  la  Geometrografie  que 
publient  MM.  Naud  et  Carre  dans  un  volunie  de  la  coUection 
”Scientia”.  Enfin  tout  demierement  ayant  signale  a M.  le  Colonel 
Moreau  les  proprietes  de  la  figure  des  quatre  tangentes,  il  m’a  envoye 
une  autre  construction  de  coeficient  de  simplicite  36  come  cele  de 
M.  Tarry;  c’est  cele  que  je  vais  exposer. 

(Solution.)  — Soient  (Fig.  1)  S,  S'  les  points  de  contact  sur  0 
et  sur  0'  d’une  tangente  interieure,  S etant  en  dessous  de  00';  S^,  Sj 

les  points  de  contact  de  l’autre  tangente  interieure,  etant  le  point 

de  contact  sur  la  circonference  0.  Si  je  supose  decrit  le  cercle  0 (R  + JR') 

et  que  de  0'  je  trace  la  tangente  O'ß  a ce  cercle,  la  figure  O'S'Sß 
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8era  im  rectangle,  Sß  passera  en  0 et  ß sera  sur  le  cercle  decrit  sur 
00'  come  diametre.  Soit  oj  le  milieu  de  00';  soient  ff'  les 
points  de  contact  avec  0 et  0'  de  la  tangente  exterieure  situee  au- 
dessus  de  00';  ff,  ffi  les  points  de  contact  analogues  de  Tautre  tangente 
extÄneure,  V,  V'  les  intersections  de  ff,  ff'  avec  et  SS\  Vi,  F,'  les 

intersections  de  ff  ff/  avec  SS'  et  SiSi;  il  est  facile  de  voir  que,  parmi 
les  proprietes  de  la  figure  formee  par  les  quatre  tangentes  comunes, 
S,  Si,  S'y  S'i  sont  sur  un  cercle  qui  a poür  centre  le  milieu  w de  00'  et 


que  F,  F',  Fi,  F/  sont  sur  le  cercle  decrit  sur  00'  come  diamJitre 
dont  le  centre  est  %alement  o.  Cela  pose,  si  je  detennine  ß,  on  aura 
le  point  S en  tra^ant  Oß,  les  points  »S'i,  S'^  Si  en  tra^ant  w (cjS)  et 
les  2 tangentes  interieures  en  tra^*ant  SiSI,  SS';  en  tra^ant  le  cercle 
decrit  sur  00'  come  diametre,  on  aura  sur  ces  tangentes  les  points 
F,  Fl',  Fl,  F'  et  il  sufira  de  tracer  FF',  FiF/  pour  completer  la  con- 
struction. 

(Construction  geometrografique.)  — Je  trace  00'  qui  coupe 
le  cercle  O en  A et  le  cercle  0'  en  A',  A et  A'  etant  entre  0 et  0' 
(2  7?,  4-ßj).  Je  prends  sur  00'  en  tra<,*ant  0'(.Ll'j,  0'Ii=AA' 
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(3C\4-0g)  de  Sorte  que  0B=()A-{-AB=R-\~Tt\  Le  compas  etant  en  0\ 
je  trace  0'  {q)  {(\)  q etant  quelconque,  puis  0(p)  (Ci+  Cg);  0'(p),  0(p) 
se  coupent  en  a,  le  compas  etant  en  0 je  trace  0{0B)  C^); 

je  trace  aa^  {2R^A  R^)  qui  place  o;  je  trace  a (oO)  (2  C'j -f  Cg)  qui 
coupe  (){OB)  en  ß\  je  trace  Oß{2R^-\-R^)  qui  place  6’;  je  trace 
ft)  (ioS)  qui  place  Si,  S',  Sl  (2  C'i  + C»);  je  trace  SS',  SjSi  (4  i?i  + 2 R*), 
ces  droites  placent  V,  Vi,  V',  V[  sur  ft)(ft)0);  je  trace  enfin  VV',  ViFi 
{4R,-h2  R,);  op.:  (14  + 7 + 9 C\  + 6 Cg);  S.:  36;  E.:  23;  7 droites, 

6 cercles. 

II  faut  remarquer  que,  des  deus  Solutions  classiques  de  ce  probleme, 
cele  qui  etait  regardee  come  la  plus  compliquee,  et  l’etait  en  efet  dans 
le  trace  alors  indique,  c’etait  la  solution  obtenue  en  menant  de  0'  et  de  O 
des  tangentes  aus  cercles  O(R-i-R'),  0' (R  — R');  l’etude  geometro- 
gratique  montre  que  ce  trace  peut  etre  raniene  a etre  le  plus  simple: 
car  dans  la  solution  que  nous  venons  de  developer  c’est  le  trace  de  la 
tangente  0' ß au  cercle  0 (R  -f  R')  qui  a resolu  le  probleme.  Au 
lieu  de  se  servir  du  point  ß situe  sur  le  cercle  0 (22  + R')  on  aurait 
pu  se  servir  d’iui  point  situe  sur  le  cercle  O'  (R  — R')  et  avoir  une 
construction  analogue  et  de  simbole  identique.  ^) 

XVlll.  Construire  la  4*^*"®  proportionele  X ä trois  lignes 

N-P 

donees  M,  X,  2'*;  X = - - (Construction  classique).  — Tracer 

2 droites  ox,  oij',  prendre  sur  ox:  oN=N,  o3f  = M,  sur  oy:  oP  = P, 
jüindre  P3I  et  tracer  par  N une  paralMe  a PM  qui  coupe  oy  en  X; 
oX  est  la  4'**"*'  proportionele  cberchee;  on  arive  ä un  coeficient  de 
simplicite  2H.  Si  Ton  construit  avec  l’economie  geonietrografique,  on 
ariverait  ä 25  en  ne  tra^ant  pas  PM  et  prenant  la  construction 
donee  dans  XU  pour  le  cas  oü  il  faut  mener  par  im  point  une 
paralUe  ä une  droite  dont  2 points  seuls  sont  j)laces. 

(Construction  geometrografique.)  — Lemme.  Soient  AB,  CI) 
deus  Cordes  paraleies  d’un  cercle;  soit  P'  un  point  de  ce  cercle, 
soit  2 le  point  ou  P'A  coupe  CD  on  a,  quel  que  soit  P':  P' B-A  1 
^AC-CB.  Cela  resulte  de  la  similitude  des  deus  triangles  CAI, 
P'BC.  AI  est  donc  la  4'*“®  proportionele  entre  P'B,  CA  et  CB. 

D’im  rayon  quelconque  plus  grand  que  la  moitie  de  la  plus  grande 

1)  Quand  on  cxamine  un  dessin  trace  goometrografiquement,  tel  (jue  celui  de  la 
Fig.  (1),  il  parait  en  gt5n»iral  plus  conipliqu^  que  le  dessin  classique  que  Ton  conait, 
mais  c'est  une  pure  illusion  qui  tieiit  a ce  que,  dans  le  trace  geonietrogratique, 
toutes  Ics  lignes  auxiliaires  sont  tracees,  taudis  que  dans  le  dessin  du  geomHre 
il  n'y  a que  les  lignes  necessaires  ii  Texpose  de  la  solution  et  peu  ou  point  des 
untres. 
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des  3 lignes  donws,  je  trace  une  circonference  sur  laquele  je  marque 
les  points  C et  A tels  que  CA  — N C , + (5)5  trace  (\P) 

^’s)  qui  coupe  la  circonference  eu  B dans  le  sens  (.'A,  puis 
A i P)  (Cj  + 1 3)  qui  coupe  la  circonference  en  D,  toujours  dans  le  sens 
CA,  puis  B(AI)  (3  f.'j  + C\)  qui  coupe  la  circonference  en  P'  toujours 
dans  le  meme  sens.  Je  trace  CD,  A P'  (4  U,  + 2 BA  qui  se  coupent 
en  L AI  est  la  longueur  cherchw,  op.:  (4  7^j4-  10  (-1  + of  's); 

S.:  21;  E.:  14;  2 droites,  5 cercles. 

Remarque:  Pour  qu’une  construction  puisse  etre  dite  la  con- 
struction  geometrografique  d’une  question  generale^  il  faut  qu’ele  s’aplique 
qoMes  que  soient  les  valeurs  particulieres  des  donees,  c’est-ä-dire  qu’ele 
soit  generale.  Ainsi  voici  une  construction  beaucoup  plus  simple  de 
la  proportionele  a M,  N,  P,  mais  eie  n’est  pas  construction 
gwmetrogratique  du  probleme,  car  eie  exige  que  l’on  ait  2 M plus 
grand  que  la  plus  grande  des  2 lignes  N et  P. 

(Construction  particuliere.)  — ()  etant  un  point  quelconque 
je  trace  0 ( M)  (2  C, -b  C’3);  d’un  point  C quelconque  de  0 ( J/)  conie 
centre,  je  trace  C {N)  {2  C\-\-  C^  qid  coupe  0{M)  en  A,  puis 

4(P)  (3  (,'j -f  Cg)  qui  coupe  0(M)  en  B\  C,  A,  B se  suivant  dans  cet 
ordre  sur  O {AI).  Je  trace  B{P){C\  + Cg)  qui  coupe  (\N)  en  A'-,  AA', 
qu’il  n’y  a pas  besoin  de  tracer,  est  la  quatrienie  proportionele  cherchee; 
Op.:  (8C.\  4-  C.J  -f-  4C./3);  S.:  13;  E.:  9;  4 cercles. 

Mais  on  ne  peut  eniployer  cete  construction  dans  la  recherche  du 
simbole  geometrogratique  d’une  question  donee,  que  si  l’on  a deniontre 
qne,  pour  cete  question,  son  emploi  est  toujours  legitime,  c’est-ä-dire  si 

il>j  et 

XIX.  Trouver  la  troisieme  proportionele  X ä 2 lignes 
donees  N et  ilf;  X = ^, 

(^Construction  classique.)  — On  arive  au  coeficient  de  simpli- 
cite  21;  ou  20  si  l’on  conduit  geometrograliquement  le  trace. 

(Construction  geonietrografique.)  — Se  deduit  de  cele  de 
XVIII  oü  l’on  fait  N = P;  op.:  (4jRj  -|-  2 5 -f  Cg  -j-  3 C^);  S.:  ln; 
E.:  10;  2 droites,  3 cercles. 

(Construction  particuliere.)  — Si  2 il/ > X en  apliquant  le 
meme  procede  que  pour  la  construction  particuliere  de  XVIll,  on  a 
op.:  (6Cj-f-  (A-\-  4 6g);  S.:  11;  E.:  7;  4 cercles. 

XX.  Construire  la  moyenne  proportionele  X entre  deus 
droites  donees  A et  P;  X‘=A  B.  Soit  -4  > P. 

II  y a trois  constructions  classiques  geueralemeut  employees. 
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E.  Lkmoink: 


(Premiere  construction  classique.)  — On  prend  sur  une  droite 
et  a partir  du  meme  point  C,  les  deus  longueurs  CD  et  CD  respective- 
inent  egales  ä ^ et  ä sur  CD  come  diametre  on  decrit  une 
(drconference,  et  on  eleve  en  E une  perpendictdaire  a CD  qui  coupe 
la  circonference  en  F.  On  trace  FC.  Cete  construction,  economique- 
nient  executee,  et  par  consequent  saus  le  trace  final  inutile  de  FCj  a 
pour  simbole  op.:  (4  -f  3 2?,  + 9 -f- Oj  + 5 Q);  S-  22;  E.:  14; 

3 droites,  5 cercles. 

(Deusi^me  construction  classique.)  — On  prend  a la  suite 
l’une  de  l’autre  sur  une  droite  deus  longueurs  CD,  DE  respectivement 
egales  ä .4  et  ä D;  sur  CE  come  diametre  on  decrit  une  circonference 
et  par  D on  eleve  ime  perpendiculaire  ä CE  qui  coupe  la  circonference 
en  F.  DF  est  la  longiieur  cherchee.  On  arive  au  simbole  (4Di  + 3 
+ 12  C\ -f  Cj-f  8C3);  S,:  28;  E.:  17;  3 droites,  8 cercles  et  avec  les 
precautions  geometrogratiques  on  le  reduit  ä op.:  (4  JRi  + 3 -f  IOC, 
+ + 6C5);  S.:  24;  E.:  15;  3 droites,  0 cercles. 

(Troisieme  construction  classique.)  — On  prend  sur  une 
droite  CD  et  CE  egales  a 4 et  ä D;  on  decrit  une  circonference  sur 
ED  come  diametre;  puis  on  trace  la  tangente  CG  men^  par  C ä 
cete  circonference.  Si  (r  est  le  point  de  contact  CG  est  la  longueur 
cherchee.  On  ariverait  au  simbole  (0  JRj  + 4Dj  + 126\  + Cj-j-  7 Tj);  S.:  30; 
E.:  19;  4 droites,  7 cercles.  Conduite  geometrografiquement  come  Q 
suit,  on  diminue  ce  simbole.  Tracer  une  droite  quelconque  et  prendre 
sur  ^le  CD  ==  4,  CE  ~ D (J2,  + 5 C,  -f-  C«  + 2 Cj),  tracer  sur  DE  come 
diametre  une  circonference  (2  D,  -f  Dj  + 4 -}-  3 Cj)  dont  le  centre  est 

0;  la  perpendiculaire  k DE  qui  passe  en  0 et  a ete  tracee  pour  placer  0, 
coupe  la  circonference  0 (OD)  en  «,  je  trace  a (CO)(3Ci+  C3) 
qui  coupe  CO  en  ß.  Oß  qui  (voir  Construction  XVI,  1*"  Construction 
geometrografique)  serait  la  longueur  de  la  tangente  menee  de  C a 
0[0D)  est  donc  la  moyene  proportionale  cherchee  op.:  (2Di  + 2 2C 
+ 12C,-f  Cä  + OC3);  S.:  23;  E.:  15;  2 droites,  6 cercles. 

La  construction  derivant  de  la  3'*®®  solution  de  ce  probleme  etait 
regardee  come  plus  compliquee  que  les  deus  autres,  on  voit  qu’il  n’en 
est  rien,  He  est  meme  plus  simple  que  Tune  d’eles;  mais  on  n’avait 
avant  la  Geometrografie  aucune  metode  pour  conduire  les  constructions 
et  aucun  critere  pour  juger  des  simplicites,  et  les  juger  sans  conteste. 
La  construction  geometrografique  suivante  est  un  exemple  de  la 
uecessite  absolue  d’un  critere,  car  eie  a sur  toutes  les  autres  uii 
avantage  Hiorme.  Eie  n’Hait  pas  ignoree  puisqu’on  la  trouve  (Wallis: 
A treatise  of  algebra  both  historical and  practical,  London  1685) 
dans  une  IHre  de  Thomas  Struve  datee  de  1684,  qu’He  est  meme 
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dans  quelques  ouvrages  corae  Les  Le9ons  de  Statique  grafique 
de  M.  Favaro  (Trad.  Terrier  partie  p.  68,  1885)  etc.  et  cependant 
on  ne  Ta  pas,  finalement,  remarqu^  entre  toutes  et  eie  n’est  pas 
classique. 

(Construction  geom^trografique.)  — Soit  A'>  B.  Je  trace 
une  droite  quelconque  (2?,)  et,  0 etant  un  point  de  cete  droite,  je  trace 
0 (.4)  (2  Cj  + Cj  + Cg)  qui  coupe  la  droite  en  C et  en  C',  le  point  C, 
etant  place  ä gauche  de  0;  je  trace  (7(j&)(3Ci+  qui  place  E dans 
le  sens  CC'  sur  0(7';  je  trace  E{B){C^-\-  Cj)  et  en  tra^ant  l’inter- 
section  des  2 cercles  C(B)f  E(B)(2Ri-\-  j’ai  la  perpendiculaire 
au  milieu  L de  CE,  Me  coupe  0(Ä)  en  FC  ou  FE,  qu’il  n’y  a 
pas  besoin  de  tracer,  est  la  longueur  de  Fa  moyene  proportionele  cherchee; 
op.:  (2i?j  + 2i?j  + 60j  + SCg);  S.:  14;  E.:  9;  2 droites,  3 cercles. 

On  le  demontre  en  remarquant  que  dans  le  triangle  rectangle 

CFC’  on  aurait  CF^  = CL  ■ CC' = ^ ■ 2A  = A ■ li. 

XXI.  Diviser  une  droite  AB  en  moyene  et  extreme  raison. 
(Sectio  aurea.) 

(Construction  classique.)  — On  eleve  en  B une  perpendiculaire 

A B 

sur  laquMe  on  prend  BC  — -^\  on  trace  AC,  puis  le  cercle  C(CB) 

qui  coupe  AC  en  D et  en  D';  soit  AD  <,  AD',  on  trace  A{AD) 
qui  coupe  AB  Qn  M entre  A et  B et  A{AD')  qui  coupe  AB  en  M' 
dans  le  sens  BA.  M et  M'  sont  les  points  cherches. 

£n  construisant  come  on  le  fait  ordinairement  sans  recherche  de 
simplicite  sistematique,  on  a le  simbole  op,:  (ß 11  (Tj  + OOg); 
S,:  29;  E.:  17;  3 droites,  9 cercles,  qu’on  peut  reduire  geometro- 
grafiquement  come  il  suit:  on  ne  se  sert  de  la  perpendiculaire  elevee  en 
B k AB  que  pour  obtenir  le  point  C,  donc,  si  on  peut  obtenir  le  point 
C directement  en  utilisant  des  traces  iiecessaires  au  reste  de  la  con- 
struction  avec  ime  addition  d’operations  Mementaires  et  que  le  tout  fasse 
une  economie,  nous  diminuerons  le  simbole  total;  on  peuty  ariver.  Je  trace 
la  perpendiculaire  au  milieu  0 de  AB  (2  -f  R^-^2Cy-\-  26g),  je 
trace  0),  0(i?0)  (3Cj -f- 2Cg),  cete  demiere  circonference  coupe  en 
E la  perpendiculaire  elevee  au  milieu  de  AB\  je  trace  E(BO)(C^-\-  6\) 
qui  coupe  B{BO)  en  C.  Je  continue  come  precedemment  en  tra<;ant 
AC{2R^  + 2?j),  puis  C{BO){C^-{-  6g)  qui  place  D et  D\  puis  A{AD), 
4 (4./)')  (3C\  + 2(7g)  qui  placent  M et  ili';  op.:  (4JRi  + 27(j  + 1Ü6\ 
-f  8 Cg);  S.:  24;  E.:  14;  2 droites,  8 cercles. 

11  y a un  tres  grand  nombre  de  constructions  plus  simples  que 
la  construction  classique  et  en  particulier  plusieurs  constructions  geo- 
metrografiques;  je  vais  seulement  indiquer  une  de  celes-ci. 
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E.  Lemoink: 


(Construction  geometrografique.)  — Je  traceyl(^.B)(2(7i-f-C3) 
qui  coupe  AB  en  JE?';  je  trace  B{ÄB)  {C\  -f-  Cj)  qui  coupe  A (AB) 
en  F et  en  je  trace  FF'  (2  + R^)  qui  coupe  AB  en  G;  je  trace 

G (AB)  {Ci  + Cj)  qui  coupe  FF'  en  jFT;  pendant  que  j’ai  la  pointe 
en  Gf  je  prends  GB  dans  le  compas  (Q),  puis  je  trace  B (BG)  (C\  -1-  63) 
qui  coupe  en  M et  en  il/';  op.:  [2  R^-\-  R^-\-  + dCj);  S.:  13; 

E.:  8;  1 droite,  4 cercles;  de  29  ä 13  voilä  la  simplification  obtenue. 

Ce  qui  precede  est  sufisant  pour  pemietre  d’apliquer  la  Geometro- 
grafie;  il  est  surprenant  qu’ele  ait  pu  reduire  presque  toutes  les  con- 
structions  fondamentales  donees  depuis  les  Grecs  et  avec  lesqueles 
tant  de  generations  de  Geometres  ont  fait  leurs  etudes  et  ont  travaille; 
par  cela  meme  beaucoup  n’ontXete  simplifiees  que  d’une,  deus,  trois 
operations  elementaires;  mais  si  ce  que  nous  avons  dit,  sufit  pour 
compter  et  disposer  moins  maladroitement  les  traces,  il  faut  quelques 
exercices  pour  se  rendre  habile.  On  s’apercevra  vite  que,  si  la  reduction 
par  exemple  de  2,  3,  4 unites  (suivant  la  construction  classique 
usitee  dans  le  pays  oü  le  lecteur  a fait  son  education  geometrique) 
que  nous  avons  operee  sur  le  trace  de  mener  par  un  point  done  une 
paralele  a une  droite  et  des  reductions  sur  d’autres  constructions 
simples,  ont  une  certaine  importance  par  la  repetition  de  ces  economies 
dans  un  trace,  la  recherche  sistematique  des  siraplifications,  laquele  est 
un  art  comparable  ä celui  de  resoudre  les  problemes  de  geometrie 
flementaire,  en  a une  bien  plus  grande  encore.  La  reduction  finale 
oj)eree  par  l’emploi  de  la  metode  depasse  quelquefois  ce  que  Ton  aurait 
pu  admetre  ä priori;  nous  avons  dejä  vu  que  le  trace  geometrografique 
de  la  moyenne  proportionele  entre  deus  longueurs  reduit  de  28  ä 14  le 
coeficient  de  simplicite,  celui  de  la  division  en  moyene  et  extreme 
raison  de  29  a 13,  celui  des  4 tangentes  comunes  ä 2 circonferences 
de  92  ä 36  etc.,  mais  il  y a des  exemples  oü  la  reduction  ateint  une 
Proportion  beaucoup  plus  considerable.  Je  tiens  a en  citer  un  qui  est 
caracteristique.  En  1893  j’eus  l’idee  de  me  rendre  compte  experi- 
mentalement  du  quantum  possible  de  la  reduction,  en  faisant  faire 
pour  moi,  par  un  geometre  ne  conaissant  rien  de  Tidde  geometro- 
grafique, le  plan,  assez  detaille  pour  que  je  puisse  la  mesurer 
exactement,  d’une  construction  un  peu  compliquee  que  moi  j’aurais 
etudiee  geometrografiquement,  et  de  faire  ensuite  la  comparaison  des 
deus  simboles  obtenus.  L’experience  n’etait  pas  tres  comode  a realiser 
impartialement,  parceque  si  je  demandais  cela  a un  geometre  de 
mes  relations  parmi  ceus  — qui  n’etaient  pas,  alors  surtout,  dificiles  a 
trouver  — n’ayant  jamais  examine  la  Geometrografie,  il  dtait  certain 
qu’ils  la  conaissaient  de  nom  et  que  la  nature  de  la  demande  venant 
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de  moi  leur  aurait  fait  indiquer  meme  uivolontairement  des  cou- 
strnctions  qu’ils  auraient  sistematiquement  simplifiees  autant  que 
possible  et  c’est  un  comencement  de  Geometrografie!  Je  n’aurais  donc 
pas  fait  lü  ime  experience  concluante.  Je  demandais  alors  ä M.  Jung, 
le  savant  professeur  a l’Ecole  des  Ingenieurs  de  Milan  avec  lequel 
j’avais  l’honeur  d’etre  en  relations,  s’il  voulait  bien  se  preter  a mon 
experience  en  demandant  ä un  jeune  geometre  de  ses  bons  Cleves  de  faire, 
en  une  page,  l’esquisse  dcrite  d’un  trace  que  j’indiquerai  et  que 
M.  Jung  m’enverrait.  D eut  la  complaisance  d’y  consentir.  Voici 
la  construction  que  je  donai:  On  a sur  l’epure  un  triangle  ABCy  il 
faut  y placer  le  point  0 dont  les  coordonees  normales  sont 
c*n* — «*c*+ 

a ^ h ^ c ' 

Ce  point  a de  nombreuses  proprietes;  avec  leur  aide  il  se  place 
assez  simplement,  mais  le  geometre  ne  les  conaissait  pas  et  il  etait 
convenu  d’ailleurs,  que  le  trace  devait  etre  fait  sans  le  secours  d’aucune 
propriete  particuliere  a rechercher  du  point  0.  Le  trace  qui  me 
fut  indique  come  reponse  avait  pour  simbole  op.:  81  JRj  -f  46  jRg  + ^11 
+ 121^3);  Simpliciter  459;  Exactitude:  292;  4Gdroites,  121  cercles. 

Le  trace  geometrografique  que  je  fis  de  la  meme  question,  sans 
me  servir  non  plus  des  proprietes  du  point  0,  avait  pour  simbole 
op.:  (14i?,-f  7C,  + 48  6'i  + 22('3);  S.r  91;  E.r  62;  7 droites,  22  cercles. 
Mais  M.  E.  Bernes,  dont  j’ai  deja  parle,  trouva  un  autre  arangement 
de  la  construction  et  ariva  ä un  simbole  de  simplicite  64!  De  459  a 
64!  c’etait  plus  de  7 fois  plus  comj)lique  que  le  trace  conduit  geometro- 
grafiquement.  La  construction  qu’on  m’avait  envoyee,  etait  fort  logique; 
au  point  de  vue  Geometrique  il  n’y  avait  rien  ü dire  et  moi-meme 
j’aurais  pu  en  doner  une  analogue  il  y a quelques  annees,  mais  au 
point  de  vue  geometrografique,  qui  n’existait  pas  pour  l’auteur 
du  trace,  il  est  clair  qu’ü  avait  eu  la  main  malheureuse;  je  n’ai  pas 
renouvele  l’experience  mais  il  doit  y avoir  rarement  de  teles  diferences. 

(A  suivre.) 


Ö* 
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Ein  Satz  über  geodätische  Linien. 

\ 

Von  V.  Kommerell  in  Reutlingen. 


Bezieht  man  die  Gleichung  einer  Fläche  auf  ein  Koordinatensystem, 


dessen  x-  und  «/-Achse  in  die  Hauptkrümmungsrichtungen  fallen,  so  läfst 


verwechseln  mit  einem  Paraboloid,  dem  sogenannten  „Schmiegungs- 
paraboloid",  dessen  Gleichung  in  Cylinderkoordinaten  q,  <p)  lautet 


wo  rj  und  r,  die  Hauptkrümmungsradien  der  Fläche  sind,  während  g 
und  Q unendlich  kleine  Werte  der  Koordinaten  bezeichnen.  Stellt  man 
nun  für  eine  Normale  im  Punkte  p,  (p  den  Neigungswinkel  da  gegen 
die  Achse,  d.  h.  gegen  die  Flächennormale,  und  ihre  kürzeste  Ent- 
fernung dl  von  derselben  auf,  so  findet  man: 


cos  9 und  sin^)  in  Funktion  von  r (=  Krümmungsradius  des  durch 
bestimmten  Normalschnitts)  ausdrücken,  und  zwar  ist: 


dessen  ry-Ebene  die  Tangentialebene  eines  Flächenpunktes  ist,  und 


sich  bekanntlich  die  Fläche  in  der  nächsten  Umgebung  dieses  Punktes 


(1) 


(2) 


Q Sin  qp  cos  qp 


Durch  Multiplikation  dieser  Gleichungen  ergiebt  sich: 
(4)  rfZrfüj  = p*  sin9J  COS9) 


Für  p kann  auch  das  Linienelement  ds  der  Fläche  gesetzt  werden, 
da  die  hierbei  vernachlässigte  Gröfse  unendlich  klein  von  der  zweiten 
Ordnung  ist.  P'emer  lassen  sich  vermöge  der  Eulerschen  Gleichung: 


1 cos*  CD  sin*  cp 
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Gleichung  (4)  geht  hierdurch  über  in: 

Bildet  man  für  eine  Fläche  f {Xy  y,  z)  = 0 in  einem  beliebigen 
Punkt  den  Ausdruck  für  die  kürzeste  Entfernung  und  den  Winkel  zweier 
unendlich  benachbarten  Normalen^  so  erhält  man: 

a da  dx 
b db  dy 
c de  dz 


(6) 


dl== 


wo  Oy  hy  c die  Cosinus  der  Neigungswinkel  der  Flächennormalen  sind. 
Ferner: 

(7)  da  = Yd^-fd¥  + rfc*. 

Multipliziert  man  (6)  und  (7)  und  dividiert  beiderseits  mit  d$*y  so 
erhält  man: 


dl  den 
ds  ds 


a da  dx 
b db  dy 
c de  dz 


dz* 


oder  nach  (5): 


(«) 


a da  dx 
b db  dy 
e de  dz 
~~d? 


Die  linke  Seite  ist  aber  die  negative  Torsion  der  in  der  Richtung 

dx  : dy : dz  gehenden  geodätischen  Linie  ^),  ^ ist  die  Krümmung  des 

zugehörigen  Normalschnitts,  oder,  was  dasselbe  ist,  ebenfalls  der  geo- 
dätischen Linie.  Durch  Quadrieren  der  Gleichung  (8)  erhält  man  also 
den  bemerkenswerten  Satz: 

Für  eine  geodätische  Linie  ist  das  Quadrat  der  Torsion  gleich  dem 
Produkt  aus  den  Differenzen  ihrer  Krümmung  gegen  die  beiden  Haupt- 
krümmungen  der  Fläche  in  dem  betreffenden  Punkte. 


1)  Vgl.  H.  Stahl  und  V.  Komm  ereil:  Grundformeln  der  allgemeinen  Flächen- 
theorie, § 16. 


über  die  Reduktion  des  elliptischen  Integrals 
erster  Gattung  auf  die  Weierstraf ssche  Normalform  mit 
Hülfe  einer  Hermiteschen  Substitution. 

Von  Emil  Haentzschel  in  Berlin. 


1,  Weierstrafs  hat  in  seinen  Vorlesungen  gezeigt,  dafs  man 
das  elliptische  Integral  erster  Gattung 


wo  Ji(-t)  = 4-  4-  4*  dfTga;  4- 


ist,  in  die  nach  ihm  benannte  Normalform 


} 


wo 


S - 4.S 


.3 


9i  = «ü«-j  - 4aiaj  4-  3«,*, 

Oz  = 

ist,  überführen  kann  mit  Hülfe  der  Substitution: 
n -I  ^ ^ 4.  +J  £!*•)  [»  - * «>.)1  + V.  *'>■„) 


wenn  Xq  eine  beliebige  reelle  oder  komplexe  Konstante  bedeutet. 

Es  ist  bemerkenswert,  dafs  Weierstrafs  bei  der  Herleitung  dieser 
Formel  ganz  elementar  vorging,  dafs  er  vor  allem  keinerlei  Vorkennt- 
nisse aus  der  Theorie  der  binären  Formen,  also  über  Kovarianten  und 
Invarianten,  voraussetzte.  Die  Formel  (1)  entsteht  bekanntlich  als  die 
Wurzel  der  sowohl  in  x als  auch  in  s quadratischen  Gleichung: 

( (Ls  - i Rix,)  R'“(x,))  (x  - x,)‘ 


(1  R'(x,)  [»•  - J R"  (X,)]  + R(x,)  R'"(x,))  (X  - X,) 


I - s + R(x,)  R"(x,)  - 7r(x„)»)  = 0, 

die  ja  den  Ausgangspunkt  der  Untersuchung  bildet.  Im  besonderen 
ist  X diejenige  der  beiden  Wurzeln,  für  welche  das  Pluszeichen  vor  der 
Quadratwurzel  zu  nehmen  ist. 
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Ordnen  wir  die  Gleichung  (2)  so  um,  dals  s die  Unbekannte  der 
quadratischen  Gleichung  wird,  so  ergiebt  sich,  wenn  auch  hier  wieder 
(las  Fltiszeichen  vor  do'  Wurzel  genommen  wird,  für  s der  Wert: 

c _ yji(x)  + ä(j-q)  -}-  \ (x  — Jq)  -f  iS 

2 (X  - Xo)« 

welcher  erkennen  läfst,  dafs  s für  x — Xq  unendlich  grofs  wird.  Zwischen 
den  beiden  oben  niedergeschriebenen  elliptischen  Integralen  besteht 
nach  Weierstrafs  die  Beziehung 


r (ix  rds  ^ 

J yj{(^  ~^Jys  ~ 


= 0. 


2,  Weierstrafs  pflegte  in  seinen  Vorlesungen  zwei  Sonderfälle 
der  Formel  (1)  mitzu teilen. 

Erstens,  es  sei  j",)  eine  Wurzel  der  Gleichung  B.{Xq)  — 0. 

Dann  hat  die  Gleichung  (2)  eine  Doppelwurzel,  so  dafs 


(1‘) 

bez. 

C3*) 

ist. 


X = 


s = 


r 4-  - ^ ^ 

R"M’ 

Tr{x„)  + 


Zweitens,  es  sei  — eso. 


Es  ist  dann 


= V »b’  + 2g,  8 -f  «ort,  — ff,  g, 

2(«,*  — «o«j) 


2«o« 


(U) 

bez. 

(3^*)  .s  = I ]/«o  y Pi  (x)  + { {(IqX-  + 2«iX  + a.J. 

Bedenkt  man,  dafs  Xq  als  Wurzel  von  P{xq)  = 0 im  ersten  Falle 
sich  als  eine  algebraische  Funktion  der  Koeffizienten  von  P{x)  dar- 
stellt, so  erkennt  man,  dafs  keine  der  drei  angeführten  Transformations- 
formeln eine  rationale  Funktion  der  Koeffizienten  «y,  . . .,  a^_  ist. 
Vnd  doch  existiert  eim  solche;  sie  rührt  von  Hermite  her  (Crelle’s 
Journal  52,  S.  7 — 8,  1856).  Herr  Fricke  nennt  sie  in  F.  Klein, 
Vorlesungen  über  die  Theorie  der  elliptischen  Modulfunktionen,  eine 
„merkwürdige  Transformation  vierten  Grades“  (S.  24).  Merkwürdig 
ist  in  der  That,  dafs  Weierstrafs  von  ihr  in  seinen  Vorlesungen, 
soviel  mir  bekannt,  nicht  gesprochen  hat.  Sicher  ist  sie  älter  als 
die  Weierstrafsschen  Formeln  (1)  und  (3),  die  sich  zuerst  in  der 
Dissertation  von  W.  Biermann  (Berlin  1865)  gedruckt  finden.  Diese 
Hermitesche  Transformationsformel  lautet: 


iT) 


h <x) 
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WO  h{x)  die  Hessiana  von  B,{x)  = 4-  6aj.r*  + 4-  Ö4, 

und  daher  gegeben  ist  durch 


I h{x)  = (flo«2  - «1®)  ar*  4-  2 {a^a^  - a, a^)  a4  + (a^a^  4-  2a, - 3aj*)  x* 
\ 4-  2 (a,  a^  - a^a,)  x 4-  (a^a^  - a,*). 


Herrn  ite  fand  die  Formel  (I)  bei  Untersuchungen  über  Kovarianten 
und  Invarianten  von  binären  quadratischen  Formen;  von  solchen 
ausgehend,  giebt  Ralphen  in  seinem  Traite  des  fonctions  elliptiques 
(Bd.  II,  S.  360,  1888)  eine  Darstellung  der  bisher  aufgeführten 
Formeln. 

Mir  ist  nicht  bekannt,  dafs  schon  versucht  worden  wäre,  (I)  aus 
(3)  in  elementarer  Weise  ahzulciten.  Dies  ist  der  Zweck  der  folgenden 
Zeilen. 

3.  Wir  machen  zuerst  folgende  Beobachtung  an  der  Gleichung  (2). 
Berechnet  man 

SO  erhält  man 

(5*)  h{x^). 


Ersetzt  man  demnach  in  (2)  die  Grölse  Xq  durch  x,  so  erhält  man 
direkt  aus  (2) 


(I) 


. 

R(x)’ 


Es  geht  demnach  (I)  aus  (2)  dadurch  hervor,  dafs  man  Xq  = x setzt. 
Dadurch  wird  nun  freilich  die  Integralgleichung  (4)  illusorisch;  wir 
müssen  also  sehen,  welche  neue  Gleichung  an  die  Stelle  von  (4)  treten 
wird,  zugleich  aber  (I)  ganz  streng  aus  (3)  herzuleiten  suchen. 

Dazu  wollen  wir  die  Gleichung  (3)  derartig  umformen,  dafs  wir 
die  Irrationalität  aus  dem  Zähler  in  den  Nenner  bringen;  wir  ziehen 
vorläufig  aber  beide  Wurzeln  von  (2)  in  die  Rechnung  hinein.  Wir 
setzen  deswegen 

(6)  G{x)  = 11{xq)  4-  I R'(^o)  - ^0)  + 18 

in  (3)  ein  und  erhalten 

+ YW>  + G(x) 

2 (iE  — X^Y  ’ 

(±  4-  G{x))  (±  VRi^)  Ymx)  - g(iE)) 

2 (X  - X,y  (±  l/i?(Xo)  V^)  - Cr{x)) 

Jt{x,)Rjx)  - 

2 (X  - x„)»  (±  VR{x)  - G(x))  ‘ 

»rstrafs  selbst  schon  gezeigt,  dafs 
II  (xq)  R{x)  — G*(x)  = 4 (x  — X(,y  B(x,X(f) 


(3)  s - 

s == 
s = 

Nun  hat  Wei( 

(V 
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ist,  wo 

1 i («0  »4-  «»*)  +^o)*+  2 (»1  Os-  a^*)  a:Xo+  (Oj  a,  o,)  (a: + a-o) + (o,  a^-  «s*) 

bedeutet.  Demnach  ist 

2 j?(a;,a:„) 


(3“) 


s = 


Setzen  wir  jetzt  in  (3®): 


± YJ{(x,)  yE(x)  - G{x) 


Xq  = a, 


so  wird 

(6-)  [<?Wk=,  = ;?(*), 

{8")  R(xyx)  = h(x)y 

wie  man  letzteres  aus  (5)  ersehen  kann.  Aber  (3")  wird  für  Xq  = x nur 
dann  ein  brauchbares  Resultat  ergeben,  wenn  man  das  Minuszeichen, 
also  die  zweite  Wurzel  der  Gleichung  (2)  nimmt  Dann  geht  nämlich 
aus  (3")  direkt  (I)  hervor. 

Damit  ist  ein  Teil  des  gesteckten  Zieles  erreicht;  jetzt  gilt  es,  die 
Integralgleichung  selbst  aufzustellen.  Wir  Avenden  uns  zu  diesem 
Zwecke  der  Gleichung  (1)  zu  und  setzen  Xq  — x,  so  wird  sich  er- 
geben: 

(9)  VB(i)  }TS '+  I R(x)  [s  - i jr(x)]  + 1 R(x)  K"(x)  = 0, 
oder  wegen 

Eix)  R'ix)  - A K'(x) 


(1) 


s = — 


E I x) 


Ä^x)  yi{{x)  ys  = - JR*(x)  R'"{x)  + n(x)R{x)  R"(x). 

Also  ist' 

(10)  l/S  = - E-x)  K"{x)  + E{x)  E'(x)R'(x) 

Zur  Berechnung  des  Zählers  dieses  Ausdrucks  setzen  Avir  einerseits 

'•)  * - - = - -KW  + '' W -B-W, 


and  andererseits 


ds 


Vj  E(x)  R’(x)  - E’(.cy 
Eix) 


- B'  = 2 (i  B-W»  + A R^x)  R"'(x)  - *.  R(x)  R{x)  R'(x)). 
Bezeichnen  wir  daher  den  Zähler  von  (10)  mit  f,  so  ist 


(10) 

und 


Vs  = 


(ysM''’ 


2l  = -R(x)~^  + h(x)R(x), 


(11) 
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also  durch  Einsetzen  von  II  und  h: 

< = (tto*  «3  — 3 «0  «1  »2  + 2 a;®  4-  + 2 «o  «1  a, — 9 0^  * + 6 Cf  1 * rtj) 

+ 5 («0«! «4  — 3«„cf,ag  4-  2a^^a^)  4-  10  (a,*a4  — 

+ 5 (— cfo^s  ^ ®i  ®2  ®4“  ^ ^3*)  ^*+(9  cr.4  flj*—  a^aff-  2 Uj  04—  6 cfs^cfj)  x 

4-  {Sa^a^a^  — ala^^  — 2«g’). 

Indem  wir  nun 

R‘^  = 2t 

itx 

und 

(10")  {VrW'Ys^i 

kombinieren,  ergiebt  sich 

ywx)  ^ 2 

y'S  dx  ’ 

d.  h. 


ds  2 

y?  “ v7^&)  ’ 

Weil  aber  aus  (I)  hervorgeht,  dafs  s unendlich  grofs  wird  für  eine 
Wurzel  Xq  von  Rix),  wenn  x einen  solchen  Wert  annimrat,  so  ist 


(II) 


C—  = 2 C — 

J J VW) 


Damit  ist  das  gesteckte  Ziel  erreicht.  In  Beziehung  auf  t leiten  wir 
noch  aus  (10)  die  Gleichung  ab: 

4s^R^  - g^sR  • iJ*  - g^R^ 

oder 

t*  = — 4h^(x)  4-  g^hix)R^{x)  — g^R^ix). 

4,  Wir  behandeln  noch  folgenden  interessanten  Sonderfall.  Es  sei 

flo  = 0,  Uj  = 1,  = 0,  uj  = - «4  = - ^3, 

so  ist 

R (x)  = 4x^-g^x ~g^ ; h (j:)  = - (j:‘  + x* 4-  "2g.sX 4- - (j;* 4-  4*)*-  2g^x, 


(I“) 

cn'’) 

Setzt  man 


s = 


(^’  + ?)’+ 

Tx^  — 9t  X ~ ’ 


c 9 r 

J yis>  — j,«  — y,  J — — k 


ds 


so  ist 


V'4s»  — <7,Ä  — </8 


= — du  imd 


dx 


)/4x®  — — ifg 


= — du! , 


n = 2fi'  und  s = #>(m),  x = ^'>(m')  = 9 (y)  , 
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denmaoh 

d") 


also  erhält  man  die  bekannte  Gleichung  für  die  Division  durch  2.  Die 
Gleichung  (I")  erlaubt  nun  aber  auch  die  Berechnung  von  x durch  .s; 
es  ist  nämlich 


(12) 


^ - iV(^^  - ^ 


“>).(*  ~ ~~  ~ ~ 

V(«  -^0  (»  - ^v)  + Vi^x~  («  - <';.) 


1 

9 


Berlin,  den  11.  Januar  1901. 
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Die  Geraden  der  Reyeschen  Konfiguration. 

Von  Ernst  Steinitz  in  Charlottenburg. 

Die  Key  e sehe  Kf.  und  die  zu  ihr  gehörige  Transformationsgruppe 
sind  der  Gegenstand  zahlreicher  Untersuchungen  gewesen.  Zweck  dieser 
Notiz  ist  die  Einführung  einer  symmetrischen  Bezeichnung,  welche,  an- 
knüpfend an  allgemein  geläufige  Vorstellungen,  viele  von  den  merk- 
würdigen Eigenschaften  der  Kf.  unmittelbar  hervortreten  läfst,  aber  auch 
bei  allen  weiteren  Untersuchungen  sich  als  ein  brauchbares  Hilfsmittel 
bewährt.  Dabei  fallt  den  Geraden  der  Kf.  eine  bedeutsame  Rolle  zu; 
ihre  überaus  einfache,  aber  bisher  wenig  beachtete  Gruppierung  nimmt 
die  folgende  Darstellung  zum  Ausgangspunkt. 

Auf  die  in  Rode  stehende  Kf.  wurde  zuerst  Poncelet  bei  Betrachtung 
der  Ahnlichkeitspunkte  von  4 Kugeln  aufmerksam.  Bei  .3  Kugeln  bilden 
bekanntlich  die  6 Ahnlichkeitspunkte  die  Figur  eines  vollständigen 
Vierseits,  von  dessen  Seiten  — „Ahnlichkeitsachsen^^  — die  eine  die  drei 
äufseren,  die  anderen  je  einen  äufseren  und  zwei  innere  Ahnlichkeits- 
punkte enthalten.  Geht  man  von  vier  Kugeln  JVg,  Ä',  aus,  so 

erhält  man  12  Ahnlichkeitspunkte,  welche  sich  zu  drei  und  drei  auf 

*• 

16  Ahnlichkeitskehsen  verteilen.  Von  den  letzteren  gehen  je  4 durch 
jeden  der  12  Punkte. 

Es  bezeichne  pqrs  jede  Anordnung  der  ZiflFem  1 2 3 4,  (pq)  den 
äufseren,  (j^)  den  inneren  Ahnlichkeitspunkt  von  und  ferner 
{pqr)  die  durch  (jpq),  (p»*),  (qr),  endlich  {pqr)  die  durch  (pq\  (^),  (^r) 
gehende  Ahnlichkeitsachse.  Dann  lassen  sich  die  Achsen  zu  dem  folgenden 
quadratischen  Tableau  zusammenstellen: 

(234)  (134)  (124)  (123) 

(134)  (234)  (123)  (T24) 

(124)  (F23)  (234)  (134) 

(123)  (124)  (134)  (2:34). 

In  diesem  Tableau  haben  zwei  Achsen,  die  weder  derselben  Zeile 
noch  derselben  Kolonne  angehören,  stets  einen  Ahnlichkeitspunkt  ge- 
mein, während  zwei  zu  derselben  Zeile  oder  zu  derselben  Kolonne  ge- 
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hörige  Achsen  keinen  gemeinsamen  Ähnlichkeitspunkt  haben.  Man  sieht 
auch  leicht,  dafs  die  Geradenpaare  der  letzteren  Art  windschief  sind, 
wofem  nur  die  Mittelpunkte  der  4 Kugeln  nicht  in  einer  Ebene  liegen. 


Als  yReyesches  System'^  bezeichnen  wir 
6n  System  von  16  quadratisch  angeordneien  Geraden 

^12  ®13  ®14 

«22  ^23  ®24 

^32  ^33  ^*34 

®42  ®43  ®44 

lö»  der  Beschaffenheit  f dafs  die  einer  Zeile  oder  Kolonne  zugehörigen 
Geraden  zu  einander  tvindschief  sind,  tvährend  je  2 Geraden,  die  weder 
dmelhen  Zeile  noch  derselben  Kolonne  angehören,  einander  schneiden. 

Es  wurde  bemerkt,  dafs  die  Ähnlichkeitsachsen  von  4 Kugeln  ein 
solches  System  bilden;  doch  soll  darauf  nicht  weiter  Bezug  genommen 
werden.  Für  die  Existenz  Reye scher  Systeme  wird  später  durch  An- 
gabe einer  einfachen  Konstruktion  noch  ein  Beweis  erbracht  werden. 
Zunächst  wollen  wir  jedoch,  die  Existenz  voraussetzend,  aus  der  De- 
finition (1)  einige  Folgerungen  ziehen. 

Wenn  man  im  Reye  sehen  System  (a,j)  die  Zeilen  und  ebenso  die 
Kolonnen  unter  einander  vertauscht,  so  bleibt  sein  Charakter  erhalten. 
Diese  Permutationen  bezeichnen  wir  durch 


(1) 


a 


11 


a. 


21 


a 


81 


a 


41 


(2) 


pi‘ 

Vp 


3^ 


worin  z.  und  {i,  k = 1,  . ; 4)  diejenige  Zeile  und  Kolonne  angeben, 
welche  das  Element  a,.^  gemein  haben,  p q r s und  t u v w aber  irgend 
zwei  Anordnungen  der  Ziffern  1 2 3 4 bedeuten.  Zu  diesen  4!  • 4!  = 57G 
Permntationen  kommen  noch  ebensoviele  Permutationen 


(3) 


/^1  ^2  ^3  ^4  ^1  ^2  ^8  ^4  \ 


bei  denen  die  Zeilen  mit  den  Kolonnen  vertauscht  sind.  Damit  sind 
aber  alle  zulässigen  Vertauschungen  erschöpft;  sie  bilden  insgesamt  eine 
Gruppe  91  von  der  Ordnung  1152.  — Auf  die  geometrische  Bedeutung 
der  Permutationen  gehen  wir  später  ein. 

Operieren  wir  mit  den  Symbolen  a.^  der  Geraden  wie  mit  unbe- 
stimmten Gröfsen,  so  stellt  9t  die  Permutationsgruppe  der  Elemente 
dar,  welche  die  Determinante  |a,*|,  abgesehen  vom  Vorzeichen,  ungeändert 
läfst.  Diejenigen  Permutationen,  welche  auch  das  Vorzeichen  nicht  ändern, 
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J)hxst  Stkisitz: 


bilden  eine  invariante  Untergruppe  9T  von  9t  vom  Index  2,  also  von 
der  Ordnung  576.  Eine  zweite  invariante  Untergruppe  © von  der 
Ordnung  576  wird  von  den  Permutationen  (2)  gebildet.  Jede  solche 


(z  z z z \ 

' * ’ und 

(CiCoCbC,  \ . . . 

1,  welche  in  beliebiger  Reihenfolge 


einer 


zu  nehmen  sind.  Die  Gruppe  © ist  daher  das  direkte  Produkt  aus  der 
Gruppe  ©'  der  Zeilen-  und  der  Gruppe  ©”  der  Kolonnenpermutationen. 
— Von  anderen  invarianten  Untergruppen  führen  wir  noch  eine  Gruppe  % 
von  der  Ordnung  16  an,  welche  das  direkte  Produkt  ist  aus  der  Gruppe  %' 
der  Zeilenpermutationen  1 (=  Identität)  (•^i^4)(^2^s) 

und  der  Gruppe  X”  der  entsprechenden  Kolonnenpermutationen.  Die 
Gruppe  X ist  dadurch  ausgezeichnet,  dafs  alle  ihre  Operationen  mit 
einander  vertauschbar  sind. 


II. 

Die  M Terme  der  Determinante  la,.j|,  deren  12  positives  und  12 
negatives  Vorzeichen  erhalten,  Jossen  sich  sehr  einfach  geotnetrisch  inter- 
pretieren. Die  Faktoren  eines  jeden  Terms  repräsentieren  4 einander 
schneidende  Geraden,  welche  also  entweder  alle  durch  einen  Punkt 
gehen  oder  in  einer  Ebene  liegen  müssen.  Es  bezeichne  pqrs  irgend 
eine  Anordnung  der  Ziffern  12  34.  Wir  greifen  von  den  4 Geraden, 
welche  durch  die  Faktoren  von  «ip  «a,.  «4,  bezeichnet  werden,  3 
heraus,  etwa  Die  Gerade  Og,  schneidet  (nach  (1))  und 

«3^,  ist  dagegen  zu  «g^  windschief.  Daraus  folgt,  dafs  umuöglich  die 
Geraden  «g^  gleichzeitig  sowohl  in  einer  Ebene  liegen  als  auch 

durch  einen  Punkt  gehen  können.  Da  dies  von  irgend  3 der  Geraden 
^ip>  ^qf  ^irf  ®4*  Fälle  möglich;  Die  4 Geraden 

gehen  entweder  durch  einen  Punkt,  alsdann  liegen  keine  3 von  ihnen 
in  einer  Ebene,  oder  sie  liegen  alle  in  einer  Ebene,  dann  können  nicht 
3 von  ihnen  durch  einen  Punkt  gehen.  Wir  sehen  im  ersten  Falle 
den  Schnittpunkt  der  Geraden,  im  zweiten  ihre  Verbindungsebene  als 
das  geometrische  Bild  des  Determinantenterms 

trachten  wir  nun  zwei  Terme  «jp  «2p  «sr  ®ip  ®s*  ®4d  welche 

durch  eine  einzige  Transposition  zweier  Kolonnenindices  in  einander 
übergehen.  Ein  jeder  von  ihnen  stellt  entweder  den  Schnittpunkt  oder 
die  Verbindungsebene  der  Geraden  und  a^^  dar;  und  da  sie  nicht 
beide  das  Nämliche  darstellen  können,  weil  sonst  alle  6 Geraden 

^srf  ®4f>  ®4r  einander  schneiden  würden,  während  doch  a^^, 

«g,  windschief  sein  sollen,  so  mufs  der  eine  Term  den  Schnittpunkt, 


■V 
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der  andere  die  Verbindungsebene  repräsentieren.  Als  weitere  Folgerung 
hieraus  ergiebt  sich,  dafs  von  den  beiden  Klassen,  in  welche  die  24 
Terme  von  j n.j^  \ zerfallen,  die  eine  nur  Punkte,  die  andere  nur  Ebenen 
darstellt.  Diese  12  Punkte  und  12  Ebenen,  mit  welchen  alle  Schnitt- 
punkte und  Verbindungsebenen  der  IG  Geraden  erschöpft  sind,  stellen 
im  Verein  mit  diesen  Geraden  die  Reyesche  Kf.  dar.  Die  Betrachtung 
des  quadratischen  Systems  (a,-^)  und  seiner  Determinante  zeigt  nämlich 
sofort,  dafs  jede  Gerade  mit  3 Punkten  und  3 Ebenen  inzident  ist, 
dafs  die  in  einer  Ebene  gelegenen  Geraden  und  Punkte  ein  voll- 
ständiges Vierseit,  die  durch  einen  Punkt  gehenden  Geraden  und  Ebenen 
ein  vollständiges  Vierkant  bilden.  Man  sieht  ferner,  dafs  ein  Punkt 
und  eine  Ebene  dann  und  nur  dann  inzident  sind,  wenn  die  zugehörigen 
Determinantenterme  durch  eine  einzige  Transposition  der  Kolonnenindices 
in  einander  übergehen.  Wenn  man  den  Term  durch  das 

einfache  Zeichen  pqrs  ersetzt,  so  ergiebt  sich  also: 

Voti  den  24  Anordnungen  der  Ziffern  1234  stellen  die  zwölf  der 
einen  Klasse  Punkte,  die  der  anderen  Klasse  Ebenen  dar.  Ein  Punkt 
und  eine  Ebene  sind  inzident,  umn  die  zugehörigen  Anordnungen  durch 
eine  einzige  Vertauschung  ztceier  Elemente  in  einander  übergehen  (und 
nur  dann). 

Anstatt  des  unter  (1)  beschriebenen  Systems  von  Geraden  kann 
man  auch  das  soeben  beschriebene  System  von  Punkten  und 
Ebenen  der  Betrachtung  zu  Grunde  legen  und  von  diesem  zu  jenem 
gelangen. 

Im  Anschlufs  hieran  lassen  sich  leicht  diejenigen  Eigenschaften 
der  Kf.  ableiten,  welche  sich  auf  die  Anordnung  ihrer  Punkte  und 
Ebenen  zu  desmischen  Tetraedern  beziehen  und  zur  konjugierten  Kf. 
führen;  doch  soll  hierauf  nicht  weiter  eingegangen  werden. 


III. 


Eine  einfache  Konstruktion  eines  Jieyeschen  Systems 


a 


11 


a 


12 


«13^.1 


^21  j ^22  ^^23  ^^21 

^^31  I ^^32  ^.33  ^^31 

^^41  , ®42  ^^13 


erhält  man,  wenn  man  von  denjenigen  Geraden  ausgeht,  die  zu  einer 
Geraden,  z.  B.  Ojj,  windschief  sind.  Diese  müssen  zwei  Gruppen 
®ii>  ^i3>  «ij;  ®4i  j®  ^ windschiefen  Geraden  bilden,  und 

jede  Gerade  der  einen  Gruppe  mufs  jede  der  anderen  schneiden,  so  dafs 
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also  die  Gruppen  den  beiden  Regelscharen  einer  Fläche  II.  Ordnung 
angohören.  Hat  man  die  6 Geraden  den  angegebenen  Bedingungen 
gemäfs  gewählt,  so  folgt  die  Konstruktion  der  Geraden 

«22  «28  «24 

(4)  «82  «83  «34 

«42  «48  «44- 

Jede  von  ihnen  mufs  2 von  den  Geraden  «i8>  «u  2 von  den 
Geraden  «j^,  «jj,  schneiden,  und  da  diese  4 Geraden  ein  windschiefes 
Viereck  bilden,  so  mufs  die  gesuchte  Gerade  eine  Diagonale  dieses 
Vierecks  sein.  Um  die  hierbei  noch  verbleibende  Zweideutigkeit  zu 
beseitigen,  hat  man  noch  eine  Festsetzung  darüber  zu  treffen,  ob  für 
das  zu  konstruierende  Reyesche  System  (a,^)  die  positiven  Glieder  der 
Determinante  j«.^|  Punkte,  die  negativen  Ebenen  repräsentieren  sollen 
oder  umgekehrt.  Jede  dieser  Festsetzungen  führt  zu  einem  bestimmten 
R eye  sehen  System.  Es  genügt,  dies  für  die  eine  zu  zeigen.  Verfügen 
wir  also:  Die  positiven  Terme  von  |«.^j  sollen  Punkte  repräsentieren. 
Dann  mufs  z.  B.  die  Gerade  «g2  durch  den  Schnittpunkt  von  «^j  imd 
«4j  und  durch  den  von  «^4  und  «gj  gehen;  sie  liegt,  so  bestimmt,  auch 
in  der  Verbindungsebene  von  «,3  und  «jj^  und  in  der  von  und  «4^. 
In  derselben  Weise  bestimmen  sich  alle  Geraden  (4),  und  man  erkennt 
leicht,  dafs  die  bisher  konstruierten  Geraden  den  vorgeschriebenen  Be- 
dingungen genügen.  Nun  schneiden  die  Geraden  «gj,  «33,  «44  einander; 
in  einer  Ebene  aber  liegen  sie  nicht,  weil  die  durch  «jg  «33  bestimmte 
Ebene  noch  die  zu  «44  windschiefen  Geraden  «^4,  «4^  enthält.  Also 
gehen  «gj,  «33,  «44  durch  einen  Punkt.  Auf  diese  Weise  ergiebt  sich, 
dafs  in  der  Determinante  von  (4)  jeder  der  3 positiven  Terme  einen 
Punkt  als  Schnittpunkt,  jeder  der  3 negativen  eine  Ebene  als  Ver- 
bindungsebene der  durch  seine  Faktoren  bezeichneten  Geraden  liefert. 
Nun  hat  aber  jeder  positive  Term  mit  jedem  negativen  ein  Element 
gemein,  und  es  ist  daher  jeder  von  den  3 Schnittpunkten  mit  jeder 
der  3 Verbindungsebenen  inzident.  Daher  müssen  sich  die  3 Ebenen 
in  einer  Geraden  schneiden,  welche  auch  die  3 Pimkte  enthält  Diese 
Gerade  ist  die  einzige,  welche  die  9 Geraden  (4)  sämtlich  schneidet; 
sie  haben  wir  daher  für  zu  wählen.  Endlich  ergiebt  sich,  dafs 
auch  die  letzte  Bedingung  erfüllt,  dafs  nämlich  «j^  gegen  «jg,  «43,  «44, 
«24,  «34,  «44  windschief  ist  Die  Geraden  «j^  und  «jg  z.  B.  sind  wind- 
schief, weil  sie  beide  die  3 windschiefen  Geraden  «gj,  «33,  «4g  schneiden. 

Bezeichnen  wir  den  Schnittpunkt  von  «.j,  «j^  mit  P.^  (/,  Ä:  ==  2, 3, 4), 
so  haben  die  5 Punkte  Pgg,  Pgg,  Pgj,  Pgg,  allgemeim  Lage,  d.  h. 
keine  4 von  ihnen  liegen  in  einer  Ebene,  und  man  kann  die  Kon- 
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stroktion  in  der  Weise  beginnen,  dafs  man  diese  5 Punkte  Ln  allgemeiner 
Lage,  im  übrigen  willkürlich,  wählt.  Alsdann  sind  die  Geraden  a^,, 
(i  = 2,  3,  4)  bestimmt  und  die  Konstruktion  ist  wie  oben  fortzusetzen. 
Nun  leuchtet  ein,  dafs  jede  lineare  Transformation  (Kollineation  oder 
Korrelation)  ein  Reyesches  System  wieder  in  ein  solches  überführt;  aus 
(len  letzten  Resultaten  aber  ei^iebt  sich  mittels  bekannter  Schlüsse, 
dafs  umgekehrt  za  ztcei  Reyeschen  Systemen  («,*),  (6,.*)  stet^  eine  he- 
stimmte  lineare  Transformation  gehört^  welche  jede  Gerade  a.,.  in  die 
(durch  dieselben  Indices  bezeichnete)  Gerade  6,-^  überführt.  Je  nachdem 
die  die  Punkte  der  Kf.  bezeichnenden  Terrae  der  Determinanten  | |, 

gleiches  oder  verschiedenes  Vorzeichen  haben,  ist  die  Transformation 
eine  Kollineation  oder  Korrelation. 

IV. 

Hiernach  ist  auch  die  geometrische  Bedeutung  der  1152  Permutationen 
klar,  welche  ein  Reyesches  System  (a,*)  in  sich  überführen:  sie  werden 
durch  ebenso  viele  völlig  bestimmte  lineare  Transformationen  venoirklicht, 
und  zwar  diejenigen,  welche  das  Vorzeichen  der  Determinante  (a,it) 
ungrändert  lassen,  durch  KoUineationen,  die  andern  durch  Korrelationen. 
Die  ersteren  nämlich  führen  die  Punkte  der  Reyeschen  Kf.  in  ein- 
ander über  und  ebenso  die  Ebenen,  die  letzteren  vertauschen  die  Punkte 
mit  den  Ebenen.  Wir  bezeichnen  diese  Transformationen  durch  die 
Permutationen,  welche  sie  unter  den  Geraden  bez.  unter  den  Zeilen 
und  Kolonnen  des  Reyeschen  Systems  hervorrufen  ((2)  und  (3)).  Es 
ist  sehr  leicht,  nach  dieser  Bezeichnung  einen  Überblick  zu  gewinnen 
über  die  Einteilung  der  Transformationen  in  Typen  von  solchen,  die 
innerhalb  der  ganzen  Gruppe  9t  gleichberechtigt  auftreten.  Doch  soll 
diese  Einteilung  hier  nicht  in  allen  Einzelheiten  ausgeführt  werden. 

Die  Transformation  (z^z^)  ist  von  der  zweiten  Ordnung,  d.  h.  ihre 
zweimalige  Anwendung  ergiebt  die  Identität,  kann  also  nur 

Polar-  oder  Nullsystem  sein.  Nun  läfst  aber  die  Geraden  von  z^ 

ungeändert,  und  diese  gehören,  da  sie  windschief  sind  und  3 von  ihnen 
von  a^^  geschnitten  werden,  die  vierte  aber  nicht,  keiner  Regelschar  an. 
(2',rj)  kann  also  nicht  Polarsystem,  sondern  nur  Nullsystem  sein.  Man 
kann  dies  auch  daran  erkennen,  dafs  {Zief)  jedes  Element  (Punkt,  Ebene) 
der  Kf.  in  ein  mit  ihm  inzidentes  überführt  und  die  Punkte  der  Kf. 
nicht  alle  auf  einer  Fläche  II.  0.  gelegen  sind.  So  erhält  man,  den 
b Zeilen-  und  6 Kolonnenpennutationen  entsprechend,  12  Nullsysteme, 
Jedes  Nullsystem  ist  bekanntlich  eine  „eigentliche'  Transformation, 
d.  h.  die  bei  der  analytischen  Darstellung  auftretende  Transformations- 
detenninante  ist  positiv.  Daher  müssen  auch  allen  aus  beliebig  vielen 
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Zeilen-  und  Kolonnentranspositionen  resultierenden  Permutationen  eigent- 
liche Transformationen  entsprechen.  Das  sind  aber  die  sämtlichen 
(unter  (2)  dargestellten)  Permutationen  der  Gruppe  Um  zu  zeigen, 
dafs  die  übrigen  (unter  (3)  bezeichneten)  Permutationen  uneigenüichen 
TransformaÜotien  entsprechen,  hat  man  dies  nur  für  eine  von  ihnen 
nachzuweisen;  denn  aus  dieser  einen  ergeben  sich  durch  Zusammen- 
setzung mit  allen  Permutationen  (2)  alle  Permutationen  (3).  Nun  stellt 
sich  aber  die  Transformation  zweiter  Ordnung 

welche  und  ati  vertauscht,  indem  sie  die  mit  einem  Punkt  oder 
einer  Ebene  inzidenten  Geraden  öu«28®33^4i  ^ überführt,  als  eine 
zentrisch- in volutorische  Verwandtschaft  und  damit  als  uneigentliche 
Transformation  dar, 

V. 

Die  H Geraden  der  Zeilen  und  werden  durch  das  Nullsystem 
nicht  verändert,  gehören  mithin  einem  linearen  Komplex  an.  Die 
durch  die  Nullsysteme  und  {z^z^  bestimmten  Komplexe  haben 

eine  lineare  Strahlenkongruenz  gemein.  Die  4 Geraden  von  z^  gehören 
dieser  Kongruenz  an,  und  sie  bestimmen  dieselbe,  da  sie  in  keiner 
Regelschar  enthalten  sind.  Wir  bezeichnen  diese  Kongruenz  mit 
und  allgemein  die  durch  die  Geraden  von  Zi  bez.  c,  bestimmte  Kongruenz 
mit  Zi  bez.  C,-.  Da  die  Kongruenz  Z^  in  den  durch  die  Nullsysteme 

bestimmten  Komplexen  enthalten  ist,  so  läfst  jede 
der  6 Transformationen,  welche  nur  die  drei  letzten  Zeilen  permutieren, 
jeden  Strahl  von  ungeändert.  Die  Kollineation  (z^z^z^)  unterwirft 
die  Punkte  eines  solchen  Strahles  einer  cyklisch-projektiven  Vertauschung 
von  der  Ordnung  3.  Die  Doppelpunkte  einer  solchen  Projektivität  sind 
bekanntlich  konjugiert  imaginär,  dasselbe  gilt  daher  auch  von  den 
Directricen  der  Kongruenz  Zj.  Die  Strahlen  von  Z^  erfüllen  den  ganzen 
reellen  Kaum  in  der  Art,  dals  jeder  Punkt  auf  einem  und  nur  auf  einem 
Strahl  von  Zy  liegt.  — Gleiches  gilt  für  jede  der  Kongruenzen  Zi  und  C,. 

Zu'ci  Kongruenzen  Zi  (zwei  Kongruenzen  Ci)  können  einest  redlen 
Strahl  nicht  gemein  haben:  Nehmen  wir  an,  Z.^  und  Z,  hätten  die  reelle 
Gerade  g gemein.  Dann  läfst  jedes  NuUsystem  {ZiZk)  diese  Gerade  un- 
geändert, so  dafs  g auch  den  Kongruenzen  Zg  und  Z^  angehört,  g ge- 
hört ebenso  zu  der  Kongruenz,  welche  die  durch  die  Nullsysteme  {z^z^ 
und  {z^Zj()  bestimmten  Komplexe  gemein  haben.  Diese  beiden  Null- 
systerae  sind  vertauschbar  (liegen  in  Involution),  und  die  aus  ihnen 
komponierte  involutorische  Kollineation  {z^z^{z^z^  führt  jede  Gerade 
der  zuletzt  erwähnten  Kongruenz  in  sich  selbst  über,  indem  sie  die 
I^unkte  der  Geraden  involutorisch  paart.  Auf  diese  Weise  wird  durch 
jede  der  3 Koilineationen  {ZyZ^iz^z^},  {z^z^{z^z^),  {ZiZ^{z^z^  unter 
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den  Punkten  von  g eine  Involution  hervorgerufen;  die  drei  Involutionen 
sind  unter  einander  vertauschbar,  und  das  Produkt  zweier  von’  ihnen 
ist  die  dritte.  Nun  ist  bekannt,  dafs  unter  drei  miteinander  vertausch- 
baren reellen  Involutionen  in  einem  reellen  Gebilde  erster  Stufe  stets 
zwei  sind,  die  reelle  Doppelelemente  besitzen,  während  die  dritte  kein 
reelles  Doppelelement  besitzt.  (Handelt  es  sich  um  Involutionen  unter 
den  Punkten  eines  Kegelschnittes,  so  bilden  die  drei  Involutionszentren 
ein  Poldreieck.)  Im  vorliegenden  Falle  ist  aber  die  Realität  der 
Doppelelemente  bedingt  durch  die  Realität  der  Directricen,  welche  zu 
den  durch  die  Involutionen  (^1^4)  (^3^3)  be- 

stimmten Kongruenzen  gehören.  Dafs  diese  Directricen  sämtlich  ima- 
ginär sind,  würde  durch  eine  nähere  Untersuchung  gezeigt  werden 
können.  Ohne  weiteres  aber  leuchtet  ein,  dafs  zwischen  den  drei 
Kongruenzen  kein  Unterschied  hinsichtlich  der  Realität  ihrer  Directricen 
bestehen  kann,  da  durch  die  Transformationsgruppe  mit  den  Zeilen 
auch  die  Kongruenzen  und  ihre  Directricen  vertauscht  werden.  So 
führt  die  Annahme  einer  reellen,  den  Kongruenzen  Z^,  gemeinsamen 
Geraden  zu  einem  Widerspruch. 


VI. 

Die  weiteren  Untersuchungen  werden  wesentlich  erleichtert,  wenn 
man  die  von  v.  Staudt  begründete  Theorie  der  imaginären  Elemente 
zu  Hilfe  nimmt.  — Im  Ajischlufs  an  den  zuletzt  geführten  Beweis  be- 
merken wir,  daß  eine,  den  Kongruenzen  Z^,  Z^  gemeinsame  Gerade  auch 
nicht  einen  reellen  Punkt  enthalten  kann.  Denn  durch  einen  reellen 
Punkt  geht  nur  ein  Strahl  der  Kongruenz  Z^,  und  zwar  ein  reeller, 
welcher  also  nicht  zu  Z^  gehören  kann.  Die  Directricen  einer  Kon- 
gruenz Zi{Ci)  sind  windschief.  Die  8 Directricen  von  Z,,  ...,  Z,  sind 
alle  windschief;  denn  wenn  etwa  zwei  zu  Zj  bez.  Zj  gehörige  Directricen 
sich  schnitten,  so  würden  die  beiden  andern  sich  in  dem  conjugiert 
imaginären  Punkte  schneiden.  Die  Verbindungsgerade  der  beiden 
Punkte  wäre  eine  reelle,  Zj  und  Zg  gemeinsame  Gerade.  — Wir  be- 
trachten nun  die  Kongruenzen  Zj  und  C\.  Die  Directricen  von  Zi(C\) 
sind  Leitstrahlen  der  durch  ajg,  a^g,  («gj,  «gj,  «41)  bestimmten 
Regelschar,  gehören  also  der  durch  Ugj,  «gj,  «4^  (a^g,  a^g,  014)  bestimmten 
Regelschar  an.  Daher  müssen  die  Directricen  von  C\  von  den  Direc- 
tricen Ton  Zi  geschnitten  werden.  Dasselbe  gilt  von  jedem  Kongruenz- 
paar Z,,  Ci.  Daher  gehören  die  Directricen  von  Z^,  ...,  Z4  einer  Regel- 
schar R',  die  von  C\,  ...,  der  zugehörigen  Leitschar  Ji"  an. 

Die  Directricen  von  Zj  gehören  als  Strahlen  der  von  «ji,  ag^,  a^^ 
bestimmten  Regelschar  auch  der  Kongruenz  (\  an.  Allgemein  ergiebt 
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sich:  Die  Directricen  von  jeder  Kongruenz  Zi(C,)  sind  in  jeder  Kon- 
gruenz C,{Zi)  enthalten.  Hieraus  folgt  weiter:  I}ie  Kongruenzen  Zi 
hohen  die  Geraden  der  Rcgelschar  die  Kongruenzen  Ci  die  Strahlen 
der  zugehörigen  Leitschar  R'  gemein.  Die  Fläche  P zweiter  Ordnung, 
welche  diese  Regelscharen  enthält,  ist  imaginär. 

Die  Directricen  von  Z,-  und  C*  bilden  ein  windschiefes  Viereck. 
Die  Diagonalen  dieses  Vierecks  sind  inbezug  auf  P polar;  sie  sind  die 
einzigen  Geraden,  welche  Z,  und  C*  zugleich  angehören,  und  sie  sind 
reell,  weil  die  Gegenecken  des  Vierecks  konjugiert-imaginär  sind.  Eine 
von  ihnen  ist  die  Gerade  a,*,  die  andere  sei  mit  a/*  bezeichnet  ••  ,4). 
Da  das  Polarsystem  der  Fläche  P die  Geraden  o,*  und  alk  vertauscht, 
so  ist  (a/*)  ein  Reyesches  System,  es  heifst  das  zu  {gik)  „conjugierte"' 
System.  Da  beide  Systeme  reell  sind,  so  stellt  das  Polarsystem  von  P 
eine  reelle  Transformation  dar.  Die  Zeilen  und  Kolonnen  von  (a,-*) 
bestimmen  dieselben  Kongruenzen  wie  die  des  ursprünglichen  Systems. 
Von  {a'ik)  ausgehend,  gelangt  man  daher  zu  derselben  Fläche  P und 
erhält  (aa)  als  konjugiertes  System.  — Die  zu  (ah)  gehörige  Trans- 
formationsgruppe ist  mit  der  zu  (a,*)  gehörigen  Gruppe  91  identisch; 
denn  man  erkennt  sofort,  dafs  jede  Transformation  von  91  die  Geraden  ah 
in  derselben  Weise  wie  die  Geraden  a,*  permutiert. 

Die  Operationen  von  91  transformieren  die  Fläche  P in  sich,  die 
Operationen  von  © führen,  da  sie  nur  die  Zeilen  (Kolonnen)  und  daher 
auch  die  Directricen  der  aus  ihnen  hervorgehenden  Kongruenzen  unter 
einander  vertauschen,  jede  der  Regelscharen  R',  R"  in  sich  über,  die 
übrigen  Operationen  von  91  vertauschen  die  beiden  Regelscharen.  Die 
Geraden  der  Regelschar  R'(R")  werden,  da  sie  den  4 Kongruenzen 
Ci(Z,)  (•,*=1,..., 4)  zugleich  angehören,  von  den  Operationen  der  Gruppe 
©"(©')  nicht  verändert. 

Es  stellt  sich  also  91  als  Untergruppe  einer  Gruppe  ^ dar,  be- 
stehend aus  den  sämtlichen  Operationen,  welche  die  Fläche  H.  0.  P 
unverändert  lassen,  ln  ^ hat  man  eine  Untergruppe  O vom  Index  2, 
bestehend  aus  den  Operationen,  welche  jede  Regelscharen  von  P in 
sich  überführen.  0,  endlich  hat  zwei  Untergruppen  Q',  O",  von  denen 
die  eine  jeden  Strahl  der  einen,  die  andere  jeden  Strahl  der  andern 
Regelschar  in  sich  überführt.  Die  Operationen  von  D'  sind  mit  denen 
von  O"  vertauschbar,  und  jede  Operation  von  C lälst  sich,  und  zwar 
im  wesentlichen  nur  auf  eine  Art,  als  ein  Produkt  aus  einer  Operation 
von  D'  und  einer  solchen  von  D''  darstellen.  Die  Gruppen  91,  ©,  ©',  ©" 
sind  bez.  in  O,  D',  O"  als  Untergruppen  enthalten. 

Charlottenburg,  im  Februar  1901. 
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über  die  Nnllstellen  der  Besselschen  Funktionen 

zweiter  Art. 

Von  Paul  Schafheitlin  in  Berlin. 


Von  Herrn  Hurwitz^)  ist  bewiesen  worden,  dafs  die  sämtlichen 
Nullstellen  der  Besselschen  Funktionen  erster  Art  J^{x)  für  reelle  positive 
Indices  reell  sind;  über  deren  Lage  habe  ich  kürzlich*)  Genaueres  zu 
ermitteln  versucht,  ebenso  wie  über  die  der  reellen  Wurzeln  der 
Besselschen  Funktionen  zweiter  Art  Andere  Ergebnisse  über  die 

Nullstellen  der  Funktionen  Y’’(x),  speziell  über  deren  Realität,  sind  mir 
nicht  bekannt  Die  Sache  liegt  bei  der  Funktion  Y’*(x)  insofern  etwas  ver- 
wickelter, als  dieselbe  keine  eindeutige  Funktion  wie  J’'(x)  ist,  sondern 
eine  mehrdeutige  Funktion  mit  unendlich  vielen  Werten  wie  der  Loga- 
rithmus. Es  ist: 


p = 0 


(!)• 


I y-W  - { n»)  - log  f- ) Jn*)  + 1 2 (I)' « 


p=  1 


pt=  1 


wo  die  bekannte  G aufs  sehe  Transcendente  bedeutet.  Wie  deijenige 
Wert  des  Logarithmus,  wofür  das  Argument  von  x zwischen  — jt  und 
-f  ;r  liegt,  der  Hauptwert  genannt  wird,  so  will  ich  denjenigen  Wert 


von  Y*{x),  wofür  das  Argument  von  x zwischen  — ^ und  -f  ~ liegt. 


den  Hauptwert  nennen;  vom  Hauptwerte  des  Logarithmus  unterscheiden 


1)  über  die  NullBtcUen  der  Besselschen  Funktion.  Math.  Ann.  88, 
246—266. 

2)  Die  NuUstellen  der  Besselschen  Funktionen.  Joum.  für  reine  u.  angew. 
Math.  122,  299—321. 
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sich  alle  übrigen  um  ganze  Vielfache  von  27ti\  etwas  Ähnliches  gilt 
für  Y”(x).  Setzt  man: 

X — = p(coS'9'  4-  i sin  '9'), 

so  folgt  aus  (1): 

Y”{Q,n  + ^)=  (-  1)"  { 
und  allgemein: 

(2)  V"{(),  niTc  -\-  ^)  = (—  1)"‘"  { Y”  — 2miJ^  } • 

Man  erkennt  hieraus,  dafs,  abgesehen  vom  Vorzeichen  der  Funk- 
tionen mit  ungeradem  Index,  alle  übrigen  Werte  von  dem  Hauptwerte 
sich  um  ganzzahlige  Vielfache  von  2iJ”{x)  unterscheiden. 

Hier  will  ich  nun  zeigen,  dass  die  Hauptwerte  der  Funktionen 
r®(a:)  und  keine  komplexen  Nullstellen  haben. 

Die  Differentialgleichung,  der  die  beiden  Funktionen  J”{x)  und 
Y'*(x)  genügen,  lautet: 


rf«  Z’*  (x) 
dx* 


dZ”(x) 

dx 


+ (l  - ^1)  = 0; 


sie  kann  leicht  transformiert  werden  in: 


und  durch  Verwandlung  des  Arguments  in  rx: 


Bedeutet  s einen  von  r verschiedenen  Parameter,  bildet  man  die 
der  letzten  Gleichung  entsprechende  für  ,s,  multipliziert  alsdann  die 

Gleichung  für  mit  Z’'(sx)  und  umgekehrt,  so  erhält  man 

durch  Subtraktion  beider  Gleichungen: 


d 

dx 


{ Yx  Y-r * 


(>*—  s*)  xZ"{rx)  Z”(sx) 


und  hieraus: 

b 

^x  Z\rx)  — ^ Z”{sx)  = 0'*  ~ Z’*{rx)Z”{!tx)dx. 

a 

Benutzt  man  die  für  beide  Bes  sei  sehe  Funktionen  gütige  Formel: 


d J”  (x) 
dx 


J”  {x)  —J’'+^(x)f 


so  erhält  man: 

(3)  ■ 


b 

jx  Z’'(rx)  Z"{sx)dx 


a 


= ^’xZ^{sx)  + ^ (rx)  — sxZ"  {rx)  Z"+ 


Digitized  by  Google 


Cber  die  NullBtellcn  der  BesselHcheu  FunktioDen  zweiter  Art. 


135  ' 


Diese  Formel  rührt  von  Lommel^)  her;  wählt  man  unendlich  als 
Integrationsgrenze;  so  dürfen  rx  und  sx  keine  komplexen  Werte  an- 
nehmen; wählt  man  Null  als  Integrationsgrenze,  so  dürfen  nicht  beide 
Funktionen  Z"  Fimktionen  zweiter  Art  sein,  sobald  w ^ 1 ist,  wie  aus 
den  Entwicklungen  (1)  folgt;  im  übrigen  können  die  Grenzen  beliebig 
gewählt  werden. 

Ist  n = 0,  so  folgt  aus  (3)  mit  Rücksicht  auf  (1): 


fxJ\rx)J’’(sx)dx  = jrj»(s)  J>(r)  - sj“(r)  j, 

L) 

I 

(4).  j'xJ^(rx)  Y'>{sx)<tx  = jr  r>(s)  Y\s)  + ? }, 

0 

1 

fxY>{rx)Y<'{sx)dx=^i^,[rY<’{s)Y'(r)-sY^{r)Y'{s)--^,iog'-]. 

0 

Von  nun  an  sollen  r und  s zwei  konjugierte  komplexe  Gröfsen 
bedeuten;  es  soll  also 

r = (Q,d‘)  und  = (p,  — ») 


sein;  ist  alsdann  r eine  NuUsteile  von  V®(ä’),  so  folgt  aus  (1),  dafs 
auch  s eine  Nullstelle  derselben  Fimktion  ist.  Wählt  man  diese  Werte 
von  r und  s in  der  letzten  Formel  (4),  so  ergiebt  sich; 


(5) 


1 

fx  y®(r.: 

• / 


.r)  Y^{sx)(Ix 


sin  2'0'  * 


0 

Diese  Gleichung  kann  für  den  Hauptwert  von  V®  nicht  bestehen;  denn 
alsdann  ist  die  linke  Seite  positiv,  die  rechte  dagegen  negativ,  d.  h. 
der  Hauptwert  von  F®(j*)  hat  keine  komplexen  Nidlstellcn. 

Setzt  man: 


so  folgt; 


r = + •^), 


fx  r«(r*)  Y\sx) 


dx  = — 


4(m7T  -f  &) 
5T*e*  sin  2'8' 


Hieraus  erkennt  man,  dafs  sich  der  obige  Satz  dahin  erweitern  läfst, 
dafs  V®(a:)  keine  komplexen  Nullstellen  hat,  deren  Argument  in  den 
positiven  oder  negativen  ungeraden  Quadranten  liegt. 

Wie  schon  erwähnt,  darf  in  (3)  für  höhere  Indices  die  Grenze  Null 
nicht  gewählt  werden;  um  aber  wenigstens  noch  für  zu  einer 


1)  Zur  Theorie  der  Besse  Ischen  Funktionen.  Math.  Ann.  14,  510 — 636. 
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brauchbaren  Formel  zu  gelangen,  clifferentiiere  man  die  letzte  Formel 
(4)  nach  r,  so  ergiebt  sich: 

1 

— j*x^  Y‘(ra:)  Y^{sx)  dx 
0 

= + »■  y"(s)  + s Y'(r)Y\s)  - ;i-} 

- I *•  Y'  (*•)  - s r»(r)  r ■ (s)  - i log  ^ j . 

Ist  nun  r eine  Nullstelle  von  Y^Cr),  so  erhält  man  die  einfachere 
Formel: 

1 

~J Y\rx)  r®(5a:)  dx 
0 

- \rY\^)  ^ I*  i'H»)  + >«l]- 

Differentiiert  man  diese  Gleichung  nach  s und  wählt  alsdann  s als 
Nullstelle  von  folgt: 


dy»(n 

dr 


1 

Jx‘Y'{rx)  Y'(sx)dx  = ^^,  j,-r»(s) 


1 f .(lY'is)  4 ) 3‘2rs  , r 

+ (r*  _ s«j*  j*'  ^ ds  7t*« ) 7t*(r*  — «»)•  « 


(r*  - «*) 

Aus  der  Formel: 

r— + 

ergiebt  sich,  wenn  x eine  Nullstelle  von  Y”{x)  ist: 


(r*  — «*)' 
dr'ix) 


Hierdurch  wird  die  letzte  Gleichung: 

1 

j>  Y>{rx)  Y'(sx)  dx  = r»(.)  r»(.,)  - 

(6)  0 

J 32  rs  r 

s ■ 

Sind  nun  r und  s wieder  die  konjugierten  Werte  (p,  und 
(p,  — '9'),  so  ist: 

r5  = p*,  r*  4- s*  = 2p*  cos  2d,  >*  — s*  = 2/p*  sin  2’0“, 
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und  es  wird: 


1 


4 cos  2^ 
7T*Q*  sin*  2^ 


Diese  Gleichung  kann  für  den  Hauptwert  von  nicht  bestehen; 

die  linke  Seite  ist  positiv,  die  rechte  dagegen  negativ,  d.  h.  der 
Haupiwert  von  F^(ar)  hat  heim  komplexen  Nidlstellen. 

Auch  dieser  Satz  läfst,  wie  man  sofort  erkennt,  die  Erweiterung 
zu,  dafs  keine  komplexen  Nullstellen  hat,  deren  Argument  in 

den  positiven  oder  negativen  imgeraden  Quadranten  liegt. 

i 

Berlin,  den  10.  Januar  1901. 
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über  einen  zablentbeoretischen  Satz. 

Von  E.  Landau  in  Berlin. 

Die  Zahl*  x — 30  hat  die  Eigenschaft,  dafs  die  <p  (30)  = 8 unter 
ihr  liegenden  zu  ihr  teilerfremden  Zahlen  1,  7,  11,  1.3,  17,  19,  23,  29 
sämtlich  Primzahlen  sind,  wobei  1 zu  den  Primzahlen  gerechnet  wird. 
Von  den  Zahlen  a;  < 30  haben,  wie  man  sich  leicht  überzeugt,  neun 
dieselbe  Eigenschaft,  dafs  keine  unter  x liegende  zusammengesetzte  Zahl 
zu  X teilerfremd  ist;  es  sind  dies 

a;-  1,2,  3,  4,  6,  8,  12,  18,  24. 

Oberhalb  30  begegnet  man  aber  zunächst  keiner  solchen  Zahl,  so  dafs 
man  zu  der  Vermutung*)  geführt  wird: 

Es  giebt  keine  Zahl  a:  > 30,  für  welche  die  (p{x)  zu  x 
relativen  Primzahlen  < a:  absolute  Primzahlen  sind. 

Wenn  x eine  Zahl  der  verlangten  Art  ist,  so  geht  offenbar  jede 

Primzahl  7)  < j/^  in  x auf;  denn  sonst  wäre  ja  gegen  die  Voraussetzung 
/)*  eine  zu  x teilerfremde,  unterhalb  x liegende,  aber  dennoch  zusammen- 
gesetzte Zahl.  Ist  umgekehrt  x durch  jede  Primzahl  yt  < j/a;  teilbar, 
so  ist  jede  zu  x teilerfremde  Zahl  unter  x Primzahl;  denn  sie  konnte 

nur  durch  Primzahlen  ^ Yx  teilbar  sein , ist  also  eine  solche  Prim- 
zahl , da  schon  das  Produkt  zweier  > x wäre.  Also  ist  der  zu  be- 
weisende Satz  mit  dem  folgenden  identisch: 

Keine  Zahl  a:  > 30  ist  durch  alle  Primzahlen  < Yx  teilbar. 
Unter  Benutzung  des  Tschebyschefschen  Satzes,  dafs  für  jedes 
ganze  oder  gebrochene  a > 1 zwischen  a und  2a  mindestens  eine  Prim- 
zahl liegt,  ist  dies  sehr  leicht  beweisbar,  am  einfachsten  wohl  auf  folgen- 
dem, abgesehen  von  einer  geringen  Modifikation  von  Herrn  Maillet^) 
angegebenen  Wege:  Es  seien,  der  Gröfse  nach  geordnet,  pg»  •••»/?(<  die 

Primzahlen  < Y^  Pp  + 1 die  erste  ^ Da  x durch  Pj,  Pj,  . . .,  Pp, 


1)  Vgl.  de  Rooquigny:  Tntemu^diaire  des  Mathdxaaticiens  6,  S.  243,  1899. 

2)  Tntermddiairc  des  Mathdmaticiens  7,  S.  254,  1900. 
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also  durch  das  Produkt  Pi  • Pfj  teilbar  ist,  erhält  man  die  Un- 
gleichungen 

Pl  . . .Pf,-2P^,-lPQ^X  ^pI^i. 

Nach  dem  Tschebyschefschen  Satz  ist  aber 


Pa  + i<  < ^Po-u 

also 

Pi  • • -P^-iP(;-i  Pq  < • 4/>p_i, 

Pi  • ■•P(.-^< 

somit,  da  das  Produkt  der  drei  ersten  Primzahlen  bereits  8 übersteigt, 

X ^ 1 < 121. 

Zwischen  30  und  121  giebt  es  aber  keine  Zahl  der  verlangten  Art; 
denn  aus  t > 30  folgt  successive:  x ist  durch  2,  3,  5,  also  durch  30 
teilbar,  also  ^ 60,  folglich  wegen  7*  < 60  durch  7,  also  durch  210 
teilbar,  kann  daher  nicht  ^ 121  sein,  womit  die  Behauptung  allgemein 
bewiesen  ist,  da  ja  nach  dem  Obigen  höchstens  Zahlen  < 121  das  Ver- 
langte leisten  könnten. 

Aber  der  Tschebyschefsche  Satz  erfordert  zum  Beweise  seiner- 
seits sehr  umständliche  Entwickelungen,  wie  alles  auf  die  Verteilung 
der  Primzahlen  Bezügliche;  er  war  auch  zuerst  von  Bertrand  vermutet 
und  als  Postulat  angewendet  worden,  ehe  Tschebyschef  seinen  Beweis 
fand.  Ein  direkter  Beweis  des  am  Anfang  ausgesprochenen  Satzes  ist 
bisher  nicht  geliefert  worden;  der  Zweck  dieser  Arbeit  ist,  einen  solchen 
zu  fuhren. 

Folgender  Umstand  ermöglicht  einen  derartigen  Nachweis.  Während 
die  Anzahl  der  zwischen  zwei  Grenzen  gelegenen  Primzahlen  mit  diesen 
Grenzen  sich  äufserst  unregelmäfsig  ändert,  kann  man  mit  grofser  Ge- 
nauigkeit die  Anzahl  derjenigen  in  einem  Intervalle  {t . . . ii)  gelegenen 
21ahlen  abschätzen,  welche  durch  kein  von  1 verschiedenes  Quadrat  teil- 
bar, also  nur  aus  verschiedenen  Primfaktoren  zusammengesetzt  sind. 
Ihre  genaue  Anzahl  ist  bekanntlich^) 

[Vu] 

2 '''*■)  (H  - KJ)  “ -')  + «, 

*= I 

wo  der  Fehler  R höchstens  von  der  Gröfsenordnung  )/?(  ist.  Doch  . 


1)  Hierbei  wird  die  untere  Grenze  t nicht  zum  Intervall  gerechnet.  Unter  (y] 
wird,  wie  gewöhnlich,  die  gröfste  nicht  oberhalb  y gelegene  ganze  Zahl  ver- 
standen. 
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soll  hiervon  kein  Gebrauch  gemacht  werden;  es  genügt  vielmehr  für 
den  gegenwärtigen  Zweck,  eine  untere  Grenze  für  die  Anzahl  der 
quadratfreien  Zahlen  zwischen  \t  (excl.)  und  t (incl.)  zu  finden,  speziell 
nachzu weisen,  dafs  jene  Anzahl  von  einem  angebbaren  t ab  gröfser 
als  1 ist.  Diese  Hilfsbetrachtung,  deren  Zweck  sich  später  ergeben 
wird,  soll  vorweggenommen  werden,  um  den  Gang  des  nachfolgenden 
Beweises  nicht  unterbrechen  zu  müssen. 

Jede  nicht  quadratfreie  Zahl  zwischen  und  t ist  durch  mindestens 

eine  der  Zahlen  2*,  3*,  4*,  . . .,  [Yt^  teilbar;  zieht  man  also  von  der 
Anzahl  [<]  — der  ganzen  Zahlen  und  t die  Anzahl  der  zwischen 

und  t gelegenen  Vielfachen  jedes  r*  (v  = 2,  3,  4, . . .,  (yTJ)  ab,  so 
verkleinert  man  die  Anzahl  Q der  quadratfreien  Zahlen;  denn  für  jede 
nicht  quadratfreie  Zahl  ist  ja  mindestens  eine  Einheit  (nämlich  die 
Anzahl  der  quadratischen  Teiler  der  Zahl)  von  der  Gesamtmenge  der 
Zahlen  des  Intervalles  abgezogen  worden.  Die  Anzahl  der  Vielfachen 
von  r*  zwischen  und  t ist  aber 


also  erhält  man 


V = : 


(\Vt]  - 1) 

* = 2 


also  > 1 für  < ^ 81,  da  es  für  t = %\  der  Fall  ist,  und  da  für  < ^ 81 
rfe  (ä  “ ^0  ^ ^ ^ 

Ein  Blick  auf  die  Zahlen  <81  zeigt,  dafs  bereits  von  <=11  an 
zwischen  | < und  t mehr  als  eine  quadratfreie  Zahl  liegt. 

Nach  dieser  Vorbereihmg  gehe  ich  zum  Beweise  des  Satzes 
über.  Aus  der  Annahme,  dafs  für  ein  a:  > 30  die  relativen  Primzahlen 
zu  X,  die  unter  x liegen,  sämtlich  Primzahlen  sind,  ist  ein  Widerspruch 
herzuleiten.  Zunächst  läfst  sich  zeigen,  dals  ohne  Beschränkung  der 
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Allgemeinheit  x als  quadratfrei  vorausgesetzt  werden  kann.  Anderenfalls 
ist  nämlich  das  Produkt  § der  verschiedenen  Primfaktoren  von  x auch 
so  beschaffen, 

1)  dafs  I > 30  ist;  denn,  wie  schon  auf  Seite  139  bemerkt  wurde, 
wäre  X durch  2,  3,  5,  7 teilbar,  § also  auch; 

2)  dafs  die  unter  § liegenden  zu  | teilerfremden  Zahlen  Primzahlen 
sind;  denn  sie  sind  erstens  ^ ^ x und  zweitens  zu  jedem  Primfaktor 
von  I,  also  zu  jedem  Primfaktor  von  x,  folglich  zu  x teilerfremd,  daher 
Primzahlen. 

I würde  also  mit  x den  Voraussetzungen  genügen;  aus  dem  nachher 
zu  erbringenden  Nachweise  der  Nichtexistenz  eines  § > 30  folgt  daher, 
dafs  kein  x > 30  existiert,  so  dafs  man  berechtigt  ist,  x gleich  selbst 
als  quadratfiei  anzunehmen. 

X ist  durch  jede  Primzahl  < Yx  teilbar,  also  durch  jede 

quadratfreie  Zahl  unter  Yx.^)  d sei  eine  solche,  dann  ist  j 

eme  ganze  Zahl  zwischen  ga:  imd  x,  also  ^ ~ ^ ganze  Zahl 

zwischen  1 und  x — 1.  Dieselbe  ist  zu  x tederfremd;  denn  ein  ge- 
meinsamer  Primfaktor  p von  x und  — d würde,  wie  sich  successive 

ergiebt,  x — d*,  fP,  r/,  ^ teilen,  während  er  thatsächlich  in  nicht  mehr 

vorkommt,  da  x jeden  Primfaktor  nur  einmal  enthält.  Die  Zahl  ^ — d 

liegt  also  zwischen  1 und  x — 1 und  ist  relativ  prim  zu  x,  sie  ist  also 
nach  Voraussetzung  Primzahl  (1  zu  den  Primzahlen  gerechnet).  Der 

Ausdruck  ^ — d,  als  Funktion  von  d betrachtet,  nimmt  für  d < ]/x  mit 
wachsendem  ab,  da  der  Minuend  ^ abnimmt  und  der  Subtrahend  d 

wächst,  und  zwar  erreicht  er  für  rf  = )/x  den  Wert  0;  mm  soll  aber 

d eine  ganze  Zahl  und  sogar  ein  Teiler  von  x sein;  der  Ausdruck  ^ ~ d 

erreicht  also  thatsächlich  seinen  kleinsten  Wert  für  den  zunächst  unter 
Yx  liegenden  Teiler  von  x,  also  für  die  gröfste  quadratfreie  Zahl  unter 

Yx.  Dieser  kleinste  Wert  ist  eine  ganze  Zahl  ^ 1.  Der  zweit- 
kleinste Wert,  auf  den  es  allein  ankomrat,  ist  ^ 2 und  wird  für 

die  zweitgröfste  quadratfreie  Zahl  d unter  ]/x  erreicht.  Dieselbe 
liegt  aber,  wie  oben  bewiesen  wurde,  für  ^==]/x^ll,  x ^ 121 
oberhalb  f^x.  Für  diesen  zwischen  -|]/x  und  "j/x  gelegenen  Teiler  d 

1;  Da  X quadratfrei  ist,  ist  Yx  für  irrational. 
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von  X ist  aber  die  nach  dem  Obigen  nicht  in  x aufgehende  und  von  1 
verschiedene  Primzahl 

d - - jV'*  = ii-  = zv^  < Vx. 

Es  gäbe  also  oberhalb  1 und  unterhalb  Yx  eine  Primzahl,  die  x nicht 
teilt,  gegen  die  Voraussetzung.  Für  x^  121  entsteht  also  ein  Wider- 
spruch; es  giebt  also  oberhalb  121  keine  den  Annahmen  entsprechende 
Zahl;  da  es  auch  zwischen  30  und  121  keine  giebt,  ist  der  Satz  be- 
wiesen. 

Berlin,  den  14.  Dezember  1900. 
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Zur  neueren  Dreiecksgeometrie. 

Von  F.  Caspauy  in  Charlottenburg. 

In  den  Untersuchungen  über  die  neuere  Dreiecksgeometrie  wird 
dem  Lemo ineschen  Punkte  und  den  beiden  Br ocard sehen  Punkten 
eine  besondere  Bedeutung  zugewiesen.  Zwischen  diesen  und  gewissen 
anderen  Punkten  des  Dreiecks  bestehen  merkwürdige  und  einfache  Be- 
ziehungen, welche  den  Gegenstand  der  neueren  Dreiecksgeometrie  bilden 
und  unter  einheitlichen  Gesichtspunkten  von  den  Herren  J.  Neuberg 
und  A.  Emmerich*)  dargestellt  worden  sind. 

Da  geometrische  Beziehungen  mit  Hilfe  der  Grafsmannschen 
Methoden  zu  Identitäten  führen,  welche  in  den  verschiedensten  Gebieten 
der  Mathematik  und  namentlich  in  der  Theorie  der  Thetafunktionen 
erfolgreich  verwendet  werden  können,  habe  ich  vor  einigen  Jahren  ver- 
sucht, die  neuere  Dreiecksgeometrie  mit  den  Grafsmannschen  Methoden 
zu  behandeln.  Im  Verlaufe  dieser  Untersuchungen  bin  ich  zu  dem 
überraschenden  Ergebnis  geführt  worden,  dafs  ein  grofser  Teil  der 
Sätze  der  neueren  Dreiecksgeometrie  erhalten  bleibt,  wenn  man  den 
Lemo  ineschen  Punkt  durch  einen  ganz  beliebigen  ersetzt,  und  dafs  die 
so  hervorgehenden  Sätze  eben  so  einfach  und  übersichtlich  sind,  wie 
die  entsprechenden  speziellen. 

Von  meinen  Untersuchungen  und  deren  Ergebnissen  habe  ich  im 
Sommer  1899  meinem  Freunde,  Herrn  E.  Jahnke,  Kenntnis  gegeben, 
der  dieselben  in  drei  Abhandlungen  weiter  geführt  hat,  von  denen  die 
eine  als  wissenschaftliche  Beilage  zum  Jahresbericht  der  8.  Realschule 
zu  Berlin,  Ostern  1900,  Programm  Nr.  124  und  die  beiden- anderen  im 
123.  Bande  des  Journals  für  reine  und  angewandte  Mathematik  bereits 
veröffentlicht  sind. 

Nachdem  ich  in  einem  an  Herrn  E.  Lemo  ine  gerichteten  Briefe 
iNouvelles  Annales  de  Mathematiques,  3®  serie,  t.  XIX,  fevrier  1900 

1)  Rouche  et  de  Comberousse:  Traitä  de  Gdomdtrie.  6^*“»  cd.  Paris  18‘J1 
p.  429—485.  Note  III.  Sur  la  O^om^trie  r^cente  du  triangle. 

2)  Die  Bro ca rd scheu  Gebilde  und  ihre  Beziehungen  zu  den  verwandten 
merkwürdigen  Punkten  und  Kreisen  des  Dreiecks.  Berlin  1891,  Georg  Reimer. 
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p,  75)  einige  der  von  mir  gefundenen  Sätze  mitgeteilt,  hat  Herr  L.  Ripert 
meine  Untersuchungen  aufgenommen  und  in  bemerkenswerter  Weise 
vervollständigt.  Herr  Ripert  hat  die  Güte  gehabt,  mir  in  zwei  Schreiben 
vom  1.  September  und  28.  Oktober  1900  von  seinen  wichtigen  und 
schönen  Ergebnissen,  die  demnächst  in  diesem  Archiv  zur  Veröffent- 
lichung gelangen  werden,  Kenntnis  zu  geben. 

Im  folgenden  will  ich  mir  erlauben,  einen  Teil  seiner  und  meiner 
Theoreme  einheitlich  mit  den  Grafsmannschen  Methoden  zu  beweisen. 
Zu  dem  Zwecke  schicke  ich  ln  § 1 eine  knappe  Darlegung  derselben 
voraus,  aber  nur  in  dem  Umfange,  in  welchem  ich  von  ihnen  in  der 
vorliegenden  Arbeit  Gebrauch  mache,  und  verweise  für  ein  eingehenderes 
Studium  auf  meine  im  Journal  für  reine  und  angewandte  Mathematik 
Bd.  92,  95,  100;  im  Bulletin  des  Sciences  mathematiques,  2®  serie, 
t.  XI  und  t.  XIU,  sowie  neuerdings  in  den  NouveUes  Annales  de 
Mathematiques,  3®  serie,  t.  XVII  und  t.  XVIII  veröffentlichten  Ab- 
handlungen. 

Die  im  folgenden  eingeführten  Punkte  Bi,  B^‘  /),,  D,  (§  2), 
B (§  3);  0,  H,  N (§  4);  C\,  C^,  Q (§  5)  gehen  in  dem  Sonderfalle, 
dafs  der  beliebige  Punkt  X der  Lemoinesche  Punkt  wird,  bez.  über  in 
die  Ecken  des  et'sten  Brocardschen  Dreiecks;  die  beiden  Brocardschen 
Punkte;  den  St  einer  sehen  Punkt;  den  Mittelpunkt  des  um  das  Dreieck 
beschriebenen  Kreises;  den  Höhenschnittpunkt;  den  Tarry sehen 
Punkt;  die  Ecken  des  zweiten  Brocardschen  Dreiecks.  Aufser  diesen 
Punkten  werden  noch  andere,  wie  die  mit  TP,  Z,  F,  T bezeichneten, 
eingeführt  und  ihre  gegenseitigen  Beziehungen  entwickelt.  Dies  ge- 
schieht, zur  Vereinfachung  der  Rechnungen,  unter  möglichster  Ver- 
wendung von  Übertragungsprinzipien,  die  überdies  aus  den  vor- 
handenen Punkten  neue  hervorgehen  lassen.  Die  Aufstellung  der  Eigen- 
schaften und  Abhängigkeiten  dieser  Punkte  sowie  ihre  Erzeugung 
bildet  den  Gegenstand  der  nachfolgenden  Abhandlung. 

§ 1. 

1,  Es  seien  A^^  A^,  A^  die  Ecken  eines  Bezugsdreiecks  und  X ein 
beliebiger  Punkt  in  der  Ebene  desselben.  Stellt  man  den  Punkt  X 
durch  den  Ausdruck 

(Xi  -I-  -X  = x^Al  -f  -f  x^A^ 

dar,  so  bedeuten  die  Koeffizienten  x^,  a'j,  x^  die  Flächenkoordinaten 
desselben;  d.  h.  x^,  x^,  x^  sind  den  Flächeninhalten  der  Dreiecke  XA^A^, 
XA^Ai,  XA^A^  und  die  Summe  -f  a*, -f  ist  dem  Flächeninhalte 
des  Bezugsdreiecks  proportional. 
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2.  Geht  der  Punkt  X in  den  Schwerpunkt  G des  Dreiecks  Ä^A^Ä^ 
über,  so  sind  die  Dreiecke  GA^A^,  GA^A^^,  GA^A^  flächengleich.  Dem- 
gemäfs  wird  der  Schwerpunkt  des  Dreiecks  A.^AgA^  durch 

^ G = A^-\r  A^-\-  A^ 

dargestellt. 

3.  Liegt  der  Punkt  X auf  einer  Dreiecksseite,  etwa  als  Punkt  0 
auf  A^A^j  so  ist  der  Inhalt  des  Dreiecks  OA^A^  gleich  Null,  während 

die  Dreiecke  A^A^A^y  OA^A^,  OA^A^  bez.  den  Längen  A^A^y  OA^, 
0 proportional  sind.  Daher  wird  der  auf  A^  X,  liegende  Punkt  0 
durch 

Ay^A^'  0 = OXj ’ Xj  + A^O-  A^ 

dargestellt.  In  dem  besonderen  Falle,  dafs  0 in  den  Mittelpunkt  ilf 
von  A^A^  rückt,  wird  A^O=  OA^y  und  daher  erhält  man  als  Ausdruck 
für  den  Mittdpuiikt  M von 

2 M = A^  A^. 

4.  Da  Xj  0 + OA^  = AiA^  is^  nimmt  der  Ausdruck 

Xj  Xj  • 0 = OXj, ' A^  + A^O'  A^ 

auch  die  Form 

(0  - A,)  =~ÖIi  (Al  - 0) 

an.  Difierenzen  von  der  Form  0 — A^  stellen  nach  Rkhüing,  Rich- 
tungssinn  und  Länge  Vektoren'^)  dar;  0 — A^  einen  Vektor,  der 
in  A^  beginnt  und  bei  0 endet.  Wenn  daher  0,  X,  Py  B vier  Punkte 
bedeuten,  die  nicht  in  einer  Geraden  liegen,  so  sagt  die  Gleichung 

0-A=P-B 

aus,  dafs  die  Strecken  AO  und  BP  parallel,  gleich  gerichtet  und  gleich 
lang  sind.  Ebenso  sagt  die  allgemeine  Gleichung 

0-A^X(P-B) 

aus:  1.  dafs  die  Strecken  AO  und  BP  parallel,  2.  dafs  sie  gleiche  oder 
entgegengesetzte  Richtung  haben,  je  nachdem  k positiv  oder  negativ 
ist,  3.  dafs  die  Länge  der  Strecke  AO  sich  zur  Länge  der  Strecke  BP 
wie  k : 1 verhält. 

5.  Es  seien  K und  L durch 

(c  -I-  /3)  X = «A  + ßBy 
(a  — ß)  L = aA  — ßB 

1)  Vgl.  meine  Abhandlung  in  den  Nouvelles  Annales  de  Mathf^matiques, 
3»  «^rie,  18,  248. 

ArchiT  der  MmtheuietUc  und  Phj'iik.  111.  Reihe.  I. 
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definierte  Punkte,  dann  folgt 


j a{K- A)  = ß{B-K), 
\ a {L  - A)  = ß {L  - 


Hieraus  ergiebt  sich  für  die  Strecken  AK,  KB,  AL,  BL 

j a-AK=ß  KB, 

I U‘AL  = ß BL 

oder 


AK:KB  = ALiBL. 


Aus  dieser  Proportion  ergiebt  sich,  dafs  die  vier  Punkte  A,  K, 
B,  L vier  harmonische  Punkte  sind.  Daher  folgt: 

Die  Imden  simuJtanen  Gleichungen 

I (a-\-ß^K=‘(cA-\-ßB, 

\{a-ß)  L^uA-  ßB 

sagen  aus,  daß  die  vier  Bunlde  A,  B,  K,  L auf  einer  Geraden  liegen 
und  vier  hamtmisclic  Punkte  sind.  Zugerndnet  sind  A,  B und  K,  L. 

G.  Der  in  Nr.  1.  aufgestellte  Ausdruck  für  X läfst  sich  dadurch 
vereinfachen,  dafs  man  ihn  durch  a'j  + a.,  4- j 3 dividiert.  Wenn  mau 
diese  vereinfachte  Form  für  die  drei  Punkte  P,  Q,  R benutzt,  so  kann 
man  setzen: 


^ = + + (Pl  + P»  + P3  = 

^ + ^3^3  (5^1  + ?2  + 5s  = 1)> 

R = t\A^  4-  r^A^  + ra^3  (r^  + r,  + r3  = 1) . 

Multipliziert  man  P mit  Q und  ersetzt  die  Produkte  A^A^,  A^A^ 
(t,  /.•  = 1,  2,  3;  i /.’)  durch  die  Ausdrücke  [A^A,],  {A^A,],  die  man 
den  Bedingungen 

[^..4,1  = 0,  {A,Af\=-[AM 

unterwirft,  so  erhält  man,  wenn  man  mit  [P^]  den  auf  diese  Weise 
aus  PQ  hervorgehenden  Ausdruck  bezeichnet: 

[P^]  = 5^2sf-^S'^3l  “l"  9i\  "i" 

wobei  zur  Abkürzung 

9it  = IMk  - Pkfli  (1 , = 1 , 2,  3;  1 =f=  k) 

gesetzt  ist. 

In  derselben  W^eise,  wie  man  aus  dem  Produkt  PQ  den  Ausdruck 
[PQ]  erhält,  gelangt  man  von  dem  Produkt  PQR  zu  dem  Ausdruck 
[P(?P|,  und  zwar  findet  man 


[PQm  = 


jh  Pi  Pi 
Ql  Qi  Qi 

f 'i  »*3 


[A^A^A^]. 


7.  Die  Ausdrücke  [PQ]  und  [PQR]  werden  äußere  Produkte  und 
der  Algorithmus,  durch  den  sie  hervorgehen,  äußere  Multißikation  ge- 
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aannt.  Das  die  äufsere  Multiplikation  charakterisierende  Fuuktions- 
zeichen  ist  die  eckige  Klammer:  [ J. 

Die  Koeffizienten  p,*,  die  auf  der  rechten  Seite  des  Ausdruckes 
für  [PQ]  Vorkommen,  sind  den  Längen  der  Lote  proportional,  die 
von  den  Ecken  des  Bezugsdreiecks  auf  die  Gerade  PQ  gefällt  werden 
können,  also  den  Koordinaten  dieser  Geraden.  Daher  stellt  [PQ]  die 
durch  die  Punkte  P und  Q gehende  Gerade  dar.  Ebenso  stellt  das 
äufsere  Produkt  \PQP]  den  doppelten  Hächeninhalt  des  Dreiecks  PQR 
dar.  Ist  dieser  Flächeninhalt  gleich  Null,  so  liegen  die  Punkte  P,  Q,  R 
in  einer  Geraden;  also  ist  [PQR]  = 0 die  Bedingung,  dafs  die  drei 
Punkte  P,  Q,  R auf  einer  Geraden  gelegen  sind.  In  diesem  Falle  besteht 
nach  Nr.  3.  zwischen  den  Punkten  P,  Q,  R eine  lineare  Beziehung  von 
der  Form 

aP  + ßQ  yR  = 0, 

und  zwischen  den  Koeffizienten  a,  ß,  y die  Beziehung 

« + /I  + y = 0. 

8,  Ebenso  wie  das  äufsere  Produkt  zweier  Punkte  die  durch  sie 
hindurchgehende  Gerade  darstellt,  stellt  reciprok  das  äufsere  Produkt 
zweier  Geraden  den  gemeinschaftlichen  Schnittpunkt  und  das  äufsere 
Produkt  dreier  Geraden  den  Flächeninhalt  des  von  den  drei  Geraden 
umschlossenen  Dreiecks  dar.  Ist  dieser  Flächeninhalt  gleich  Null,  so 
gehen  die  drei  Geraden  durch  einen  und  denselben  Punkt;  e.i  .stellt 
daher,  wenn  p,  g,  r drei  gerade  Linien  bedeuten,  \x>qr]  — 0 die  Be- 
dingung dar,  dafs  die  drei  Geraden  p,  q,  r einen  gemeinschaftlichen 
Schnittpunkt  l>esitzen.  In  diesem  Fajle  besteht  zwischen  den  Geraden 
p,  q,  r eine  lineare  Beziehung  von  der  Form 

np  xq  QT  0, 

wobei 

;r  -F  X + P = G 
ist. 

9.  Sind  die  Geraden  in  der  Form  gegeben,  wie  [PQ]  in  Nr.  <»., 
so  bedarf  es  zur  Aufstellung  ihrer  äufseren  Produkte  noch  der  folgen- 
den Bedingungsgleichungen 

[Ä^A^  AiAj^]  = Aj^  • [Ay  A^A^] , 

[A^A^  A^Aj^]  = A^‘ [A^A^A^], 

. [-^8-^3  ~ -^3  ■ ly^l'^2'^3]  • 

Dabei  ist  zur  Vereinfachung  der  Schreibweise  statt  ^AiAk][AkAi]\, 
mit  Weglassung  der  inneren  Klammem,  [^1,^1*  A^A,]  geschrieben;  von 
dieser  vereinfachten  Schreibweise  werde  ich  stets  bei  denjenigen 
äufseren  Produkten  Gebrauch  machen,  bei  denen  die  einzelnen  Faktoren 
selber  äufsere  Produkte  sind, 

10* 
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§ 2. 

10.  Vertauscht  man  in  dem  Ausdrucke  für  den  beliebigen  Punkt  X 

(1)  xX  = x^Äi  4-  ^2  + x^A^  (x  = + rr,  + x^) 

der  Reihe  nach  x^  und  x^,  x^  und  x^,  x^  und  x^,  so  möge  der  Punkt 
X in  die  Punkte  B^,  B^  übergehen.  Für  diese  Punkte  findet  man 
aus  (1)  die  Ausdrücke: 

xB^  = x^A^-\-  x^A^  -{■  x^A^y 

(2)  X B^  ~ x^A^  “I“  X2A^  ~}~  ^1-^3 ) 

xB^  = x^Ai  + X1A2  + Ag . 

Bildet  man  aus  (2)  die  äiifseren  Produkte  \^A^B^,  [A^Bk\,  [^sJ?/], 
wobei  die  Indices  e,  k,  l der  Reihe  nach  die  Werte  1,  2,  3;  2,  3,  1; 
3,  1,  2 annehmen,  so  findet  man,  dafs  das  äufsere  Produkt  dieser  drei 
äufseren  Produkte  verschwindet.  Es  schneiden  sich  daher  nach  Nr.  8. 
die  drei  Geraden  AiBi,  A^Bk,  A^Bi  in  einem  Punkte  D,-.  Diese  drei 
Punkte  Dg,  Dg  sind  durch  folgende  Ausdrücke  bestimmt: 

Id  Dl  — x^x^Ai  4-  x^x^A^  4- 

d Dg  = x^x^A^  4"  x^x^Aj  4"  ^3^1 -^3 } 
d Dg  ==  x^x^Ai  4"  x^x^Aj  4"  x^x^A^  • 

11.  Aus  den  Gleichungen  (2)  und  (3)  folgt: 

d Dj  = cji  yli  4-  xXy  Bl , 

= (o^Af  + xx^B^f 
— o^A^  4“  xx^B^\ 

d Dg  = Wg  vlj  + xx^  Dg , 

(4)  = (01^2+ a.\i-,7ig, 

= co^A^A"  xx^Bi^ 
d'Dg  = (o^Ai  4-  xx^B^, 

= o)g^g4-  xx^Bi, 

= 03i  i4g  + xxi  B^f 

wobei  zur  Abkürzung 

(5) 

und 

(6) 

gesetzt  ist. 

Addiert  man  die  Gleichungssysteme  (2)  und  (3),  so  erhält  man 
unter  Berücksichtigung  von  Nr.  2.: 

(7)  Dj  4*  Dg  + Dg  = Dj  -f  Dg  4-  Dg  =.4j-|-.42-|-.4g=3G, 

und  durch  Addition  der  Gleichung  (1)  zu  jeder  der  Gleichungen  (2) 
(8)  a:  (X-f  D,)  =3  (a:*4-  x,)  G-(XiAx~2x,)  A,, 

{i,  k,  l = 1,  2,  3;  2,  3,  1 ; 3,  1,  2). 


d = iCga^g  4-  XiXi  4-  X1X2 


09,-  = XkXt  — Xi 
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Subtrahiert  man  die  Gleichung  (1)  von  jeder  Gleichung  (2),  so  er- 
giebt  sich 
(9) 


12.  Die  Durchschnittspunkte  der  Transversalen  A-X  mit  den 
Dreiecksseiten  A^Af  sind  durch  folgende  Gleichungen  bestimmt: 


(10) 


(x^  -f  x^)  = xX  — XjA^  = XgAg  + ^sA^ , 

==  X X - x^A^  x^A^ 

(Xi  + Xg)  X^*'  ==  X X — x^Ag  ==  XiAi  + x^  Ag , 


aus  denen  sich  durch  äuTsere  Multiplikation  ergiebt: 

(11)  (^,  + -^s)  (^s  + ^i)  (^1  + LX(^)X*)X«)J  = 2x,x,x,  [A,A,A,]. 


13.  Bestimmt  man  auf  der  Dreiecksseite  A^A^  den  Punkt 
durch  die  Festsetzung  X^^M,  = sowie  die  Punkte  und 

als  Schnittpunkte  von  A^A^  mit  den  Parallelen,  die  durch  X<®>  zu 
dj4j  und  durch  zu  A^A^  gezogen  sind,  so  findet  man 


1 (a;,-|-z;8)i;<i)  = 

^S'^8  ~1" 

XgAg , 

(12) 

ZTjXj-f 

Xi  Xj , 

1 (o^-f  = 

^8 -^5  f 

und  durch  cyklische 

Perrautation: 

(Xg  -f  xj  B^^>  = 

a'i^-l3  + 

x$Aj^ , 

(13) 

(x,-i-x,)B^^>  = 

^3*^8  + 

XgAi , 

(xi  + Xi)Bj^>  = 

Xi  ? 

(zr^-f  a:,)5f>  = 

x^Aj  -(- 

XjAf , 

(14) 

(x,  -1-  x^)  = 

XiA^  -b 

XgA^ , 

(Xi  + Xs)B<^)  = 

“b 

* 

U.  Wählt  man  aus  den  Gleichungssystemen  (12),  (13),  (14)  je  die 
drei  Gleichungen  aus,  die  auf  der  linken  Seite  den  nämlichen  Faktor 
■Tj+Zj,  oder  z's+Xj,  oder  Xi -i- x^  aufweisen,  und  addiert  sie,  so  er- 
hält man 

, . ( -1-  -f  -f-  B<^>  = 4-  B(^>  + 

I =J,+  A,+  A,  = 3G. 

Ebenso  ergeben  die  Gleichungssysteme  (12),  (13),  (14)  durch 
äulsere  Multiplication 

1 2x,  ( >1  >i  >4  1 

’ (X,  + X,)  (X,  -f-  X,)  (X,  + X,)  ' 
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und  in  Verbindung  mit  den  Gleichungen  (4): 


(1') 


d J)^  ^ 3^3  1 “I“  1 (^2  “l"  ^3)  -^1  ^ f 

==  Xj^X^  ylg  “1“  ^0  (^'3  "f"  ^1) 

= + ^3  (^1  + ^1’); 

Ö I)^  = X-^X^A.^  -j-  X^  (Xj  -f-  ^2) 

= AXjvl^  + (Xg  + X3) 

*:  XgXjyl,  + X,  (Xj  + Xi) 
d /^3  *=  XjX^ylj  -j-  a.g  (Xj  -|-  Xj)  B^\ 

=-  XjXgylj  + Xg  (x,  + Xg)  B\-\ 

l = XgXg^lg  -}-  Xj  (Xg  ~b  B^K 


15.  Bezeichnet  man  die  Längen  der  Dreiecksseiten 

A^A^,  bezw.  durch  «g  und  setzt  x^  = a-,  x,  = a|,  x^  — al,  so 

geht  der  beliebige  Pimkt  X in  denjenigen  über,  der  1847  von  GrebeM 
aufgestellt  und  seit  1873  von  Herrn  Lemoine")  zum  Ausgangspimkte 
seiner  wichtigen  Untersuchungen  gemacht  worden  ist.  Der  Punkt 
+ «|.4g  + a|^3  wird  daher  in  Deutschland*)  als  Grebescher 
Punkt,  in  Frankreich^)  als  Lemoinescher  Punkt  bezeichnet. 

16.  Die  in  diesem  Paragraphen  gegebenen  Entwickelungen  lassen 
sich  in  folgende  Theoreme  zusammenfassen: 

I.  In  der  Ebene  eines  Dreiecks  A^A^A^  sei  ein  beliebiger  Punkt  X 
gegeben  und  die  Schnittpunkte  der  Transversalen  -4jX,  A^X,  A^X  hez. 
mit  den  Dreiecksseiten  A^A^,  ^3^0  seien  durch  X^*),  X^*>,  X<*> 

bezeichnet.  Es  sei  ferner  auf  der  Dreiecksseitc  A^A^  der  Punkt  durch 
die  Festsetzung  X^*).<4j  = bestimmt,  sowie  die  beiden  weiteren  Punkte 

und  B^'^  als  Schnittpunkte  von  A^A^  mit  den  Parallelen,  die  durch 
X<*^  zu  A^Ai  und  durch  X*^  zu  A^A^  gezogen  sind.  Endlich  mögen  aus 
B^^\  B^\  7/gO  durch  cyklische  Permutalien  die  Punkte  B^\  B^\ 

B^\  B^\  B^^  hervorgehen.  Alsdann  schneiden  sich  die  Geraden 

A\P^P,  Atl^p,  A^Ptp  im  Punkte  Bi,  wobei  der  Index  i die  Werte  1,  2,  d 
annimmt. 


1)  Dieses  Archiv,  9,  250. 

2)  E.  Lemoine:  Sur  quelques  propri^tes  d’un  point  remarquable  du  triangle 
(.\s8ociation  Fran9aise  pour  Favancement  des  Sciences,  Congres  de  Lyon  1873). 
Betreffs  der  Punkte  J)^  und  7),  vgl.  H.  Brocard:  Nouv.  Ann.  (2*  Serie)  14  ques- 
tion  1166,  1879  und  Educational  Times  67,  89.  Brocard:  Question  13420.  Fort- 
schritte der  Mathematik  28,  1897,  S.  454. 

3)  Emmerich:  1.  c.  Vorwort.  IV.  Fussnotc. 

4)  Neuberg:  1.  c.  p.  453  und  Memoire  sur  le  tetraedre.  Tome  XXXVIl  des 
Mdmoires  couronnes  et  autres  Memoires,  publies  par  l'Acadi^mie  royale  de 
Bclgique.  1884.  No.  1. 
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IL  Die  Dreieche  und  situl  dreifach  perspektiv, 

und  zicar  schneiden  sich  die  Geraden  A^B.^,  A^B^^  Bankte  D„ 

die  Geraden  A^B^,  A^B^  im  Punkte  D^,  und  die  Geradett  A^B^, 

A^B^,  A^B^  im  Punkte  D^. 

III.  Die  Punkte  Dyy  1)^,  D^  sind  auch  die  Perspektivitätszentra 
des  Dreiecks  A^,  A^,  A^  und  bez.  der  Dreiecke 

IV.  Die  Dreiecke  A,A^A^,  B^)Bf^B^\ 

B^)Bi^B^\  AAA  besitzen  den  nämlichen  Schwerpunkt  G. 

V.  me  Dreiecke  B^^>Bi)Bl\  B^^Bi^B^\  B^^^^B^^  haben  denscUwn 
Flächeninhalt  wie  das  Dreieck 

VI.  Die  Geraden  XB^  sind  den  Dreiecksseiten  Af^A^  parallel;  oder 
mit  anderen  Worten: 

Via.  Zieht  man  durch  die  Punkte  jKj,  B^,  B^  Parallelen,  bez.  zu 
den  Seiten  A^A^,  A^^Ai,  A^A^,  so  schneiden  sich  dieselben  in  einem 
Putdde,  nämlich  in  X. 

VII.  Die  Mittelpunkte  der  Strecken  XB-  liegen  bez.  auf  den  Ge- 
raden A^G. 

Aus  Theorem  II  folgt  unmittelbar  das  Gleichungssystem: 


(18) 


Al  = 0,  [A,BM  = 0,  r^,AAl  = 0, 
A Al  = 0,  M,A  AI  = 0,  [.1, A Al  = o, 
[X, A Al  = 0,  A Al  = 0,  MaA Al  = o. 


Fafst  man  die  in.  derselben  Vertikale  stehenden  Gleichungen  zu- 
sammen, so  folgt: 

VIII.  Die  Geraden  B^D,^,  B^D^,  B^D^  schneiden  sich  in  A^,  die 
Geraden  B^D^,  B^D^,  B^D^  schneiden  sich  in  A^,  die  Geraden  AA> 
üiA>  AA  schneiden  sich  in  A^;  folglich  sind  die  Dreiecke  AAA 
and  AAA  dreifach  perspektiv,  und  die  Punkte  A^,  A^,  A^  bilden 
die  drei  Perspektivitätszentra. 

Das  Gleichungssystem  (18)  geht  in  sich  selbst  über,  wenn  man  A^ 
oud  B.,  aber  gleichzeititr  auch  A und  A mit  einander  vertauscht.  Da- 
her fol^  aus  VIII: 

IX.  Die  Geraden  A^D^,  A^D^,  A^D^  schneiden  sich  in  A>  die 
Geraden  ^A>  ^sA>  -4iA  schneiden  sich  in  A>  die  Geraden  ^4gA> 
AjA,  A,A  schneiden  sich  in  A»  folglich  sind  die  Dreiecke 

und  AAA  dreifach  perspektiv  und  die  Punkte  A>  A>  A ^dden  die 
drei  Perspektivitätszentra.  *) 


1)  Vgl.  E.  Jahnke:  Programm.  Theorem  II.  S.  9. 
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F.  Caspart: 


§ 3. 

17.  Kehrt  man  das  Gleichungssystem 


(2) 

um,  so  folgt 
(19) 

WO  nach  (6) 


(310 


Tßi  = 

Tßg  = 

x^A^  -j-  .TgXg  4"  Tj  A^ , 

TgX,  4-  + Tj^j 

cjXi  = 

(»1  ßj  4“  ßj  4- 

(oA^  = 

Ogßj  -{-  Ogß,  + 

«ißg 

(oAs  = 

CJj  ßl  + ßj  + 

tögßj 

»1  = 

Tg  Tg  Tj  , 

CDj  = 

TgTj  Tg*, 

«3  = 

T^Tg  Tg*. 

(a;  = jr,  + Tg  + t,) 


(oj  = Cö|  -j-  Wj  -f-  Oj) 


Substituiert 
System  (3) 

(3) 

wobei 


man  die  Werte  der  oA,-  aus  (19)  in  das  Gleichungs- 

d Dl  = TjTg^j  + TjT,  Af  + , 

dDj  = , 

d/)j  = TjTj  d"  TjTgylj -f*  ^^-^3  t 


d = TgTj  + T3T1  + TiTj 

ist,  so  ergiebt  sich: 


(20) 

und 


ÖaDi  = cöjOil^g-f  (OjOJjjB,, 

d GJ  JDg  = G)j  öj  -ßj  -f*  Wj  O3  ßg  ög  öj  ßg  , 
dcjßg  = WgOjßj  4-  töiGJj/ij  + «jOjßs 

dw  = £0j(D3  + (O3CO1  + OiOg. 


Die  Gleichungssysteme  (2)  und  (19),  (3)  und  (20)  setzen  in  Evidenz, 
dafs,  wenn  man  t,  mit  o?,-  und  A^  mit  ß,-  vertauscht,  auch  ßj  mit  ß, 
sic/t  vertauschen,  während  ßj  unverändert  bleibt. 

18.  Wendet  man  dieses  Übertragungsprinzip,  durch  das  bereits 
Theorem  VIII  in  Theorem  IX  übergeführt  wurde,  auf  Theorem  Via 
an,  so  folgt: 

X Zieht  man  durch  die  Funkte  A^,  Ag,  A^  Parallelen  bez.  zu  den 
Seiten  ß,ßs,  schneiden  sie  sich  in  einem  Punkte  R ’) 

Da  dieser  Punkt  R dem  Punkte  X entspricht,  so  folgt  aus 

(1)  tX  = + Tjyl, 

für  R der  Ausdruck 

( 21)  <aß  = ojjßj  4-  ö^ßj  + öJjß,, 


1)  Vgl.  J.  Neuberg;  Sur  Ic  point  de  Steiner.  Journ  de  Maibem.  sp^cialea.  1886. 
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und  die  Subatitution  von  (2)  ergiebt 

xaR  = (töio;,  -f 

+ 02X2+  ®3^i)  A^ 
+ (o^Xj  + 4-  »3^5) 

da  aber  wegen  (9lj) 

(OiXi  + ü,a;,  + co^Xi  = x{x^  — Xi)  {x^  — x^) 
(31j)  a^x^  4 a^Xj^  4"  0^3 ^ (^1  ~ ^s) 

"^S  ~}"  ©2^1  4 ^^3^3  ^ (^2  ^3)  (^3  ~ ^1) 

so  ergiebt  sich 
(22) 
wobei 


xp^, 

^‘Pi, 


oE  = p,^i  + p^A^-Ap^A^, 


Px  = - ^1)  (^i  - ^s) » 

(23)  Pi={^i-^i){^-^)f 

Pi=(^i-^i)  (^3-^1) 

und  wegen  (22) 

( Ä,)  « = + Pf  4-  i^3 

ist. 

Ersetzt  man  in  (23)  x^  durch  ©,.,  so  verwandelt  sich  pj,  weil 

©J  OJj  = X (iCj  J^j)  y 
(2J  ©2  — ©1  = X (X|  — 0:2)  , 

0J5  — ©2  = a;  {x^  - X^ 

ist,  in  x*p^'y  ebenso  verwandeln  sich  und  bez.  in  und  x*/),. 
Durch  die  Vertauschung  von  x^  mit  ©,•  und  die  gleichzeitige  von  A^ 
mit  B-,  geht  (22)  in 

(24)  © X = ;>,  4 Pf  Ei  4 P3  E^ 

über. 

Multipliziert  man  noch  die  Gleichimgen  (2)  der  Reihe  nach  mit 


ö, 


«3,  w,  und  addiert,  so  folgt 


X (©jl^i  4 0>3'®2  + Wf-ßs)  = (^i<Oi  + ^8<»3  + ^f^g) 

4"  (^3®i  4"  ^fWj  4 ^iGJf)  A^ 

+ (Xj©i  4 a:i©3  4-  3:3©,)  A^ . 

Da  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  gleich  xoA^  ist,  so  liefert 
die  Gleichsetzung  der  Koeffizienten  von 

Xi  ©1  + XjOJg  4 J^3ÖJ3  = X© , 

(3l_-)  X| ©2  4"  ^f®3  4”  ^3®i  ~ G, 

Xj  ©3  4 iCf  ©1  4 ^3  ojf  = 0 • 

19.  Aus  (2)  folgt 

X (-ßf  4"  E^  = (X2  4 ^3)  Ay  4"  (*^i  4"  *^f)  Ai^  4 (^3  4^i)  A^ 

und  daher 

X [A^  (Zy,  4-  i^s)J  = (^1  4-  -^f)  - (^3  4-  J!-i)  [Ai  Al] . 
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F.  Caspakv: 


Setzt  mao 

7y^4- 


bezeichnet  also  mit  B^^,  B^^  die  Mittelpunkte  der  Strecken  B^B^, 
B^B^y  Bl  Bf,  so  folgt 

2x  \ AiBf^\  = {Xi  + Xf)  (^3  + Xi) 

(24a)  2x  = {Xf  + Xf)  [^3^3]  - {xi  + x^)  [A^  Af] , 

2x  [-^3  7^x2]  — (^3  "1“  Xi)  [^3^j]  (^Xf  -{-  iC3)  . 


Da  die  Summe  der  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  gleich  Null 
ist,  so  schneiden  sich  die  drei  Geraden  A^Bf^,  A^B^^,  A^B^^  in  einem 
Punkte,  der  mit  S bezeichnet  werde. 

Bildet  man  aus  den  rechten  Seiten  zweier  Gleichungen  (24  a)  das 
äufsere  Produkt,  so  ergiebt  sich  für  S der  Ausdruck: 

(25)  (x'*+d)  N=  (x,  +a:j) (:rg+a:i) A^-^-  (Xf-\- x^)  (arj+a:2)^H-(a:3+a:i)(:rj+j:3).43. 


Wenn  man  für  die  A^  die  Ausdrücke  in  (19)  benutzt,  so  erhält 
man  für  den  Punkt  S,  ausgedrückt  durch  die  B^: 

(JS  = Mj  (c?j  + OJg  — ©i)  Bl  -f  W,  (©g  + — O2)  Bf  4-  ©g  (©j  + ©3  ~ ©3)  Bf, 


wobei 


<y  = ©,  (©j  4-  Wg—  ©1)  4-  ö*  («3  4-  «1  — ©3)  4-  Ö3  (©j  4-  ©,  — ©g) 

= 2 (©2©g4~  Ö3Ö1  4"  ©1©3)  C5g*4"  Wg*) 

ist. 

Löst  man  die  beiden  letzten  Gleichungen  in  (Slg)  nach  Xi,  Xf,  x^ 
auf,  so  folgt 

<p-Xi  — ©3©g  — ©1*, 

<p  • Xf  = ©3©j  — ©2*, 
qp-.Tg=  ©i©g—  ©g*, 

und  durch  Subtraktion 

cp  (Xf  - a:i)  = « (©,  - ©3) 

oder  wegen  (^14) 

(p  (xg  - a-,)  = © • ar  • (a-g  - a:,). 

Demnach  ist  (p  = to  -x,  und  man  erhält 

1©2©3  “ ~ ® i 

©3©j  — ©j*=  ©a;a:2, 

©j  ©j  — ©3*  = © • XXf  , 

und  durch  Addition 


©2  ©3  4-  W3CJ1  4-  WjWg  — (Wi*4-  ©3*4-  W3’)  = 

Da  nach  (20) 

d © = ©2  ©g  4-  W3  Wj  4-  w,  ©2 

ist,  so  folgt 

©1*  4-  «2*  4-  = © (d  — x^) 

und 

6 = 2©d  — © (d  — x^)  ==  w (j-*  4-  d) . 
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Daher  hat  man 


(^.  )( w(x*+rf)5=o,(o3a+a38—<Oi)Bi+(D,(G)8+a),— «2)^2+ 6)3(03,+ ra2~‘^8)^8 
* I = o,  (0  — 2 (ß^)  J5,  + öj,  (gj  — 2 Wj)  + 0J3  (fo  — 2 03)  B^, 

and 

Ira,  CDj  + GJj  OJ,  + CJj  COj  = G)Ö  f 

Oj*  + (Dj*  + CJ3*  = O (d  — a:*) , 

3d  — öj  = X*. 


20.  Da  in  dem  unter  (25)  gegebenen  Ausdruck  für  S der  Koeffi- 
lient  von 

(X^  + Xj)  (X3  + Xj  = XXj  + X3X3  , 

= Xj*  + d, 

= X^  (X,  + Xg)  + (XjX,  + X,*) , 

= 2x,  (xj  + X3)  - (x,  - Xj)  (Xg  - x^) 


ist,  und  die  Werte  der  Koeffizienten  von  und  A^  durch  cyklische 
Permutation  daraus  hervorgehen,  so  findet  man 


(26) 


wobei  zur  Abkürzung 


s5=  x*X+  dl\, 

= icW+^öG, 

= 2Z  ^(2)3+  Dg), 
= — o jR  + 2 d (Dj  + Dg) , 


(27) 
und 

(28) 


(!£?]+=  X,-  +,  + Xg*  +J+  + Xg*  +g, 

I ZZ  = (XgXj  + Xj*)  Al  + (XgXi  + Xg*)  A^  + (XjXg  + Xg*)  ^g 

s = x*+  d = 4d  — to, 
tv  = 3C*  — 26  =-  d — fj , 
r = X*  — d = 2d  — 03 


gesetzt  ist.  Durch  Subtraktion  der  Gleichungen  (27)  folgt  noch 
(29)  zZ  — tcW  = dDj . 

21.  Multipliziert  man  die  dritte  Gleichimg  (2b)  mit  2 und  sub- 
trahiert davon  die  vierte,  so  ergiebt  sich 

sS  = 2zZ  + g)R. 

Nach  (25,)  aber  erhält  man 

c3sS  = carR  — 2 (oj,*D,  + aJB^  + G3g*Dg) , 

daher 

(39)  azZ  = — (03, *D,  + G3g*D,  + 03^  B^ 

und  wegen  (29) 

(31)  C3 *r  W=  — { (03, 03g  + 03,*)  D,  + (o3g  03,  + 03,*)  Dg  + ( 03,  03,  + 03g*)  Dg  } . 

Die  Gleichungen  (27)  und  (30),  (31)  zeigen,  dafs  bei  Vertauschung 
von  X.  mit  03^,  w W und  zZ  bez.  in  — azZ  und  — atoW  übergehen. 


I 
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F.  Caspary: 


22.  Setzt  man^) 

(32)  Wi  = [A^B,  A,B^]  (»,  k,  l = 1,  2,  3;  2,  3,  1;  3,  1,  2)  (»  A:  + /), 
80  folgt 

(33)  Wi  Wi  = x^x^Ai  + X^^A^  + X^A^ 
und 

(34)  = x^x^-\-  x^  + Xi. 


Setzt  man  in  (33)  für  die  A^(m  — /,  k,  1)  die  in  (19)  angegebenen 
Werte  ein,  so  erhält  man 

(35  ) aWi  Wi  — + (0l“B^ 

und 

(5lg)  <atVj  — (ö^fUj  + fijj*  + ca,* 


Für  t = 1,  k — 2f  ^ = 3 lassen  sich  der  Gleichung  (33)  die  folgen- 
den Formen  geben: 

M?j  W,  = x^Xr^Ay^  -|-  -f  x^^A^, 

= {X',^X^  .To  )A^  -{-  X^(^X^A'^^  Tj  yl j -|-  T^ylj), 

= - (.TjTg  — x/)A^  -f  Xi{x^A^  + -f  X^A^), 

= i,XaX^  x^  ) ~1"  x^  A^  ~{“  Tj  A^  “I“  x^^ A^f 
~ (^'1  •'*^1  ”h  ^3-^2  ^2-^s)  ~t”  ”h  X^  ')A^  (:?'3»Tj  “f"  .Kj*)^j 

+ {XiXi  4-  ^3*) ^3,  • 

und  entsprechende  Gleichungen  gelten  für  u\  W,  imd  tv^  . Daher 
folgt 

(Wi  W,  = - ca^A^  4-  xx^B^y 

(36)  I “ ~ 

' = a,A,  + wW, 

= -xXiBi-\-zZ, 

wobei 

(51g)  Wi  = — ojj  4"  xXi  = — ca,  4"  xx,^  = ca,  -\-  w = — xXi  4-  z. 


Ebenso  folgt 


(37) 


t.m;,  Wi  = Tjca,yl^  4"  Xi6I)^f 

= T,C3*^,  4-VA; 

ca,M;,  TT,  = T Xj^  ca,  Bi  4“  d Dg , 
= TT,fi»jD^4“  ßJjdDj, 


1)  Vgl.  E.  Jahnke:  Programm  1900.  Die  Punkte  Wi  sind  daselbst  durch 
B,,,  Bjj  bezeichnet  und  gehören  zu  der  Gruppe  von  9 Punkten,  welche  von 
Herrn  Jahnke  als  die  Veroneseschen  Punkte  eines  Br ocardsdien  Dreiecks  inbezug 
auf  das  Fundamentaldreieck  eingeführt  worden  sind. 
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wobei 


= x^oji  4- 

atfWf  = xa^^cji  4* 
= XX, cj^  4" 


23.  Die  Gleichungen  (32),  (36)  und  (37)  ergeben: 

XL  Die  Schnittpunkte  W,  der  Geradenpaare  A^B„  A,B^^  sind  auch 
die  Schnittpunkte  der  Geradenpaare  A^D^, 

Geraden  A,W,  schneiden  sich  in  W,  die  Geraden  B,W,  in  Z;  oder  mit 
anderen  Worten: 

XIa.  Das  Dreieck  W,  ist  sowohl  zum  Dreieck  A,A^A^  als 

sum  Dreieck  B^B^B^  dreifach  perspektiv;  die  Perspektivitätszentra  sind 


Die  Ergebnisse  der  Nummern  19,  und  20.  lassen  sich,  wie  folgt, 
zasammenfassen : 

XIL  Bezeichnet  man  mit  B^,,  D^,  die  Mittelpunkte  der  Segmente 
B,B,j  D^D„  so  schneiden  sich  die  drei  Geraden  A,B,^,  in  einem  Punkte  S, 
der  gleichzeitig  der  Schnittpunkt  der  drei  Geraden  XD,j  WG,  BZ  ist. 
Subtrahiert  man  die  ersten  beiden  und  letzten  beiden  Gleichungen 


woraus  sich  ergiebt^): 

XIII.  Die  Geraden  XW  und  BZ  schneiden  sich  im  Mittelpunkte  Z>„ 
des  Segmentes  D^D^. 

24,  Nimmt  man  zu  Gleichung  (27) 

zZ  = (XaJ-,  4-  ^i^)A,  + (arja-,  4-  4-  4- 


(39)  (oY=  (x^x„  — x,^)A,  + {x^x,  — a'j“)^  4- 
oder  nach  (21^) 


W,  Df,  Df  bez.  Z,  Df,  D^. 


(26),  so  folgt 
(38) 


\x^X-wW=2dDff, 

\ aB  4-  zZ  = 28Dff, 


hinzu 


(39*)  <ö  = 03,  A,  4"  03fAf  4” 

»0  folgt  durch  Addition  und  Subtraktion: 


(40) 


zZ-aY==2wW. 


(41) 


Ganz  ebenso  ergiebt  sich,  wenn  man 

xT=  X,  B,  + XfBf  4-  sCfBf 


1)  Vgl.  E.  Jahnke:  Programm  1900.  Theorem  XIII. 
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setzt  und  (?lß)  und  (31)  beachtet: 


(42) 


{-wW+x^T=2SD^, 

I v\W^-x^T  = 2zZ. 

Durch  Subtraktion  der  Gleichungen  (40)  folgt 

(43) 

und  da  nach  (38) 


x‘X==d{D,-Y  D,)  + wW, 

so  folgt 

(44)  ojr+a:"X  = 3dG. 


Ebenso  ergiebt  sich  aus  (42)  und  (38) 

(45)  x‘T  GiR  = ?,dG, 
und  aus  (44)  und  (45) 

(46)  x\X-T)  = (o{R-  Y). 

Die  Gleichungen  (40)  bis  (46)  ergeben: 

XIV.  Bezeirhnet  man  die  Schnittpunkte  der  Geraden  WD^  mit  dcu 
Geraden  JIG  und  XG  bez.  mit  T und  Y,  so  sind  die  Geraden  XT 
und  R Y parallel. 

Xr.  Auf  der  Geraden  W liegt  aufser  den  Punkten  T und  Y 
7uu:h  der  Punkt  Z.  Von  diesen  fünf  Punkten  sind  Z,  Y;  Tr  und 
Wj  T;  I)^,  Z je  vier  hannonisrhe. 

(Fortsetzung  folgt  im  nächsten  Heft.) 
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Par  M.  Mauuice  d’Ocaone  ä Paris. 

1,  La  remarquable  surface  reglee  du  ,3®  ortlre  qui  a re^u  le  nom 
de  cotioUIe  de  Plücker,  en  memoire  de  son  premier  inventeur,  joue  un 
röle  important  eu  Geometrie  Superieure.  Cayley  l’a  etudiee  sous  le 
nom  de  cylindrdide.  M.  Mannheim,  dans  ses  etudes  de  Geometrie 
cinematique,  Sir  R.  Ball,  dans  ses  etudes  de  Statique,  en  ont  fait  un 
usage  frequent.  MM.  Lindemann  et  Picquet  lui  ont  aussi  consacre 
des  travaux  interessants.  *) 

II  n’est  peut-etre  pas  sans  utilite,  vu  son  importance,  de  montrer  que 
ses  principales  proprietes  peuvent  etre  obtenues  par  un  procede  pure- 
ment  ^ementaire;  tel  est  l’objet  de  la  presente  Note. 

2.  La  definition  la  plus  simple  qui  puisse  etre  adoptee  en  vue 
d’une  teile  etude,  definition  qui  sera  generalisee  par  la  suite,  est  celle-ci: 
Le  condide  de  Plücker  est  erujendre  par  une  droite  perpendiadaire  aux 
gmeratrices  d’un  cylindre  de  revolution,  s’appuyant  sur  une  section  plane 
quelconque  de  ce  cylindre  et  sur  une  des  gehieratrices  G du  cylindre  passant 
par  un  des  sommets  de  la  section  plane. 

Cette  demiere  restriction  visant  la  generatrice  G,  commode  pour 
l’application  du  procede  ^ementaire  ici  envisage,  peut  etre  supprimee 
comme  on  le  verra  plus  loin. 

Representons  le  cylindre  et  le  plan  de  la  section  directrice  en 
prenant  un  plan  horizontal  perpendiculaire  aux  generatrices  du  cylindre, 
et  un  plan  vertical  perpendiculaire  au  plan  de  la  directrice.  Soit 
t'q  la  trace  verticale  de  celui-ci  (Fig.  1).  Les  generatrices  du  conoide 
etant  toutes  comprises  entre  le  plan  horizontal  du  point  t'  et  celui  du 
point  q,  nous  appelons  la  distance  h entre  ces  plans  la  hauteur  du  cono- 
idCj  et  nous  disons  que  le  plan  de  la  section  directrice  coupe  le  cylin- 
dre 6‘ur  la  hauteur  h. 


1)  Man  vergleiche  auch  die  Darstellung  und  die  Litteratur  bei  Schell, 
Theorie  der  Bewegung  und  der  Kräfte,  Teil  2,  S.  217 £F.,  besonders  S.  2.3.'>  u.  236. 
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Si,  par  la  droite  projetee  verticaleraent  en  suivant  laquelle  le 
plan  t'  q coupe  le  plan  tangent  au  cylindre  le  long  de  la  generatrice 
Gf  nous  faisons  passer  un  plan  quelconque,  et  si  nous  prenons  l’inter- 

section  {I  • l')  de  ce  plan  avec  une 
generatrice  quelconque  (am  •am')  du 
conoide,  nous  voyons  que 

al  _ g r 
am  a'w' 

Ce  demier  rapport  etant  con- 
stant  il  en  resulte  que  le  lieu  du  point 
l est  homothetique  de  celui  du  point 
m par  rapport  au  point  a;  c’est  donc 
le  cercle  de  diametre  aj).  En  d’autres 
termes,  la  section  du  conoide  par  le 
plan  de  trace  t'q'  est  situw  sur  le 
cylindre  de  revolution  vertical  dont 
la  base  est  le  cercle  de  diametre  ap. 
Par  suite,  tout  plan  mene  jiar  la 
droite  projetee  verticalement  en  t' 
coupe  le  conoide  suivant  une  coniqxte 
appatienant  au  cylindre  de  revolution 
dont  at'  est  une  generatrice  de  cm- 
tour  apparent  et  que  ce  plan  coupe 
sur  la  hauteur  h.  Une  quelconque 
de  ces  coniques  peut  etre  prise  pour 
directrice  du  conoide.  Nous  appel- 
lerons  ces  coniques  les  coniques 
3.  Le  plan  tangent  en  {m  • m')  est  determine  par  la  generatrice 
(am  • am')  et  la  tangente  (nit  • m't')  a la  conique  F^  passant  en  ce  point. 

Remarquons  que,  puisque  la  droite  ot  passe  par  le  milieu  i de 
awt,  la  droite  i't'  passe  par  le  centre  o'  de  la  section  droite  de  cote  h, 
c’est-ä-dire  situee  sur  la  generatrice  superieure  du  conoide.  Ce  point  o' 
restant  le  menie  quel  que  soit  le  point  (w  • m')  pris  sur  la  conique 
il  en  resulte  que  tous  les  plans  tangents  le  long  de  cette  conique 
passent  par  le  point  (o  • o').  Donc:  L'envehppe  des  plans  tangenis  au 
conoide  le  long  d'une  conique  F,  est  un  cone  ayant  pour  sommet  le  poini 
oü  Vaoce  du  cylindre  de  revolution  qui  passe  par  cette  cotiique  rencontre 
la  generatrice  supeneure  du  conoide. 

Cherchons  maintenant  l’intersection  du  conoide  et  de  son  plan 
tangent  en  (m  • m').  Pour  cela,  determinons  le  point  oü  la  generatrice 
(awq  • rencontre  ce  plan.  Le  plan  projetant  verticalement  cette 


Fig.  1. 
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generatrice  coupe  {ynt'mt')  en  (Ö  • ö')  et  {am  • a m)  a Tinfini;  son 
intersection  avec  le  plan  tangent  considere  se  projette  donc  horizontale- 
ment suivant  la  parallele  a am  raenee  par  0,  qui  donne  sur  am  le 
point  p cherche. 

La  fignre  montre  immediatement  que 

6 mm  I = mamy 

(meme  mesure  dans  le  cercle  amq)\  d’oü  resulte  que 

Bmm^  = Oiim^, 


c’est-ärdire  que  le  quadrilatere  ßmpLm^  est  inscriptible,  ce  qui  entraine 


Mais 

Donc  enfin 


a/iw  = mSm^. 


»iÖmj  = aom  (cotes  perpendiculaires). 


a/im  = aow, 


et  le  lieu  du  point  est  le  cercle  circonscrit  au  triangle  ao  w,  cercle 
qui  passe  aussi  par  le  point  t.  Im  secfion  du  condide  par  le  plan  kmgcnt 
en  (m  • m')  se  trouve  donc  sur  le  eijlindrc  de  revolution  dont  le  cercle  aomt 
est  la  section  droite.  C’est  par  suite  une  conique  que  nous  designerons 
(l’une  maniere  generale  par  la  lettre  Fj. 

La  conique  Fj  pourrait  d’ailleurs  etre  prise  comine  directrice  avec 
la  generatrice  G au  lieu  de  F^  d’oü  la  definition  generalisee  annoncee 
plus  haut. 

Puisque  Tintersection  complete  du  conoide  par  son  plan  tangent 
comprend  une  droite  et  une  conique,  c’est  que  ce  conoide  est  une 
svrface  du  ordre. 

Nous  vojons,  en  outre,  que  par  chaque  point  de  la  surface  passent 
deux  coniques,  une  Fj  et  une  F,. 

4.  Rappeions  la  construction  du  plan  tangent  en  {m  • in)  resul- 
tant  de  ce  qui  precede:  Par  le  milieu  i de  am  on  eleve  a cette  droiti^ 
la  perpendiculaire  it.  La  droite  {it  • i'f)  jointe  a {am  • a'm')  determine 
le  plan  tangent  en  (m  • /«').  La  trace  horizontale  de  ce  plan  tangent 
est  la  parallele  tk  a am. 

Reciproquement  si,  par  la  generatrice  {am  • a'm'),  on  mene  un  plan 
quelconque  de  trace  horizontale  tk,  il  est  facile  d’avoir  le  point  {m  • m') 
ou  ce  plan  touche  la  surface;  il  suffit  d’abaisser  du  point  f la  perpen- 
diculaire ti  sur  am  et  de  prendre  le  symetrique  m de  a par  rapport  a i. 

S’il  s’agit  de  mener  au  conoide  un  plan  tangent  parallele  a un 
plan  donne,  on  connait  immediatement  la  direction  de  tk,  mais  pour 
determiner  completement  cette  trace,  il  faut  connaitre,  en  outre  la  lon- 
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gueur  de  ot  Pour  cela,  il  suffit,  par  iin  point  quelconque  de  cote  ä, 
le  point  {q  • q')  par  exemple,  de  mener  un  plan  parallele  au  plan  donne; 
la  distance  du  point  9 a la  trace  horizontale  du  plan  ainsi  obtenu  est 
alors  egale  et  parallele  k oi,  ce  qui  pemiet  de  construire  cette  droite^ 
et,  par  suite,  tl\  II  n’y  a plus  qu’ä  abaisser  de  a sur  oMa  perpendi- 
culaire  ai  et  de  rappeier  le  point  i en  i'  sur  t'o'  pour  avoir  les  pro- 
jections  de  la  generatrice  (am  • a m')  sur  laquelle  se  trouve  le  point  de 
contact  (?w  • m')  cherche.  Celui-ci  n’est  d’ailleurs  autre  que  le  sjmie- 
trique  du  point  (a  • a')  par  rapport  au  point  (i  • i'). 

5.  Remarquons  en  passant  que  le  lieu  des  projections  d'un 
point  quelconque  de  l’espace  sur  les  generatrices  du  conoide  est  une 
conique.  En  effet,  ce  lieu  a pour  projection  horizontale  le  cercle  qui 
a pour  diametre  la  distance  du  point  a a la  projection  horizontale  du 
point  considere.  D’apres  ce  qui  vient  d’etre  vu,  si  ce  cercle  coupe  les 
droites  ax  et  ay  aux  points  t et  0,  la  section  de  la  surface  par  ce 
cylindre  se  trouve  dans  le  plan  dont  la  trace  horizontale  est  la  tangente 
tk  au  cercle  en  t et  qui  passe  par  le  point  de  cote  h projete  en  0. 
C’est  donc  une  conique  Fg. 

M.  Appell  a demontre  recemment  (Buli.  de  la  Soc.  Math,  de  France, 
t.  XXVIII,  p.  261)  que  le  conoide  de  Plücker  est  la  seule  ^ surface 
gauche  jouissant  de  la  proprietd  que  le  lieu  des  projections  d’im  point 
quelconque  de  l’espace  sur  ses  gendratrices  soit  une  courbe  plane. 

6,  Les  tangentes  en  (m  • m')  ä l’mtersection  du  conoide  jiar  son 
plan  tangent  sont  la  generatrice  {am  • a' ni)  et  la  tangente  (m.9  • m' s) 
a la  conique  Fj  projetee  horizontalement  suivant  le  cercle  amt.  Ces 
deux  droites  constituent  donc  les  asymptotes  de  l’indicatrice  de  Dupin 
au  point  (m  • tn).  Par  suite,  deux  directions  conjuguees  par  rapport  a 
cette  indicatrice  le  seront  aussi  par  rapport  ä ces  droites. 

Cherchons  en  particulier  la  direction  conjuguee  de  {mt  • m' t')',  ce 
sera  celle  de  la  caracteristique  du  plan  tangent  en  (m  • m'),  lorsque  son 
point  de  contact  parcourt  la  conique  Fj.  On  sait  que  les  cötes  mo  et 
mt  de  l’augle  droit  du  triangle  rectangle  mot  sont  conjugues  hanno- 
niques  par  rapport  a la  hauteur  mi  de  ce  triangle  et  ä la  tangente 
ms  ä son  cercle  circonscrit.  Donc  la  caracteristique  cherchee  n’est 
autre  que  (m  o • Nous  retrouvons  ainsi  le  theoreme  enonce  au 

n”  3.  relativement  a l’enveloppe  des  plans  tangents  le  long  de  Fj. 

Ayant  vu  au  n°  4.  le  moyen  de  construire  le  plan  tangent  parallele 
a un  plan  donne,  nous  pourrons  construire  point  pax  point  la  courbe 
d’ombre  produite  par  des  rayons  lumineux  paralleles  a une  direction 
donn^e,  en  cherchant  les  points  de  contact  des  plans  tangents  paralleles 
il  cette  direction.  Nous  voyons  en  outre  que  la  connaissance  des 
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directions  asymptotiques  {ma-ma)  et  (ws  • w's')  en  chaque  point 
(w  • m')  de  la  courbe  d’ombre  uous  permettra  d’avoir  immediatement 
la  tangente  en  (w  • wi')  ä cette  courbe.  Ce  sera  la  conjuguee  harmonique 
da  rayon  lumineux  passant  en  (m  • m)  par  rapport  k ces  deux  directions 
asymptotiques. 

7.  Nous  ferons  observer  en  outre  qu’il  est  tres  facile  d’obtenir, 
par  des  trac^  lineaires,  tous  les  elements  de  courbure  de  la  surface  en 
chacun  de  ses  points.  II  suffit,  en  eflet,  pour  cela,  de  determiner  com- 
pletement  l’indicatrice  de  Dupin  en  chaque  point  (m  • m').  Or,  rien 
n’est  plus  simple.  Nous  connaissons  dejä  les  asyinptotes  {ma  • m'a)  et 
(»IS  • m's')  de  cette  indicatrice;  il  nous  suffit  donc  d’avoir,  en  outre, 
un  point  de  cette  indicatrice,  c’est-ä-dire  le  rayon  de  courbure  d’une 
section  normale  quelconque  en  (m  • m').  Or,  il  est  bien  aise  d’obtenir 
celui  de  la  section  normale  passant  par  {mt  • m't'),  Le  plan  de  cette 
section  normale  est  determine,  en  outre  de  (mt  • tni')j  par  la  normale 
en  (»I  • in)  au  coiioide  dont  les  projections  mn  et  mn  sont  respective- 
raent  perpendiculaires  a am  et  a oa\  On  peut  facilement  construire 
i'angle  m de  ce  plan  avec  le  plan  de  la  conique  plan  de  bout  dont 
i'q  est  la  trace  verticale.  Si  q est  le  rayon  de  courbure  de  la  conique 
Tj  au  point  {nt  • m'\  le  theoreme  de  Meunier  donne  pour  l’expression 
du  rayon  de  courbure  normale  R l’expression 

R 

C08  üi 

D’autre  part,  si  la  generatrice  du  cylindre  projetant  Fj,  c’est-ä-dire 
la  verticale  du  point  (m  • m'),  fait  avec  la  tangente  (mf-fnt')  l’ai^le 
<p,  angle  dont  la  construction  est  immediate,  le  theoreme  d’Euler  ap- 

plique  ä ce  cylindre  montre  que 

r 

^ sin*  tp  * 

eu  appelant  r le  rayon  om  du  cylindre.  Par  suite. 


sin*<p  co8£»  ’ 

et  tous  les  Zements  qui  interviennent  dans  cette  formule  etant  con- 
struits  gwm^triquement,  il  en  sera  de  m§me  de  R. 

Remarquons  que  puisque,  lorsque  le  point  (m  • m')  se  deplace  sur 
la  generatrice  (am  • a'w'),  l’asymptote  (ws  • m's')  de  l’indicatrice  reste 
parallMe  ä un  meme  plan  vertical,  le  Heu  de  cette  asymptote  qui  est 
la  qitmlriqiie  osculatrice  au  conoUh  le  long  de  la  generatrice  con- 

sideree  est  un  paraboUnde. 

8.  Pour  terminer  nous  ferons  voir  cominent  on  peut  ramener 
a la  definition  qui  nous  a servi  de  point  de  depart  une  definition 

11* 
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souvent  donn^e  du  conoide  de  Plücker,  qui  est  la  suivante:  Un  fei 
conöide  est  le  Heu  des  perjyendiculaires  communes  ä tmies  les 
droites  d’un  plan  passant  par  un  meine  point  et  d une  droite  extfrieure 
ä ce  plan. 

Prenous  un  plan  horizontal  perpendiculaire  a la  droite  {G  • G’) 
donn^  et  un  plan  vertical  perpendiculaire  au  plan  donne  dont  la  trace 
verticale  est  af,  (f  • f ) etant  le  point  fixe  donne  (Fig.  2). 

Prenons  par  le  point  (/’  • f)  une  droite  quelconque  du  plan  donne 
dont  fp  est  la  projection  horizontale.  Puisque  la  droite  {G  • G')  est 

verticale,  la  perpendiculaire 
commune  qui  est  horizon- 
tale se  projette  horizontale- 
ment suivant  la  perpendicu- 
laire Gp  h fp,  ei  \e  lieu  du 
point  p est  le  cercle  dwrit 
sur  af  comme  diametre. 
Autrement  dit,  la  perpen- 
diculaire commune,  tout  en 
restant  horizontale,  s’appuie 
constamment  sur  la  droite 
{G  • G')  et  sur  la  conique 
intersectiou  du  plan  donne, 
de  trace  verticale  a'f'j  et  du 
cjlindre  de  revolution  dout 
le  cercle  Gpf  est  la  sectiou 
droite.  Le  lieu  de  cette 
perpendiculaire  est  donc  bien 
un  conoide  du  genre  etudie 
ci-dessus , mais  defini  par 
une  de  ses  coniques  Pour  remonter  ä la  definition  primitive, 

cherchons  une  conique  F^  de  ce  conoide. 

Pour  cela,  en  nous  servant  des  memes  lettres  que  sur  la  Fig.  1 
en  vue  de  rendre  la  comparaison  plus  facile,  cherchons  le  point  (/»•#«') 
oü  le  plan  de  notre  conique  F^  est  tangent  au  conoide.  C’est  le  point 
pour  lequel  la  generatrice  correspondante  est  dans  ce  plan;  cette  genera- 
trice  est  bien  evidemment  celle  (am  • a'in)  qui  se  projette  verticalement 
au  point  de  rencontre  de  G'  et  de  la  trace  a'f'  du  plan.  Nous  avons 
aiusi  le  point  (w  • m').  Si  donc  nous  prenons  le  diametre  ot  perpen- 
diculaire a am,  nous  voyons,  en  nous  reportant  a la  Fig.  1,  que  les 
coniques  J’j  se  trouvent  dans  des  plans  passant  par  la  droite  af  et 
perpendiculaires  au  plan  vertical  passant  par  ao.  Prenons  comme  pro- 
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jection  de  notre  conique  le  cercle  de  centre  o et  de  rayon  oa. 
Alors  en  prenant  arbitrairement  la  nouvelle  projection  verticale  du 
point  {('('),  par  exemple  en  prenant  = ff',  nous  n’avons  qu’ä 

prendre  de  raeme  cote  que  o[  pour  avoir,  sur  un  plan  vertical 
parallHe  a ao,  la  trace  t[q'^  du  plan  de  la  conique  Fj.  Le 
conoide  est  alors  defini  conformement  a l’enonce  du  debut  de 
cette  etiide. 

Paris,  Janvier  1901. 


Isophoten  nnd  Isophengen, 
insbesondere  anf  den  Flächen  zweiter  Ordnung. 

Von  Richard  Müller  in  Berlin, 
mit  Benutzung  hinterlassener  Papiere  Wilhelm  Stahls. 

In  dem  litterarischen Nachlasse  Wilhelm  Stahls  befinden  sich  einige 
Blätter,  wie  es  scheint  aus  dem  Jahre  1879,  in  denen  er  die  Eigen- 
schaften der  Isophoten  der  Flächen  zweiter  Ordnung  aus  einem  einfachen 
Gesichtspunkte  ableitet;  diese  Notizen  sind  aber  in  der  vorhandenen 
Form  zur  Veröffentlichung  nicht  geeignet,  auch  ist  die  offenbare  Absicht, 
das  gleiche  Prinzip  für  die  Isophengen  zu  verwerten,  nicht  über  den 
Anfang  hinaus  gekommen. 

Die  Ausführung  dieses  Plans  erlaube  ich  mir  hiermit  den  Lesern 
dieser  Zeitschrift  vorzulegen,  und  betone,  dafs  alles  Verdienst  für  die 
darin  ausgenutzten  Gedanken  dem  Verstorbenen  gebührt,  mir  aber  die 
Verantwortung  für  die  Darstellung  und  für  die  Resultate. 

Meinem  Freunde  Herrn  Stanislaus  Jolles  bin  ich  für  die  Über- 
lassung der  genannten  Blätter,  wie  für  das  fordernde  Interesse,  welches 
er  meiner  Arbeit  zugewendet  hat,  zu  dauerndem  Danke  verpflichtet. 

1.  Unter  Annahme  einer  unendlich  fernen  konstanten  Lichtquelle 
setzen  wir  nach  dem  Lambertschen  Gesetze  die  Beleuchtungsintensität 
eines  Flächenelementes  proportional  dem  Kosinus  des  Winkels,  den  die 
Flächennormale  mit  der  Richtung  der  parallelen  Lichtstrahlen  bildet. 
Eine  Kurve,  welche  auf  einer  beleuchteten  Fläche  die  Punkte  gleicher 
Intensität  verbindet,  heifst  Isophote  (Lichtgleiche). 

Von  dieser  „wahren“  Beleuchtungsintensitat  der  Flächenelemente 
aber  hat  Herr  Burmester^)  nach  dem  Vorgänge  Monge  scher  Schüler 
unterschieden  die  „scheinbare“,  welche  (für  ein  unendlich  fernes  Auge 
gütig)  nicht  blofs  von  der  Stellung  des  Flächenelements  gegen  die 
Lichtrichtung,  sondern  auch  von  seiner  Lage  zur  Sehrichtung  abhängig 
ist  und  proportional  gesetzt  wird  dem  Produkte  der  beiden  Kosinus 

1)  L.  Burmester:  Theorie  und  DarBtellung  der  Beleuchtung  gesetzm&fsig 
gestalteter  Flächen  Leipzig  1871.  §§  58—87. 
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der  Winkel,  die  die  Flächennormale  mit  Licht-  und  Sehrichtung  bildet. 
Die  Linien,  welche  Punkte  gleicher  scheinbarer  Beleuchtungsin tensitat 
(Helligkeit)  verbinden,  heifsen  Isophengen  (Hellegleichen). 

Die  physikalische  oder  künstlerische  Bedeutung  dieser  Isophengen 
ist  nicht  allgemein  anerkannt^);  für  das  rein  geometrische  Ziel  der 
folgenden- Untersuchungen  aber  erscheint  es  jedenfalls  zweckmäfsig,  die 
projektiven  Beziehungen  an  den  Isophengen  zu  entwickeln,  da  sich  ja 
die  Isophengen  in  Isophoten  verwandeln,  wenn  man  Licht-  und  Seh- 
richtung zusammenfallen  läfst. 

2,  Für  die  gewöhnliche  Beleuchtungstheorie  ist  von  fundamen- 
taler Bedeutung  die  Betrachtung  des  Systems  der  Isophoten -Kegel, 
(L  h.  der  Rotationskegel,  welche  den  Lichtstrahl  als  gemeinsame  Axe 
haben,  und  auf  welchen  offenbar  die  „wahre“  Intensität  konstant  ist.*) 
Daher  soU  unsere  erste  Aufgabe  sein,  ein  System  von  Isophengen- 
Kegeln  herzustellen,  auf  deren  jedem  die  „scheinbare“  Intensität  kon- 
stant ist. 

Inbezug  auf  ein  rechtwinkliges  Koordinatensystem*)  seien  flj,  a-j, 
die  Richtungskosinus  des  Lichtstrahls,  \ die  des  Sehstrahls, 

r\y  l diejenigen  einer  Flächennormale;  für  die  Helligkeit  h eines 
Flächenelementes  setzen  wir  dann  unter  Weglassung  überflüssiger  Fak- 
toren: 

(1)  k = («J  -b  a^ri  -f  -f-  \ri  -f  6g^). 

Bleibt  k konstant,  so  genügen  daher  sämtliche  Normalen  eines  Iso- 
phengenkegels  der  Bedingung: 

(2)  / = (rfjl  -f  a^ri  -f  -f-  h^ri  -f  -f  $*)  = 0, 


d.  h.  sie  sind  parallel  den  Erzeugenden  des  durch  diese  Gleichung  (2) 
definierten  Kegels  zweiter  Ordnung,  und  umgekehrt  müssen  also  die 
Erzeugenden  von  0 die  Normalen  dieses  Kegels  /’=  0 sein.  Nennen 
wir  also  x,  y,  z die  Koordinaten  der  Punkte  auf  0,  so  ist: 


(3) 


X :y  : z — 


df  ^ dl  ^ cf 

M ‘ dn’  dT 


1)  Zwei  einander  entgegengesetzte  Meinungen  sprechen  z.  B.  aus:  D.  Tessari: 
La  teoria  delle  ombre  e del  chiaro-scuro.  Torino  1880.  S.  267.  — J.  Mandl: 
Darstellung  der  scheinbaren  Beleuchtung  krummer  Flächen  (direkte  Konstruktion 
»1er  Isophengen).  Sitzungsber.  der  k.  Akad.  d.  Wissensch.  Wien.  106.  II a. 
S.  807.  — Man  vergleiche  auch  die  historische  und  kritische  Darstellung  bei 
Cb.  Wiener:  Lehrbuch  der  darstellenden  Geometrie.  Leipzig  1884.  I.  Teil. 
§§50-  53  , 474  — 493. 

2}  Burmester,  1.  c.  §22.  — Tessari,  1.  c.  pag.  279.  — Wiener,  1.  c.  II.  Bd. 

1 193. 

3)  Eine  synthetische  Darstellung  enthält  Nr.  3. 
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Wenn  wir  aus  (2)  und  (3)  die  Richtungsgröfsen  ^ eliminieren, 
erhalten  wir  0. 

Um  diese  Elimination  möglichst  einfach  zu  gestalten,  wählen  wir 
die  Ebene  des  Licht-  und  Sehstrahls  zur  :ry-Ebene;  es  ist  dann  «3=63=0. 
Ferner  möge  die  x-Axe  den  spitzen  Winkel  beider,  die  y-Axe  ihren 
stumpfen  Winkel  hälften,  also  ist  «j  = 6^,  «3  = — 63,  dazu  «j*  -f  «,*=  1, 
und  a^  > «j.  Daher: 

j/’=  («1^  + - »iv)  - + ??*  + 

- (A-  + = 0. 

x:y:z=^-  {k  — «i*)S  : — (A:  + : — k^, 

i 

t-  t.  ^ y ^ 

^ ^ ^ “ F— • F]^  • 


(4) 

Mitiiin: 

oder: 

(5) 


und  daraus  folgt  mit  Rücksicht  auf  (4): 


0 


y' 

A-f«,* 


0. 


Die  den  verschiedenen  Werten  von  k entsprechenden  Flächen,  die 
Isophengenkegel,  bilden  also  eine  Schar  konfokaler  Kegelflächen  zweiter 
Ordnung  aber  nur  diejenigen  Isophengenkegel  sind  reell,  för  welche 
«1*  > A:  > — «2*  ist;  als  Grenzfälle  sind  zu  beachten  die  Helligkeiten 
A:  = 0,  A*  = «j*  und  k = — «3*,  für  welche  die  Kegelflächen  sich  auf  die 
Koordinatenebenen  und  im  engeren  Sinne  auf  die  in  ihnen  liegenden 
Fokalaxen  reduzieren;  k — 0 ergiebt  die  beiden  reellen  Geraden  z — 0, 
y:a;=±aj:ai,  d.  h.  den  Licht-  und  den  Sehstrahl,  k — liefert 
X = 0,  z : y — ia^,  und  für  A = — «3*  hat  man  y = 0,  z : x — + 

3.  Das  Resultat  der  vorigen  Nr,  wollen  wir  noch  einmal  ohne  Ver- 
wendung analytischer  Mittel  herleiten,  um  seinen  geometrischen  Inhalt 
besser  hervortreten  zu  lassen. 

Vom  Scheitelpunkt  0 eines  der  gesuchten  Kegel  0 denken  wir 
uns  ausgehend:  den  Lichtstrahl  OF,  den  Sehstrahl  OF\  eine  beliebige 
Tangentialebene  des  Kegels  und  ihre  Normale  ON.  OFj  OF',  ON 
bilden  eine  körperliche  Ecke;  ihre  Seiten  bezeichnen  wir  wde  folgt: 
FOF'=  «,  ^ FON  = (p,  F ON  = 9?';  aufserdem  sei  der  Flächen- 
winkel au  der  Kante  ON  gleich  v.  Nach  dem  Fundajiientalsatz  der 
sphärischen  Trigonometrie  ist  dann:  cos  a — cos  tp  cos  sin  (p  sin  qp  cos  v. 
Konstruieren  wir  nun  zu  OF'  inbezug  auf  die  Tangentialebene  den 
Gegenstralil  OF",  der’  ja  in  der  Ebene  NOF'  liegt,  so  zwar,  dafs 
NOF"=  180®  — (p'  ist,  so  gilt  in  der  körperlichen  Ecke  der  Kanten 
OF,  OF  ",  ON  für  die  Seite  FOF"=  a die  Gleichung: 

cos  a = — cos  <p  cos  qp'-f  sin  qp  sin  qp'cos  v\ 


I 


I 
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daher  ergiebt  sich:  cos  0 = cos  « — 2 cos  q>  cos  qp',  oder,  da  ja  cos  qp  • cos  (p' 
die  Helligkeit  k ist:  cos  0 = cos « — 2/j,  d.  h.  konstant.  Der  Gegen- 
strahl OF"  des  Sehstrahls  OF'  inbezug  auf  alle  Tangentialebenen  eine.s 
Isophengenkegels  erzeugt  also  einen  Rotationskegel  mit  der  Axe  OF. 
Daraus  kann  man  sofort  schliefsen‘),  dafs  der  Isophengenkegel  eine 
Kegelfläche  zweiter  Ordnung  ist,  für  welche  Licht-  und  Sehstralil 

die  reellen  Fokalaxen  sind,  und  dafs  die  Summe  (oder  Dififerenz)  der 
Winkel,  die  eine  Erzeugende  des  Kegels  mit  beiden  Strahlen  bildet, 
konstant  ist,  und  zwar  arc  cos  (cos  « — 2A‘);  auch  hier  ergiebt  sich  die 
mit  der  vorigen  Nr.  übereinstimmende  Determination: 

— sm*  Y < « < cos* 

Dafs  diese  Kegel  ungeändert  bleiben,  wenn  man  Licht-  und  Seh- 
strahl vertauscht,  sei  beiläufig  bemerkt. 

4.  Denken  wir  uns  nunmehr  auf  einer  beliebigen  beleuchteten 
Fläche  F eine  Kurve  und  längs  derselben  die  Tangentialebenen  von  F, 
so  winl  diese  Kurve  oöenbar  dann  und  nur  dann  eine  Isophenge  sein,  wenn 
diese  Tangentialebenen  den  Tangentialebenen  eines  der  vorhin  bestimmten 
Isophengenkegel  parallel  laufen.  Um  also  alle  Isophengen  von  F 
zu  finden,  haben  wir  alle  abwickelbaren  Flächen  zu  konstniieren,  die 
F einhüllen  und  zugleich  je  einen  der  unendlich  fernen  Kegelschnitte 

der  Flächen  enthalten. 

Diese  unendlich  fernen  Kegelschnitte  bilden  eine  Schar,  zu 
der  3 Pimktepaare  gehören;  davon  ist  reell  dasjenige,  welches  von  Licht- 
und  Sehstrahl  geliefert  wird.  Die  zu  diesen  beiden  Punkten  gehörigen 
abwickelbaren  Flächen  sind  also  Cylinder,  deren  einer  die  Fläche  F' 
längs  der  Grenze  des  Eigenschattens,  deren  anderer  F längs  der  Projek- 
tionskontnr  berührt;  beide  Kurven  sind  Isophengen  der  Helligkeit  Null. 

5.  Wenn  insbesondere  F eine  centrische  Häche  zweiter  Ordnung 

ist,  so  wollen  wir  uns  jede  ihrer  Isophengen  vom  Mittelpunkte 

aus  durch  einen  Kegel  projiziert  denken;  wir  nennen  denselben  nach 
dem  Vorgang  von  Herrn  Burmester*)  „Isophengoide“. 

Die  Erzeugenden  dieser  Isophengoiden  sind  (als  Durchmesser  von 
F***)  inbezug  auf  Polaren  der  Geraden,  welche  in  der  unendlich 
fernen  Ebene  durch  die  zugehörigen  Tangentialebenen  der  ab- 
wickelbaren Flächen  ausgeschnitten  werden,  d.  h.  diese  Erzeugenden 
sind  die  Polaren  zu  den  Tangenten  der  unendlich  fernen  Kegelschnitte 
der  Schar  der  qp<*^;  daher  bilden  die  Isophengoiden  ein  neues  System, 


1)  Th.  Rcye:  Die  Geometrie  der  Lage.  4.  Aufl.  Leipzig  1899.  S.  219  u.  220. 

2)  1.  c.  § 59. 
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nämlich  einen  Büschel  von  Kegelflächen  zweiter  Ordnung  Daraus 

folgt  sofort,  dafs  alle  Isophengen  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  Raum- 
kurven vierter  Ordnung  erster  Art  sind,  die  vom  Flächenmittelpunkte 
aus  durch  einen  Büschel  von  Kegelflächen  zweiter  Ordnung  projiziert 
werden. 

Dieser  Büschel  der  enthält  aber  3 Ebenenpaare;  ein  Paar  ist 
reell,  welches  aus  den  Polarebenen  des  in  Nr.  4 genannten  unendlich 
fernen  Punktepaares  der  Fokalaxen  besteht;  dieses  Paar  liefert  die  Iso- 
phengen der  Helligkeit  Null,  die  also  ebene  Kurven  sind.  Die  beiden 
andern  Ebenenpaare  sind  konjugiert  imaginär,  ihre  reellen  Axen  sind 
die  Polaren  der  imendlich  fernen  Geraden  der  zweiten  und  dritten 
Symmetrie-Ebene  der  Kegel  diese  Axen  schneiden  aufF'(*)4  Punkte 
gröfster  (positiver  oder  negativer)  Helligkeit  aus. 

Da  durch  den  Schnitt  zweier  Flächen  zweiter  Ordnung  4 Kegel 
gehen,  deren  Spitzen  nämlich  die  Ecken  des  gemeinsamen  Poltetraeders 
sind,  so  folgt,  dafs  jede  Isophenge  von  aulser  vom  Mittelpunkte 
aus  noch  von  3 anderen  Punkten  aus  durch  Kegel  zweiter  Ordnung 
projiziert  wird;  diese  3 Punkte  liegen  in  der  unendlich  fernen  Ebene 

(die  Kegel  sind  also  Cylinder)  und  bilden  das  gemeinsame  Pol- 
dreieck für  die  beiden  Kegelschnitte,  in  welchen  die  unendlich  ferne 
Ebene  die  Fläche  und  die  fragliche  Isophengoide  5*^*^  schneidet. 
Im  allgemeinen  sind  diese  3 Punkte  verschieden  für  die  verschiedenen 
Isophengen,  ihr  geometrischer  Ort  ist  die  Tripelkurve  (Jacobische  Kurve) 
des  aus  den  unendlich  fernen  Schnitten  der  Fläche  und  der  Iso- 
phengoiden  gebildeten  Kegelschnittnetzes.*) 

6.  In  der  unendlich  fernen  Ebene  haben  wir  zu  unter- 
scheiden:  1)  die  Kegelschnittschar  der  welche  durch  den  Schnitt 
der  konfokalen  Isophengenkegel  entsteht,  2)  den  Kegelschnitt- 

büschel der  welcher  der  Schnitt  der  Isophengoiden  ist,  3)  den 
Kegelschnitt  welcher  aus  der  beleuchteten  Fläche  F^^'^  geschnitten 

ist.  Inbezug  auf  sind  die  und  polar.  Die  haben  ein 
gemeinsames  Poldreieck  XYZ,  welches  der  Schnitt  der  3 Symmetrie- 
ebenen der  Kegelflächen  0^*)  mit  ist;  in  der  Seite  X Y desselben 


1)  Diesen  Satz  hat  schon  Herr  Burmester  1.  c.  § 86  für  den  Fall  bewiesen, 
dafs  die  Sehrichtung  eine  Hauptaxe  der  Fläche  ist.  Die  obige  Beweismethode 
hat  für  die  Isophoten  auch  Ch.  Wiener,  1.  c.  II.  301,  benutzt. 

2)  H.  Schröter:  Theorie  der  Kegelschnitte,  gestützt  auf  projektive  Eigen- 
schaften. 3.  Aufl.  Leipzig  1898.  § 63. 

Th.  Reye,  1.  c.  S.  279  ff. 

Salmon-Fiedler:  Analyt.  Geometrie  der  Kegelschnitte.  4.  Aufl.  Leipzig  1878 
Art.  360. 
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liegen  die  Punkte  F und  F'  der  beiden  Fokalaxen,  sodafs  sie  durch  X 
und  Y harmonisch  getrennt  sind. 

Es  mögen  nun  einige  bemerkenswerte  Sonderfälle  hervorgehoben 
werden. 

a)  Wenn  die  Ebene  des  Licht-  und  Sehstrahls  einer  Hauptebene 
Ton  parallel  ist^),  so  ist  die  genannte  Gerade  XY  die  Polare  von 
Z nicht  blofs  inbezug  auf  alle  Kurven  sondern  auch  inbezug  auf 

Daher  ist  auch  in  dein  Büschel  der  tl> Z zu  XY  konjugiert, 
und  somit  haben  die  gemeinsamen  Poldreiecke  von  und  je  einer  Kurve 
5)  sämtlich  denselben  Eckpunkt  Z;  von  hier  aus  werden  also 
alle  Isophengen  auf  die  Ebene  beider  Strahlen  durch  Cylinder  zweiter 
Ordnung  projiziert.  Die  beiden  andern  Eckpunkte  jener  Poldreiecke  sind 
von  Isophenge  zu  Isophenge  auf  X Y variabel  und  bilden  daselbst  eine 
Involution;  die  Doppelpunkte  dieser  Involution  sind  die  Schnittpunkte 
D und  I)'  von  mit  X F;  sind  sie  reell,  so  giebt  es  also  2 gewisse 
Isophengen,  die  von  I)  resp.  D'  aus  als  Kegelschnitte  erscheinen  und 
hier  einen  wirklichen  Doppelpunkt  besitzen.  Die  beiden  Ebenen  der 
NuU-Isophengen  schneiden  sich  in  der  Hauptaxe  OZ. 

b)  Wenn  Lieht-  und  Sehrichtung  nicht  nur  einer  Hauptebene  von 

F*'  parallel  sind,  sondern  auch  noch  ihr  Winkel  von  einer  zweiten 
Hauptebene  von  F^-'>  gehälftet  wird,  so  ist  das  Poldreieck  XYZ  ge- 
meinsam für  und  alle  und  alle  Isophengen  erscheinen 

parallel  jeder  Axe  als  Kegelschnitte,  die  hellsten  Punkte  sind  die  4 Scheitel 
der  X-  imd  tj-Axe. 

7.  Einer  besonderen  Untersuchung  bedürfen  die  Paraboloide.  Die 
unendlich  ferne  Ebene  ist  für  sie  eine  Tangentialebene;  ihr  Schnitt 
zerfallt  also  in  2 Geraden  und  f/g,  welche  sich  iiu  Berühnmgspunkte  F 
schneiden,  der  zugleich  auf  der  Hauptaxe  des  Paraboloids  liegt  und  als 
sein  unendlich  ferner  Mittelpunkt  anzusehen  ist.  Daher  sind  alle  Iso- 
phengoiden  Cylinder,  deren  Erzeugende  parallel  dieser  Axe  laufen; 
alle  Isophengen  haben  in  F einen  reellen  Doppelpunkt. 

Die  Kurvenschar  der  in  der  unendlich  fernen  Ebene  ist  die- 
selbe geblieben  wie  vorher  (Nr.  H),  ihre  Tangenten  liefern  inbezug  auf 
das  Paraboloid  (ganz  wie  in  Nr.  5)  als  Polaren  die  Erzeugenden  der 
Isophengoiden- Cylinder  dabei  ist  aber  zu  bemerken,  dafs  jede 

Kurve  2 Tangenten  und  hat,  die  sich  in  F schneiden,  und 
deren  Polaren  deshalb  auch  in  der  unendlich  fernen  Ebene  liegen; 
somit  hat  jede  Isophengoide  2 Erzeugende  /I  und  in  der  unendlich 


1'  Diese  Bedin^runff  ist  z.  B.  für  die  Isophoten  einer  Rotationsfläche  immer 
erfüllt. 
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fernen  Ebene,  die  nämlich  die  Tangenten  der  Isophenge  im  Doppel- 
punkt B sind.  t[  und  liegen  zu  resp.  inbezug  auf  und 
harmonisch.  Die  Geradenpaare  sind  an  Stelle  der  Kurven  (Nr.  0) 
getreten.  Es  giebt  jedoch  2 Kurven  und  der  Schar,  welche 
selbst  durch  B gehen;  für  sie  fallen  und  U zusammen,  in  resp. 
^22 ; also  berühren  die  beiden  Isophengoiden  die  Ebene  in  t\\ 
resp.  t'ii,  und  die  beiden  Isophengen  haben  in  B einen  Rückkehr|mnkt. 
Andererseits  giebt  es  in  der  Schar  der  je  eine  Kurve,  die  g^  resp.  g^ 
berührt,  dann  sind  g^  resp.  //j  selbst  Erzeugende  der  zugehörigen 
Cylinder;  die  fraglichen  beiden  Isophengen  sind  also  Raumkurven 
dritter  Ordnung,  die  durch  resp.  g^  zu  Kurven  vierter  Ordnung  er- 
gänzt werden. 

Von  dem  zu  jeder  Isophenge  gehörigen  Poltetraeder  (Nr.  5)  fallen 
hier  2 Ecken  in  B zusammen;  es  giebt  also  nur  noch  2 Punkte  (in 
der  unendlich  fernen  Ebene),  von  denen  aus  die  Isophenge  als  Kegel- 
schnitt erscheint.  Diese  können  folgendennafsen  bestimmt  werden.  Wir 
greifen  eine  Kurve  der  Schar  der  heraus,  ziehen  an  sie  von  B 
aus  die  schon  genannten  Tangenten  und  und  aufserdem  die 
Gerade  h,  welche  inbezug  auf  diese  Kurve  Polare  von  B ist.  In- 
bezug auf  das  Paraboloid  entsprechen  nun  diesen  3 Geraden  3 Polaren 
t[,  tif  h'\  t[  und  Ü sind  die  schon  genannten  Erzeugenden  der  Isophen- 
goide,  welche  in  der  unendlich  fernen  Ebene  durch  B gehen  und  zu 
resp.  U inbezug  auf  g^  und  g^  harmonisch  sind;  f/  dagegen  ist  eine 
Gerade,  welche  den  Erzeugenden  des  Cylinders  parallel  läuft  und  inbezug 
auf  diesen  Cylinder  die  Polare  der  unendlich  fernen  Ebene  ist.  Suchen 
wir  nun  in  dieser  Ebene  diejenigen  beiden  von  B ausgehenden  Strahlen 
rji  und  (/g,  welche  sowohl  mit  g^  u.  g^,  als  auch  mit  u.  harmonisch 
liegen,  so  wird  h von  und  7,  io  beiden  gesuchten  Eckpunkten  C, 
und  ('2  Poldreiecks  geschnitten.  Es  ist  nämlich  klar,  dafs  sowohl 
inbezug  auf  das  Paraboloid  als  inbezug  auf  den  Cylinder  der  Punkt 
Tj  Pol  der  Ebene  (h'g^)  und  der  Punkt  (\  Pol  der  Ebene  (h'q^  isi 

8.  In  der  unendlich  fernen  Ebene  haben  wir  also  gleich- 
zeitig zu  betrachten:  1)  die  Schar  der  2)  das  feste  Geradenpaar 
//,,  <72,  mit  dem  Schnittpunkte  /i;  3)  die  sämtlichen  Polaren  h dieses 
Punktes  B inbezug  auf  aUe  Kurven  Diese  Polaren  bilden  be- 

kanntlich einen  Strahienbüschel  zweiter  Ordnung;  zu  beachten  ist, 
dafs  in  ihm  für  die  beiden  Kurven  und  die  Polaren  und 
fgg  Vorkommen;  4)  den  involutorischen  Strahlenbüschel  t,  welcher 
aus  allen  Tangenten  paaren  /j,  gebildet  wird,  die  von  B an  die 
Kurven  führen;  seine  Doppelstrahlen  sind  die  eben  genannten 
und  ^221  involutorischen  Stralilenbüschel  t',  welcher  aus  allen 
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Geraden  t[y  fi  gebildet  wird,  die  resp,  zu  inbezug  auf  g^J  har- 

monisch liegen;  seine  Doppelstrahlen  t'n  und  liegen  demnach  zu 
fn  und  fjj  harmonisch;  G)  den  involutorischen  Büschel  x,  welcher 
von  allen  Strahlenpaaren  gebildet  wird,  welche  sowohl  g^j  g^  als 

auch  je  ein  Paar  t[,  t'i  harmonisch  trennen^);  daraus  folgt,  dafs  in  ihm 
das  Paar  #ii  und  das  Paar  tU  Vorkommen,  während  seine  Doppel- 
strahlen g^  und  g^  sind. 

Die  Schar  der  Kurven  ist  nun  projektiv  zum  Büschel  und 
auch  zum  involutorischen  Büschel  t,  wenn  jeder  einzelnen  Kurve 
gerade  derjenige  Strahl  von  ß^^'^  zugeordnet  wird,  der  inbezug  auf  sie 
Polare  von  B ist,  und  ebenso  das  gerade  an  sie  führende  Tangenten- 
paar T ist  projektiv  zu  x'  nach  der  oben  in  5)  angegebenen  Kon- 

struktion; x'  beziehen  wir  auf  x in  analoger  Weise  nach  6);  mithin 
ist  projektiv  auf  x bezogen,  und  zwar  so,  dafs  beide  Büschel  die 
Strahlen  und  /gj  entsprechend  gemein  haben;  sie  erzeugen^)  aufser 
diesen  beiden  Geraden  noch  die  Ortskurve  der  Eckpunkte  (\j  Q der 
Poldreiecke  (Nr.  7),  eine  Kurve  dritter  Ordnung  mit  dem  Doppelpunkt  B. 

Es  mögen  auch  hier  wieder  einige  Sonderfalle  betrachtet  werden. 

a)  Wenn  die  Ebene  der  Licht-  und  Sehrichtung  die  Hauptaxe  des 
Paraboloids  enthält,  d.  h.  wenn  die  Punkte  B,  T\  F'  in  einer  Geraden 
liegen*),  so  geht  die  Polare  h von  B inbezug  auf  jede  Kurve 
durch  den  gemeinsamen  Tripelpunkt  Z aller  Kurven  (Nr.  6);  alle 
Polaren  h bilden  einen  Strahlenbüschel  I.  Ordnung  ß mit  dem  Scheitel 
Z,  und  die  Punkte  C\  und  C\  entstehen  als  Schnitt  dieses  Strahlen- 
büschels mit  dem  hierzu  projektiven  involutorischen  Büschel  x;  beide 
Büschel  haben  den  Strahl  BZ  entsprechend  gemein,  folglich  erzeugen 
beide  Büschel  aufser  ihm  als  geometrischen  Ort  der  6\,  einen  Kegel- 
schnitt. 

b)  Wenn  die  Ebene  der  Licht-  und  Sehrichtung  auf  der  Hauptaxe 
des  Paraboloids  senkrecht  steht,  fällt  B in  den  Punkt  Z;  alsdann  ist 
die  Polare  h von  B für  alle  Kurven  dieselbe,  nämlich  XT;  auf 
ihr  bilden  die  (J  eine  Punktinvolution;  zu  jedem  Punkte  der  Geraden 
gehört  eine  Isophenge,  die  von  ihm  aus  als  Kegelschnitt  erscheint;  die 

1)  Die  mvolutorische  Eigenschaft  dieses  Büschels  x erkennt  man  aus  seiner 

Konstruktion.  Man  lege  durch  B einen  beliebigen  Kegelschnitt,  der  g^,  fg 

resp.  in  6',,  6’,,  Tj,  schneide,  und  konstruiere  auf  dem  Kegelschnitt  die  beiden 
Punkte  , welche  Gg",  G,  als  auch  T,  harmonisch  trennen  (Reye,  1.  c. 

S.  150,  Fig.  62/63).  Dabei  geht  Q^  durch  den  festen  Pol  der  Sehne  G,  G, ; die 
Paare bestimmen  also  eine  Involution  der  Strahlen  g,,  5,. 

2)  Ein  Büschel  II.  Ordnung  und  ein  zu  ihm  projektiver  involutorischer 
Büschel  I.  Ordnung  erzeugen  im  allgemeinen  eine  Kurve  fünfter  Ordnung. 

3)  Dies  würde  also  bei  den  Isophoten  stets  der  Fall  sein. 
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Doppelpunkte  der  Involution  werden  durch  und  ausgeschnitten 
(vgl.  Nr.  6 (a)). 

c)  Fällt  die  Axe  des  Paraboloids  in  die  Licht-  oder  Sehrichtüng, 
z.  B.  B in  Fy  so  gehen  von  B aus  dieselben  beiden  Tangenten  und 
^2  an  alle  Kurven  der  Schar,  und  zwar  nach  den  imaginären 
Kreispunkten  der  zur  Axe  senkrechten  Ebenen,  daher  haben  auch  alle 
Isophengoiden  dieselben  beiden  Geraden  t[  und  mit  der  unendlich 
fernen  Ebene  gemein,  die  Isophengen  projizieren  sich  also  durch  die 
Isophengoiden-Cylinder  auf  eine  zur  Axe  senkrechte  Ebene  als  Kegel- 
schnitte mit  parallelen  und  proportionalen  Axen.  Wenn  es  sich  alsdann 
noch  um  ein  Rotationsparaboloid  handelt,  so  fallen  g^  und  g^  mit 
und  und  daher  auch  mit  t[  und  t'i  zusammen,  d.  h.  diese  Kegel- 
schnitte sind  Kreise.^)  Derselbe  Satz  gilt  für  das  gleichseitige  hyper- 
bolische Paraboloid,  denn  dabei  sind  g^  und  g^  reell  und  zu  einander 
senkrecht,  und  sind  durch  sie  harmonisch  getrennt,  und  daher 
mit  t’i  und  t'i  identisch. 

Berlin,  den  31.  Januar  1901. 

1)  Burmester,  1.  c.  § 73. 
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Der  Lotpunkt,  ein  neuer  merkwürdiger  Punkt 

des  Dreiecks. 

Von  Kazimierz  Cwojdzinski  in  Berlin. 

Man  betrachtet  in  der  Geometrie  vielfach  merkwürdige  Punkte 
und  Geraden,  welche  mehr  oder  weniger  verwandt  sind,  und  führt 
den  Beweis  für  dieselben  einzeln.  Es  kann  zuweilen  von  Vorteil  sein, 
einen  allgemeinen  Punkt  oder  Gerade  einzuführen,  deren  Bildungs- 
gesetz jene  vereinzelten  Gebilde  als  Spezialfälle  umfafst;  um  so  mehr, 
wenn  das  allgemeine  Gebilde  an  und  für  sich  interessante  Eigenschaften 
aufweist,  so  dafs  es  nicht  nur  als  Beweismittel  angesehen  zu  werden 
braucht 

In  diesem  Sinne  führen  wir  den  Lotpunkt  ein,  welcher  u.  a.  so- 
wohl als  allgemeiner  Punkt  des  Fe  u erb  ach  sehen  Kreises  betrachtet 
werden  kann,  als  auch  die  Höhenschnittpunkte  der  4 Dreiecke  des  voll- 
ständigen Vierseits  in  sich  fafst. 


I. 

Entstehung  des  Lotpunktes. 

Seien  die  Seiten  eines  Dreiecks  Xy  =0,  a:,  = 0,  x^  = 0 die  Fun- 
damentalachsen eines  trimetrischen  Systems. 

Eine  beliebige  Gerade  habe  die  Gleichung 

(1)  Ct  = k-^X'^  -f-  k^x^  k^x^  = 0. 

Setzen  wir  der  Kürze  wegen 

-^8  ~ ^'s  -^2  — > 

(2)  ÄTj  — Ä*3  cos  — kl  cos  ^3  = Oj, 

k^  — cos  — Äj  cos  Al  = «8, 

wo  Aj  den  der  Seite  Xi  = 0 gegenüberliegenden  Winkel  bezeichnet,  so  lauten 
die  Gleichungen  der  drei  von  den  Ecken  des  Fundamentaldreiecks  auf 
die  Gerade  G gefällten  Lote  bekanntlich 

El  = ^^2  ~ 

(^)  I E^  z=z  CCiX^  CC^Xi=  0, 

E^  — ^2^1  ttja'g  = 0, 
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Die  von  den  Fulspunkten  derselben  auf  die  zugehörigen  Seiten 
gefällten  Lote  sind  entsprechend 


/ 

G. 

= 0, 

1 — 

«17 

COS  -4g  - 

-«3 

COS 

A, 

E, 

= 0, 

■*-  2 ' — 

«27 

«3 

cos  -4g  - 

- «1 

cos 

A 

/<; 

G, 

E, 

= 0. 

3 

«37 

«1 

cos  Al  - 

- «2 

cos 

A 

Da  nun 

+ F,  = F, 

ist,  80  erhalten  wir: 

Theorem  I.  Fällt  nmn  von  dm  Eckm  eines  Dreiecks  auf  eine  Gerade 
Lote,  so  schneiden  sich  die  von  ihren  Fiifspunkten  auf  die  zugehörigen 
Seiten  des  Dreiecks  gefällten  Lote  in  einem  Punkte. 

Der  Punkt  heifse  „Lotpunkt  eines  Dreiecks  inbezug.auf  eine  Gerade.*^ 


II. 

Beziehung  zwischen  einer  Geraden  uml  ihrem  Lotpunkt. 

Aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  von  (4)  ergiebt  sich 

(5)  (A*i*  -f  ^*2*  + k^) //,  — 2 //j  (A\j Ä’g  cos  Ay  + A;,  A'j  cos  + A*,  k^  cos  A^) 

4-  L(k^  A*2  sin  Jg  — k^h\  sin  Af)  = 0, 

(6)  - -f-  ^2*  + ^*3^)  — 2 .f/g  (A*g  Ag  cos  Al  -f  A'g  A*j  cos  A^  + A'^  A*g  cos -4g) 

-f  L(AgA*g  sin  Al  — AjAg  sin  -4g)  = 0, 
wo 

I L = Xi  sin  Al  + sin  A^  + sin  -4g, 

(7)  \Hi  = x^  cos  -4g  — a’g  cos  -4g, 

\ //g  = a?3  cos  -4g  — x\  cos  -4j. 

Eliminieren  wir  aus  (5)  und  (6)  die  beiden  ersten  Glieder,  so  er- 
halten wir,  falls 

-Hl-  H,  = H, 

gesetzt  wird: 

(8)  AgAgi/j  sin  -4^  + Aj AgjETg  sin  -4g  -f-  kik^U^  sin  -4g  = 0. 

Der  hier  fortgelassene  Faktor  L repräsentiert,  gleich  Null  gesetzt, 
die  unendlich  ferne  Gerade. 

Die  Gleichung  (8)  sowie  eine  der  Gleichungen  (5),  (6)  lassen  sich 
als  die  Relationen  zwischen  den  Koordinaten  der  Beziehungsgeraden 
und  denen  des  Lotpunktes  betrachten. 

Wir  knüpfen  hieran  folgende  Bemerkungen: 
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Da  die  obigen  Gleichungen  in  x-  vom  ersten,  in  k-  vom  zweiten 
Grade  sind,  so  ist  der  Lotpunkt  eindeutig  bestimmt,  falls  die  k-  ge- 
geben sind. 

Durchlauft  ferner  der  Lotpunkt  die  Kurve  (in  Punktkoordinaten) 

= 0, 

80  erhalten  wir  mittelst  Elimination  von  x^  zwischen  dieser  Gl.  und 
Gl.  (5)  oder  (6)  und  (8)  die  Gleichung  der  Enveloppe,  welche  die 
Beziehungsgerade  umstreicht;  wenn  umgekehrt  die  Koordinaten  der  Ge- 
raden Cr  einer  Bedingung 

h,  h)  = ^ 

unterworfen  werden , so  können  wir  durch  Elimination  der  die 
Gleichimg  der  Lotpunktkurve  finden. 


III. 

Neue  Definition  (h\<i  Fe uerbaeh sehen  Kreises. 


Wir  untersuchen  den  Fall,  dafs  die  Beziehungsgerade  durch  den 
Umkreis-Mittelpunkt  des  Fundamentaldreiecks  geht. 

Die  Gleichung  dieses  Punktes  ist  bekanntlich 

(9)  Z-j  cos  -f  Äj  cos  -}-  Ä*3  cos  A^  = 0. 

Eliminieren  wir  mittelst  derselben  aus  (5)  und  (6)  die  Quadrate 
der  A‘,  so  erhalten  wir: 

(10)  sin-^j  cos  Ai  -f  k^l\  sin  A^  cosyig  {L  cos.43  cos^lj  -j-  7/^  sin  .4,) 
— k\k^  sin  A^  cos  .^3  (L  cos  A^  cos  A^  — sin  Af)  = 0, 

(11)  k^l\H^  sin*  A^  cos  l\k^  sin .^4  ecs  A^(L  cosylj  cos .4g -f-  sin^lj) 

— A'jA‘3  sin  Al  cos  Ai  {L  cos  A^  cos  ^Ig  — //j  sin  A^)  ~ 0. 

Nun  können  wir  mittelst  Gleichung  (8)  aus  (10)  das  Glied  mit 
aus  (11)  dasjenige  mit  k^l\  eliminieren,  dann  bleibt 


IA-g  sin  A^D^  — A*g  sin  A^D^  = 0, 
A-g  sin  A^D^  — A’j  sin  A^D^  = 0, 


woraus  zusammen  mit  (9): 

sin  Al  cos  vliDgDj  -f  sin  A^  cos  A^D^Di  -|-  sin  A^  cos  A^DiD^  = 0 
oder 


(13) 


sin  2 Al  sin  2 yl,  sin  2 yi,  _ « 


Dabei  ist  gesetzt 

Dl  = — Xi  cos  Al  -f  cos  A^-\-  x^  cos  ^4g, 

(14 j i)g  = -f  Xi  cos  Al  — a"g  cos  A^-\-  x^  cos  A^y 

7)3  = -j-  cos  Al  -f-  x^  cos  A^  — x^  cos  A^. 
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In  Gleichung  (13)  haben  wir  den  geometrischen  Ort  des  Lot- 
punktes, wenn  sich  die  zugehörige  Gerade  um  den  Umkreismittelpunkt 
des  Fundamentaldreiecks  dreht.  Da  nun  = 0,  Dj  — 0,  Dj  ==  0 die 
Verbindungsgeraden  der  Höhenfufsp unkte  im  Fundamentaldreieck  dar- 
stellen, so  folgt: 

Theorem  II.  Der  geometrische  Ort  des  Lotpunkies  inhezug  auf  die 
Durchmesser  des  Umkreises  ist  der  Kreis,  welcher  durch  die  Hohenfufspunkte 
des  Dreiecks  geht. 

Für  die  parallelen,  bezw.  senkrechten  L^en  des  Durchmessers  zu  den 
Seiten  fällt  der  Lotpunkt  mit  den  Mitten  der  oberen  Höhenabschnitte 
bezw.  mit  den  Seitenmitten  zusammen. 

Demnach  können  wir  dem  Theorem  U auch  folgende  Fassung  geben: 

Theorem  III.  Der  Feuerbachsche  Kreis  eines  Dreiecks  läfst  sich 
als  geometrischer  Ort  der  Lotpunkte  inhezug  auf  die  Durchmesser  des 
'Umkreises,  oder  kurz  als  LotpunJctkreis  auf  fassen. 

Im  Anschlufs  hieran  seien  noch  folgende  Theoreme  mitgeteilt: 

Theorem  IV.  Der  Lotpunkt  inhezug  auf  die  Zentrale  des  Um-  und 
eines  der  uier  In-  und  Ankreise  ist  Berührungspunkt  des  letzteren  mit 
dem  Feu  erb  ach  sehen  Kreis. 

Theorem  V.  Fällt  man  von  einem  Punkt  Lote  auf  die  Dreiecksseiten 
und  trägt  ihre  Längen  vom  Höhenschnittpunkt  aus  auf  den  oberen  Höhen- 
abschnitten ah,  so  liegen  die  drei  Teilpmikfe  und  die  drei  Fufspunkie  der 
gefällten  Lote  auf  einer  EUipse,  deren  Mittelpunkt  den  Abstand  des  Punktes 
vom  Höhenabschnitt  halbiert. 


IV. 

Der  verallgemeinerte  Lotpunkt  und  die  Lotpunktgerade. 

Seien  in  Cartesischen  Koordinaten  drei  Punkte  P,.  ee  {x^,  yf){i  = 1, 2, 3) 
als  Ecken  eines  Dreiecks  gegeben.  Schneiden  wir  von  den  Ordinaten 
Stücke  ab,  welche  zu  ihnen  im  Verhältnis  A : 1 stehen,  und  fällen  von 
den  Teilpunkten  auf  die  zugehörigen  Seiten  Lote,  so  ergeben  sich  für 
die  letzteren  die  Gleichungen 

( 1i  =-  yiVi  - Vs)  - ^ViiVs  - Vs)  -I-  - *s)(®  - ^i)  = 0, 

(15)  T,  SH  y(y,  - y^)  - ky,(y,  - y,)  + {x,  - x^)(x  - x,)  = 0, 

= vis,  - Vt)  - ^VsiVi  - Vs)  + (*i  - - ^s)  = 

zwischen  welchen  die  Identität 

besteht.  Wir  haben  somit 

Theorem  VI.  Teilt  man  drei  von  den  Ecken  eines  Dreiecks  auf 

1)  Vgl.  Salmon-Fiedler:  Analytische  Geom.  der  Kegelschu.  1860.  Kap.  IV, 
Aufg.  6. 


DIgitized  by  Google 


Der  Lotpunkt,  ein  neuer  merkwürdiger  Punkt  des  Dreiecks. 


17Ö 


eine  Gerade  gefällte  Lote  in  gleichem  VerhältniSj  so  schneiden  sich  die 
mi  den  Teüpunkiefi  auf  die  Gegenseiten  gefällten  Lote  in  einem 
Punkt. 

Für  A ==  0 geht  dieses  Theorem  über  in  Theorem  I;  für  A = 1 
liefert  es  den  bekannten  Satz  über  die  Höhen. 

Seien  jetzt  vier  Punkte  P,.  = (a:,-,  y,)(i  = 1,  2,  3,  4)  gegeben  und 
durch  dieselben  die  Geraden  Gjg,  G^i  gßlßgf?  wo  G^ik 

Verbindung  von  P^  und  bedeutet. 

Betrachten  wir  z.  B.  G^^  als  Beziehungsgerade  des  zu  findenden 
Lotpunktes,  so  müssen  wir  von  Pg  und  Pj  auf  dieselben  Lote  fallen, 
diese  im  Sinne  des  Obengesagten  teilen  und  von  den  erhaltenen  Teil- 
punkten wieder  Lote  auf  die  Geraden  G^^  und  G^^  fällen,  dann  wird 
auf  den  letzteren  der  gesuchte  Lotpunkt  liegen. 

Die  Gleichungen  der  beiden  Teilpunktlote  sind,  wie  eine  kurze 
Rechnung  zeigt: 


wo 


(x  - a-g)(a-4  - x^)  -b  (g  - y^){y,  - y,)  = (A  - 1)^ , 
(x  - XJ(X5  - X,)  + (»  - jiKyj  - yt)  = {>■-  1)^‘ , 

* IS 


Xj  X,  x^^ 

1 ^8 

1 

11 

Vi  .Vs  lU 

y — ' Vi  .Vs  .Vs 

1 1 1 

1 1 1 1 

= (*i  - + tVi  - Vt?- 


Die  Subtraktion  dieser  beiden  Gleichungen  ergiebt 
(17)  x{x^-x^-^x^-xf)  + y{y^-y,-\-y^-yf)==x^x^-x^x^^y^y^-y^y^. 

Dies  ist  die  Gleichung  des  Ortes  für  den  Lotpunkt  inbezug  auf 
eine  unveränderliche  Gerade,  falls  das  Teilungsverhältnis  A variabel  ist. 
Sie  ist  übrigens  gleichbedeutend  mit  Gleichung  (8). 

Demnach: 

Theorem  VII.  Der  Ort  der  Lotpunkte  (in  der  verallgemeinerten  Be- 
zeichnung) eines  Dreiecks  inbezug  auf  eine  Gerade  ist  eine  Gerade. 

Sie  werde  „Lotpunktgerade  des  Dreiecks  inbezug  auf  die  Geradef‘ 
genannt. 


V. 

Die  Lotpunktgerade  des  vollständigen  Vierseits. 

Ein  vollständiges  Vierseit  besitzt  vier  Dreiecke,  deren  jedem  eine 
Beziehungsgerade  entspricht.  Wir  stellen  die  Frage  nach  der  Lage 
der  vier  Lotpunktgeraden. 

12* 
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Die  Symmetrie  der  Gleichungen  (16)  lehrt,  dafs  die  Teilpunktlote  z.  B. 
für  die  Gerade  lauten: 


(18) 


{x  - x^)(x^  - X,)  + (y  - ;/,)(»!  - y,)  = (A  - , 

* *S 

{x  - x^){x^  - 0:3)  + (2/  - y,){yi  - 2/3)  = (A  - , 

* »s 


wo 


^8  2:3  a-,  I 

2/2  y»  y .x  • 

1 1 1 


Die  Subtraktion  derselben  führt  wieder  zu  Gleichung  (17),  daher: 

Theorem  VIII.  Die  vier  Dreiecke  eines  vollständiyen  Vierseits  be- 
sitzen nur  eine  Lotpunktgerade. 

Diese  merkwürdige  Gerade  ist  also  ein  vierfacher  geometrischer 
Ort  von  Lotpunkten.  Die  weiteren  Sätze  zeigen,  dafs  sie  von  anderen 
Standpunkten  aus  betrachtet  noch  mehr  Bedeutung  gewinnt. 

Aus  l'heorem  VIII  folgt: 

Theorem  IX.^)  Die  Höhenschnittpunkte  der  vier  Dreiecke  eines  voll- 
ständigen Vierseits  liegefi  in  einer  Geraden ^ der  Ix>tpunMgeraden  des 
Vierseits. 

Theorem  X.*)  Die  Lotpunktgerade  ist  identisch  mit  der  Direktrix  der 
dmi  Vierseit  einbeschricbenen  Parabel. 

Theorem  XI.  Der  Umkreismittelpunkt  dc^  Diagonal dreiecks  eines  voll- 
ständigen Vierseits  liegt  auf  der  Lotpunktgeraden  desselben. 

Theorem  XII.  Die  Summe  der  vier  zu  einem  und  denselben  Lotpunkt 
gehörenden  Teilverhältnisse  A,  welche  man  erhält,  falls  man  den  Punkt 
der  liitihe  nach  auf  die  vier  Seiten,  bezieht,  beträgt  stets  2. 

Wenn  endlich  h^  (i  = 1,  2,  3,  4)  die  Abschnitte  sind,  welche  die 
vier  Höhenabschnittpunkte  auf  der  Lotpunktgeraden  erzeugen,  und 
diejenigen  der  vier  Lotpunkte  mit  A — 0,  so  bestehen  für  einen  be- 
liebigen Ursprung  der  Zählung  die  Relationen 

= ^ (.  = 1,0,1), 

Berlin,  den  24.  Dezember  1900. 


1)  Steiner:  Crelles  Journal  2.  1827.  Ges.  W.  I,  128. 

2)  Salmon-Fiedler:  Kegelschnitte.  1860.  Seite  247.  Aufg.  2. 


Bemerkung  zu  der  vorstehenden  Arbeit  des  Herrn  stud. 
math.  Cwojdzinski:  „Der  Lotpnnkt,  ein  merkwürdiger 

Punkt  des  Dreiecks.“ 

Von  E.  Jahnke  in  Berlin. 

Wird  der  in  Theorem  IV  der  vorstehenden  Notiz  definierte  Lot- 
punkt mit  Li  bezeichnet,  so  liefert  Theorem  I daselbst  den  speziellen 
Punkt  Lq.  Dieser  ist  als  spezieller  Fall  auch  in  einem  Punkte  enthalten, 
dessen  Entstehung  Steiner*)  in  dem  folgenden  Lehrsatz  mitgeteilt  hat: 

I)  „Fällt  man  aus  einem  willkürlichen  Punkte  I)  in  der  Ebetie  eines 
Dreiecks  ABC  auf  die  Seiten  des  letzteren  Lote  Da,  Dt,  De,  nimmt  in 
diesen  Loten  drei  beliebige  Punkte  a,  b,  c als  Ecken  eines  anderen  Dreiecks 
nhc  an,  und  fällt  auf  dessen  Seiten  aus  den  Ecken  des  gegebenen  Dreiecks, 
in  gehöriger  Ordnung  genommen,  Lote  Ad,  Bd,  Cd,  so  treffen  diese 
einander  allemal  in  irgend  einem  Punkte  dJ) 

Artet  nämlich  das  zweite  Dreieck  in  eine  Gerade  aus,  so  geht  der 
St  einer  sehe  Punkt  d in  den  Lotpunkt  Lq  über. 

Steiner  fügt  noch  zwei  Lehrsätze  hinzu: 

II)  „Nimmt  man  ähnlicheriveise  ein  drittes  Dreieck  a^b^c^  an,  dessen 

Ecken  in  den  nämlichen  drei  ersteren  Loten  liegen,  so  wird  demselben 
auf  gleiche  Weise  ein  Punkt  entsprechen  (I),  und  cs  liegen  alsdann 
die  drei  Durchschnittspunkte  der  drei  Paare  oitsprechender  Seiten  des 
zweiten  und  dritten  Dreiecks,  d.  h.  die  Durchschnittspunkte  a,  ß,  y der 
Seitenpaarc  bc  und  b^c^,  ca  uml  ab  uml  a,b,^  allemal  in  irgend 

einer  Geraden  ceßy;  und 

1)  Grelles  Journal  2,  287 — 292;  Ges.  W.  I,  157. 

2;  Für  die  Dreiecke  ABC^  abc  hat  Herr  E.  Lern oi ne  den  Ausdruck 
„triangles  ortologiques“  vorgeschlagen  (vgl.;  Note  sur  un  faisceau  de  trois  droites, 
Joum.  de  Math.  spde.  de  M.  de  Longchampa  1889,  p.  63;  und  auch  J.  Neuberg: 
Sur  les  projections  et  contre-projections  d’un  triangle  fixe.  Mem.  de  l’Ac.  des  Sc. 
de  Belgique.  XLIV,  p.  ^^I.)  und  das  für  die  Theorie  der  orthologen  Dreiecke 
wichtige  Theorem  aufgestellt:  „Sind  zwei  Dreiecke  zweifach  ortholog,  so  sind  sie 
auch  dreifach  ortholog.“  Die  dreifach  orthologen  Dreiecke  sind  dann  von  Herrn 
E Lemoine  in  einer  auf  dem  Congrös  de  Limoges  A.  F.  A.  S.  1890  vorgetragenen 
.Abhandlung  eingehend  untersucht  worden. 
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E.  Jahnkk: 


III)  diese  Gerade  aßy  ist  alleinal  zu  derjenigen  Geraden  welche 
durch  die  beiden  genannten  Punkte  d,  d^  geht,  senkrechV‘ 

Ich  benutze  diese  Gelegenheit,  um  einen  einfachen  Beweis  dieser 
Sätze  mit  Hilfe  der  Grafsmann sehen  Methoden  zu  geben,  den  mir 
Herr  Caspary  vor  Jahren  mitgeteilt  hat.  Das  Casparysche  Beweis- 
verfahren ist  um  so  interessanter,  als  es  von  dem  Grafsmannschen 
Begriff  der  Ergänzung  einer  Strecke  Gebrauch  macht. 

1.  Fällt  man  von  einem  beliebigen  Punkt  P auf  die  Seiten 
A^A2  eines  Dreiecks  AiA^A^  Lote  und  nimmt  auf  diesen  bez. 
die  beliebigen  Punkte  A,  B,  C an,  so  steht  z.  B.  PA  senkrecht  auf 


Daher  hat  man 


(1) 


wo 


^ = P + «1  I Oj , 
P = P + «2  I , 
C = P -f-  0^5  I «s, 


■^3  > 


Aus  (1)  folgt 


= A^- 
= A^  — A^ , 

rtg  = A^  A^  . 

c - P = rt  = «3  I «3  - Ojj  I , 

A — C=b=ai\a^  — cc^la^, 
B— A — c=a^\ao  — cc,  \ a^. 


«2  — «1 

Fällt  man  nun  von  A^  das  Lot  auf  PC,  so  mufs  der  Vektor  zwischen 
dem  Fufspunkt  und  A^  proportional  der  Ergänzung  von  a sein,  also 
proportional  der  Ergänzung  von 

«2  I «2  - Oj  I <ls 

oder  proportional 

(-^3  *^1)  (-^1  A^)- 

Das  von  A^  auf  PC  gefällte  Lot  hat  also  die  Form 

Somit  ergeben  sich  für  die  drei,  von  A^,  A2,  A^  bez.  auf  PC,  CA,  AB 
gefällten  Lote  die  Ausdrücke 

«2  [A^Ail  — «3  [AiA^l , 

cc^lA^A^]  - «1  [A^As], 

«i[^2^s]  - «2  [^3^1 1- 

Da  die  Summe  dieser  Ausdrücke  identisch  verschwindet,  so  gehen 
die  drei  Lote  durch  einen  Punkt  0,  dessen  Ausdruck  lautet: 

(2)  («2«3  -f  «3«1  + «1^2)  ö + «S«i^l2  + ß^l«2^5  * 
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2.  Auf  den  Loten  FÄ,  FB,  FC  sollen  jetzt  weiter  bez.  die 
Punkte  A\  B\  C'  beliebig  angenommen  werden,  dann  folgt 

= P+  «i'j  «1, 

(f) 

Als  Schnittpunkt  der  Lote  von  auf  B'C',  von  A^  auf  C'A',  von 
.1,  auf  A' B'  ergebt  sich  dann 

(2')  («j'ßs'  + «3'«/  + ß/ßj')  0'  = ßg'ßs'-^i  + ß3'ß/.^8  4-  «i'ßs'^ . 

Aus  (2)  und  (2')  fliefst: 

(3)  «ß'  (0  — 0')  = ßiß/  (c^sßs"  — + ßoßj^  ~ ^i^')  ^ 

+ «3«s' 


wo 


ß = ßjßj  -f  ßsßi  + » 

^ / / , / / , f ^ 

a = «5  «3  + «3  «j  + «2  • 

Nun  sind  die  Dreiecke  ABC  und  A'B'C  perspektiv,  wie  die 
Konstruktion  und  auch  die  aus  (1)  und  (1')  folgenden  Formeln 

(UiA'==  cij'  A ~ (ß/  — ßj)  P, 

W Ui^'=  «2'^  - («2' - «2)  jp, 

\a^C  = ßg'C  — (ßj'-  ßa)P 
lehren.  Daher  liegen  die  Desarguesschen  Punkte 

\BC  P'C']  = Pj, 

[CA  C'^']  = Pj, 

{AB  .4'P'J  = Pj 

in  einer  Geraden. 

Für  diese  Punkte  ergiebt  sich  aus  (4)  die  Darstellung 

- «s«2')  A ==  < K'  - «3)  P - ßs'  (ßj'  - ßj)  C, 

(«3<  - «10-^2=  - «l)C^  - «1'«  - «s)^; 

(ßjßj'  - ßgßj')  P3  = ß/  (ß/  - ß2)  ^ - < («/  - "1) 


woraus 


(5) 


ß33(Pj  — P3)  = ßif^ßs'«  + ßsßa'ß/ft  + ßgß/ßa'«? 

= «l«l'  K^s'-  «8«20  I «1  + «2«2'(«3«l'-«l«s')l«2 


wo 

_ r«,  ß, ' — ß,  ß,')  (ß|  ß,'  — ß,  ß, ')  ^ 

Die  Vergleichung  der  rechten  Seiten  von  (3)  und  (o)  liefert 

ßß'(0  — 0')  = ßgs  I (Pg  — P3) 

d.h.  die  Gerade  0—0'  steht  senkrecht  auf  der  Desarguesschen  Geraden. 
Berlin,  den  24.  Januar  1901. 
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Charles  Hermite. 


Am  14.  Januar  1901  verschied  zu  Paris  Charles  Hermite,  der 
Nestor  der  Mathematiker,  der  anerkannte  Führer  und  Meister  der  fran- 
zösischen Schule.  Mit  ihm  ist  ein  Mann  dahingegangen,  der  durch  die 
Macht  seines  Genius,  welche  sich  mit  einer  unendlichen  Güte  des 
Herzens  paarte,  einen  gewaltigen  Einflufs  auf  seine  mathematischen 
Zeitgenossen  ausgeübt  hat.  Nicht  viele  Mathematiker  von  Namen  dürfte 
es  geben,  welche  nicht  in  persönlichen  oder  schriftlichen  Beziehungen 
zu  dem  einzigen  Manne  gestanden  haben. 

Geboren  am  25.  XH.  1822  in  Dieuze,  einem  Orte  der  späteren 
deutschen  Reichslande,  hat  Hermite  für  die  deutsche  Wissenschaft  wie 
für  die  deutschen  Gelehrten  stets  eine  besondere  Zuneigung  empfunden. 
Zwanzig  Jahre  alt,  war  er  soeben  in  die  Ecole  Polytechnique  eingetreten, 
als  er  auf  den  Kat  Liouvilles  an  Jacobi  schrieb,  um  diesem  die 
Resultate  seiner  Untersuchungen  über  die  Transformation  der  Abel  sehen 
Funktionen  mitzuteilen.  Darauf  erhielt  er  von  Jacobi  unter  dem 
6.  August  1845  eine  Antwort,  welche  mit  den  Worten  schliesst: 

„Ne  soyez  pas  fache,  Monsieur,  si  quelques-unes.de  vos  decouvertes 
se  sont  rencontrees  avec  mes  anciennes  recherches.  Corame  vous  diites 
commencer  par  oü  je  finis,  il  y a necessairement  une  petite  sphere  de 
contact.  Dans  la  suite,  si  vous  m’honorez  de  vos  Communications,  je 
n’aurai  qu’ä  apprendre.“ 

Die  Erinnerung  an  diesen  Briefwechsel  mit  Jacobi  erfüllte  Hermite 
sein  ganzes  Leben  lang  mit  besonderer  Genugthuung,  wie  sie  noch  aus 
einem  seiner  letzten  Briefe  (vgl.  S.  20)  hervorleuchtet. 

„ . . . J’ai  toujours  ete  et  jusqu’ä  mon  demier  jour  je  serai  encore 
un  disciple  de  vos  grands  geometres,  de  vos  maitres  illustres,  Gauls, 
Jaco  bi,  Dirichlet.“ 

Im  Jahre  1856  wurde  der  erst  34jährige  Hermite  Mitglied  der 

/ 

Pariser  Akademie,  1867  erfolgte  seine  Ernennung  zum  Professeur  ä l’Ecole 
Polytechnique,  1868  zum  Professeur  ä la  Faculte  des  Sciences,  und  1884 
wurde  er  zum  auswärtigen  Mitglied  der  Berliner  Akademie  gewählt. 

Es  kann  an  dieser  Stelle  nicht  meine  Aufgabe  sein,  die  wissen- 
schaftlichen Leistungen  des  grofsen  Franzosen  zu  würdigen,  das  hiefse 


CnABLES  Hermite. 
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die  Geschichte  der  Mathematik  in  der  zweiten  Hälfte  des  19.  Jahr- 
htmderts  schreiben.  Ich  begnüge  mich  aus  der  langen  Reihe  seiner 
Resultate  die  unvergänglichen  Entdeckungen  hervorzuheben,  welche 
seinen  Namen  in  der  Analysis,  Algebra  und  Arithmetik  unsterblich  machen. 

Als  diejenigen  Leistungen,  welche  Herrn ites  Namen  in  die  weitesten 
Kreise  getragen  haben,  müssen  die  Auflösung  der  Gleichung  fünften 
Grades  mittels  der  elliptischen  Funktionen  und  der  Nachweis  für  die 
Transcendenz  der  Exponentialfunktion  genannt  werden.  Die  Methode, 
welche  den  Meister  zu  dem  letzten  Resultat  führte,  erwies  sich  von 
bedeutender  Trag^veite.  Gelang  es  doch  Herrn  Lindemann  mit  ihrer 
Hille,  die  Lösung  des  uralten  Problems  von  der  Quadratur  des  Kreises 
als  unmöglich  nachzuweisen. 

Aus  der  schier  unerschöpflichen  Fülle  von  Resultaten,  um  welche 
Hermite  die  Theorie  der  eUiptischen  Funktionen  bereichert  hat,  ist  als 
eines  der  wichtigsten  und  bekanntesten  jene  Fundamentalformel  zu 
nennen,  vermöge  deren  sich  die  elliptischen  Funktionen  analog  den 
rationalen  Funktionen  in  Partialbrüche  zerlegen  lassen. 

Der  schon  von  Jacobi  entdeckte  merkwürdige  Zusammenhang  der 
elliptischen  Funktionen  mit  arithmetischen  Wahrheiten  wurde  auch  für 
Hermite  eine  Quelle  wichtiger  Formeln  über  die  Klassenauzalil  der 
quadratischen  Formen. 

Das  Problem,  die  La  me  sehe  Differentialgleichung  zu  integrieren, 
führte  den  Meister  zur  Einführung  und  zum  Studium  der  doppelt- 
periodischen Funktionen  zweiter  Art,  und  bot  ihm  zugleich  den  Anlafs, 
seine  Methoden  und  Ergebnisse  auf  Probleme  der  Mechanik  anzuwenden. 
In  den  berühmten  Applications  des  fonctions  elliptiques  werden  u.  a. 
die  Rotation  eines  starren  Körpers,  die  elastische  Linie  und  die  Be- 
wegung des  konischen  Pendels  behandelt.  Es  ist  dies  eine  der  wenigen 
Gelegenheiten,  wo  sich  Hermite  auf  Anwendungen  der  reinen  Mathe- 
matik eingelassen  hat. 

Die  durch  Cayley,  Sylvester  und  Aronhold  geschaffene  Theorie 
der  algebraischen  Formen  verdankt  dem  grofsen  Franzosen  ihre  Ver- 
vollkommnung. Es  genüge  unter  seinen  glänzenden  Resultaten  auf  die 
Entdeckung  der  schiefen  Invarianten  hinzuweisen. 

Das  Bild  von  den  wissenschaftlichen  Leistungen  Herrn  ites  würde 
ein  unvollständiges  sein,  wollte  ich  nicht  seine  berühmten  Vorlesungen 
an  der  Ecole  Polytechnique  wenigstens  envähnt  haben,  durch  welche 
die  Entdeckungen  der  Gauls,  Abel,  Jacobi,  Cauchy,  sowie  seine 
eigenen  Ergebnisse  in  die  weitesten  Kreise  getragen  wurden. 

Dem  Archiv  ist  das  Glück  zuteil  geworden,  noch  unter  den  gütigen 
Augen  des  Meisters  zu  neuem,  hoöhungsfrohem  Leben  zu  erstehen. 
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CUABLES  HeKUITE. 


Es  kann  sich  rühmen,  einen  Charles  Hermite  zum  Mitarbeiter  gehabt 
zu  haben,  bringt  doch  das  gegenwärtige  Doppelheft  der  neuen  Reihe 
die  letzte  Arbeit  aus  seiner  Feder. 

Als  die  Redaktion  Anfang  November  des  vorigen  Jahres  Hermite 
die  Bitte  aussprach,  er  möchte  durch  eine  Notiz  die  neue  Serie  des 
Archivs  eröfihen,  da  begnügte  sich  der  78jährige  Meister  in  seiner 
schon  so  oft  bewährten  freundlichen  Gesinnung  nicht  mit  der  Zusendung 
eines  wissenschaftlichen  Beitrages.  Die  Redaktion  empfing  zugleich  ein 
ausführliches  Programm,  worin  er  seine  Ansichten  und  Wünsche  bezüg- 
lich des  mathematischen  Unterrichts  an  den  Mittel-  und  Hochschulen 
darlegt. 

Was  schon  aus  diesem  Briefe  vom  25.  XI.  1900  hervorgeht,  betont 
er  noch  einmal  in  seinem  letzten  an  mich  gerichteten  Brief  vom 
6.  XII.  1900,  nämlich: 

Que  si  les  points  fondamentaux  de  la  science,  objet  de  tant  de 
travaux  maintenant,  doivent  trouver  un  echo  aupres  des  commen^ants, 
ce  n’est  pas  au  debut,  c’est  lorqu’Üs  sont  suffisamment  avances  qu’il 
convient  et  dans  une  mesure  convenable  de  les  signaler  ä leur  attention. 

Das  kostbare  Vermächtnis  des  verstorbenen  Meisters  ist  in  diesem 
Heft  an  erster  Stelle  abgedruckt;  ihm  folgt  die  letzte  Arbeit  von 
Charles  Hermite. 

Berlin,  den  14.  Februar  1901.  E.  Jahnke. 
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Rezensionen. 


J.  M.  Brfickner.  Geschichtliche  Bemerkungen  zur  Aufzählung  der 
Vielfache.  Zwickau  1897,  R.  Zückler. 

Die  vorliegende  Schrift  bietet  eine  Würdigung  der  Versuche,  welche 
zur  Lösung  des  Steinerschen  Problems:  die  möglichen  Formen  der  Polyeder 
emer  bestimmten  Flächenzahl  (bezw.  Ecken-  oder  Kantenzahl)  zu  bestimmen, 
gemacht  worden  sind.  Dieses  Problem  hat  bis  heute  noch  keine  endgültige 
Antwort  gefunden  und  kann  auch,  we  der  Verf.  in  der  Einleitung  aus- 
fährt,  keine  Antwort  finden,  in  dem  Sinne  wie  Steiner  seine  Frage  gestellt 
hat.  Den  Grund  hierfür  findet  der  Verf.  in  den  Resultaten,  zu  denen  Herr 
Eberhard  in  seiner  Morphologie  der  Polyeder  gelangt  ist,  Heir  Eber- 
hard löst  das  Problem  der  Klassifikation  der  Polyeder  in  dem  Sinne,  dafs 
er  zeigt,  wie  die  h’rage  formuliert  werden  mufs,  wenn  sie  überhaupt  einer 
Beantwortung  fähig  sein  soll. 

Nachdem  der  Verf.  noch  auf  die  Klassifikation  der  Polyeder  nach  dem 
Prinzip  der  Symmetrie  hinge  wiesen  hat,  wie  sie  Kirkman  und  Camille 
Jordan  behandelt  haben,  werden  die  Methoden  besprochen,  die  angegeben 
worden  sind,  um  die  möglichen  Formen  der  Viel  flache  von  geringer  Seiten- 
zahl, vom  Vierflach  ausgehend,  abzuleiten. 

Als  naheliegendste,  weil  natürlichste  Methode  bot  sich  die  Erzeugung 
der  «-Flache  aus  den  (« — 1) -Flachen  durch  Schnitte  an  diesen  Gebilden 
selbst  dar.  Sie  ist  von  Möbius  und  Cayloy  benutzt  worden.  Sie  hat  den 
Vorteil,  dafs  nicht  leicht  ein  mögliches  Vielflach  übersehen  wird,  den  Nach- 
teil, dafs  man  viele  Typen  auf  vielerlei  Weise  wiederholt  erhält,  und,  was 
wesentlich  ist,  dafs  zur  Auffindung  der  Vielflache  einer  bestimmten  Flächen- 
zahl n die  Kenntnis  der  (n  — l)-Flache  nötig  ist. 

Im  Gegenhatz  zu  dieser  gestatten  die  beiden  folgenden  Methoden  eine 
TOD  den  («  — l)- Flachen  unabhängige  Ableitung  der  w-Flache. 

An  zweiter  Stelle  kommt  zunächst  die  künstlichere  Methode  der  Stamm- 
flächen zur  Besprechung,  welche  von  Eberhard  nur  zur  Ableitung  der  all- 
gemeinen Siebenflache  verwendet  worden  ist.  Dem  schon  hervorgehobenen 
Vorteil  dieser  Methode  stehen  manche  Nachteile  gegenüber;  einmal  wird  die 
Methode  schon  für  vier  Stammflächen  recht  kompliziert,  und  zweitens  müssen 
erst  sämtliche  Stammsysteme  abgeleitet  werden,  ehe  behauptet  werden  kann, 
dafs  kein  Vielfach  unentdeckt  geblieben  ist. 

Eine  dritte  Methode  ist  von  Kirkman  und  Hermes  ausgebildet 
worden.  Auch  sie  liegt  für  die  einfachsten  Formen  auf  der  Hand;  doch 
mufs  bezweifelt  werden,  ob  sie  für  kompliziertere  Gestalten  noch  prak- 
tische Verwendung  finden  kann.  E.  Jahnke. 
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Rezensionen. 


£.  Wrobel,  Übungsbuch  eut  Arithmetik  und  Algebra,  enthaltend  die 
Fonnein,  Lehrsätze  und  Auflösungsmethoden  in  systematischer  Anord- 
nung und  eine  grofse  Anzahl  von  Fragen  und  Aufgaben.  Erster  Teil. 
Pensum  der  Tertia  und  Untersekunda.  Dritte  verbesserte  Auflage. 
Rostock  1898,  Werther.  XII.  und  320  S. 

Bezüglich  der  Vorzüge  dieses  brauchbaren  Werkes  sei  auf  die  Be- 
sprechung der  im  April  1889  erschienenen  ersten  Auflage  verwiesen.  Die 
neue  Auflage  zeigt  nur  geringe  Veränderungen  gegenüber  der  vorhergehenden. 
Wie  schon  bei  der  zweiten  Auflage,  ist  auch  hier  ein  Anhang  über  die 
quadratischen  Gleichungen  mit  einer  Unbekannten  nebst  einer  hinreichenden 
Menge  von  Aufgaben  beigegeben  worden.  E.  Jahxkj2. 


H.  Hartl.  Aufgabensammlung  aus  der  Arithmetik  und  Algebra. 
Für  den  Unterrichtsgebrauch  und  für  das  Selbststudium  zusammengestellt 
und  methodisch  geordnet.  Mit  19  in  den  Text  gednickten  Figuren. 
Leipzig  u.  Wien  1898,  F.  Deuticke.  305  S.  fl.  1,80. 

— Die  Rechenergebnisse  der  Aufgaben.  Mit  einer  Figur.  122  S. 

fl.  1,20. 

Es  ist  eine  reichhaltige  Sammlung,  die,  zunächst  für  die  Staatsgewcrbe- 
schule  in  Reichenberg  geschrieben,  füi*  das  Pensum  eines  Gymnasiums  bis 
zui’  Prima  ausreichen  dürfte.  Jeder  Aufgabengruppc  sind  eine  Reihe  ge- 
schickt ausgewählter  Fragen  vorgesetzt,  die  den  Schüler  veranlassen  sollen, 
sich  über  die  anzuwendenden  Regeln  Klarheit  zu  verschafien.  Von  beson- 
derem Interesse  sind  die  eingeklcidcten  Aufgaben,  welche  nicht  blofs,  wie 
üblich,  der  Geometrie,  Physik,  Chemie,  Astronomie,  Feldmefskunst  ent- 
nommen sind,  sondern  zu  einem  beträchtlichen  Teile  der  Technik,  wie  Elektro- 
technik, Maschinenbau,  Baugewerbe  angehören. 

Übrigens  ist  das  Buch  aus  einer  älteren  Sammlung  desselben  Ver- 
fassers (aus  dem  Jahre  1894)  durch  Umarbeitung  und  Erweiterung  hervor- 
gegangen. Neu  aufgenommen  sind  Kottenbrüche,  unbestimmte  Gleichungen 
zweiten  Grades,  die  Kombinationslehre,  der  binomische  Lehrsatz,  arithme- 
tische Reihen  zweiter  Ordnung  und  die  Wahrscheinlichkeitsrechnung.  Beim 
Vergleich  der  beiden  Ausgaben  fiel  dem  Referenten  auf,  dafs  der  Verf.  auch 
in  der  neuen  Sammlung  „Reservoire“  schreibt  und  von  dem  „Erlag  einer 
Prämie“  sowie  von  dem  „Augenblicke  der  Einholung  eines  Boten“  spricht. 

Sieht  man  von  diesen  und  anderen  Aufserlichkeiten  ab,  ^velche  den 
Norddeutschen  fremdartig  berühren,  so  kann  die  Sammlung  auch  in  ihrer 
neuen  Gestalt  den  Fachgenossen  empfohlen  werden.  E.  Jahnke. 


G.  Kober.  Die  Grundgebilde  der  neueren  Geometrie.  Eine  geordnete 
ZusammcD.stellung  ihrer  Um-  und  Abbildungen  1.  und  2.  Ordnung. 
Erster  Teil:  Die  Grundgebilde  der  Ebene.  Hannover  und  Leipzig 
Hahn.  95  S. 

„Die  Art  und  Weise,  wie  v.  Staudt  und  nach  ihm  Rcye  die  Stcinersche 
Begründung  der  allgemeinen  Projektivität  durch  das  metrische  Gesetz  von 
der  Gleichheit  der  Doppelverhältuisse  dadurch  umgehen,  dafs  sic  das  an- 
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harmonische  Verhältnis  durch  das  harmonische  Verhältnis  ersetzen  und  vier 
harmonische  Punkte  als*  den  Diagonalsehnitt  eines  vollständigen  Vierecks, 
im  Grunde  also  eine  Abhängigkeit  der  ersten  Stufe  durch  eine  Abhängig- 
keit der  zweiten  Stufe,  definieren,  kann,  weil  dem  Stufengange  wider- 
sprechend, als  vollkommen  noch  nicht  bezeichnet  werden.“ 

Um  zu  einer  erschöpfenden  Erklärung  der  allgemeinen  Projektivität 
zu  gelangen,  mufs  man,  wie  der  Verf.  des  weiteren  darlegt,  an  dem  Per- 
spektiven Zusammenhang  festhalten.  In  Vereinfachung  dieses  zuerst  von 
Herrn  Thomae  ausgesprochenen  Gedankens  nennt  der  Verf.  zwei  perspektiv 
liegende  Grundgebilde,  d.  h.  zwei  Grundgebilde  einer  Stufe,  welche  einander 
oder  ein  anderes  Grundgebilde  derselben  Stufe  tragen.  Um-  oder  Abbildungen 
von  emander,  irgend  zwei  Um-  oder  Abbildungen  von  einander  aber  projektiv. 

Auf  dieser  Grundlage  giebt  der  Verf.,  unter  vorläufiger  Beschränkung 
auf  die  Ebene,  eine  DarsteUung  der  Um-  und  Abbildungen  erster  und  zweiter 
Ordnung.  E.  Jahkke. 


K.  Bochow.  Grundsätze  und  Schemata  für  den  Rechen-Unterricht 
an  höheren  Schulen.  Mit  einem  Anhänge:  Die  periodischen  Dezimal- 
brüche nebst  Tabellen  für  dieselben.  Berlin  1898,  0.  Salle.  74  S. 
M.  1,20. 

Es  ist  ein  Versuch,  im  Rechenunterricht  eine  gröfsere  Einheitlichkeit 
durch  Festsetzungen  in  Bezug  auf  die  Methode  und  auch  in  Bezug  auf 
gewisse  Äufserlichkeiten  herbeizuführen. 

Angehängt  ist  eine  elementare  Darstellung  der  Theorie  der  periodischen 
Dezimalbrüche  mit  zahlreichen  Beispielen. 

Sicherlich  wird  der  eine  oder  andere  der  Pachgenossen  dem  Bflchel- 
chen  manchen  brauchbaren  Wink  entnehmen  können.  E.  Jahnke. 


Xoenik-Spielmanii.  Geometrische  Anschauungslehre  für  Unter- 
Gymnasien.  I.  Abteilung.  25.  veränderte  Auflage,  82  S.  fl.  0,75. 
II.  Abteilung.  20.  veränderte  Auflage.  Wien  und  Prag  1898,  F.  Tempsky. 
91  S.  fl.  0,75. 

Xofnik-Neunianii.  Lehrbuch  der  Arithmetik  für  Unter-Gsrmnasien. 
I.  Abteilung.  35.  veränderte  Auflage.  124  S.  fl.  0,90.  II.  Abteilung. 
26.  veränderte  Auflage.  Wien  und  Prag  1898,  F.  Tempsky.  110  S. 
fl.  0,80. 

— Lehrbuch  der  Arithmetik  und  Algebra  nebst  einer  Aufgaben-Samm- 
für  die  oberen  Klassen  der  Mittelschulen.  25.  uragearbeitete  Auf- 
lage*. Wien  und  Prag  1898,  F.  Tempsky.  306  S.  fl.  1,85. 

Uas  erste  Buch  bringt  die  Planimetrie  und  die  Stereometrie  in  einer 
durchaus  ansprechenden  Form.  Die  Darstellung  ist  durch  Klarheit  und 
Käne  des  Ausdrucks  in  gleicher  Weise  ausgezeichnet.  Bemerkenswert  ist, 
jedem  Paragraphen  eine  Reihe  von  Übungsaufgaben  beigegeben  sind, 
deren  Einkleidung  mannigfach  wechselt. 

Das  zweite  Buch  bietet  eine  recht  brauchbare  Einführung  in  das 
Rechnen  mit  den  algebraischen  Zahlen.  Doch  dürfte  das  sechste  Kapitel, 
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wo  das  Ausziehen  der  Kubikwurzel  aus  absoluten  Zahlen  und  algebraischen 
Ausdrücken  gelehrt  wird,  besser  wegzulassen  sein. 

In  dem  dritten  Buch  wird  das  bekannte  Pensum  aus  der  Arithmetik 
und  Algebra  bis  zu  den  quadratischen  Gleichungen  mit  mehreren  Unbe- 
kannten, den  unbestimmten  Gleichungen,  Kettenbrüchen,  Progressionen  und 
der  Kombinationslehre  behandelt. 

Ein  Anhang  enthält  die  goniometrische  Auflösung  der  quadratischen 
Gleichungen,  ein  Kapitel  über  die  extremen  Werte  einer  Fuuktion,  ferner 
höhere  numerische  Gleichungen  und  die  geometrische  Darstellung  der  kom- 
plexen Zahlen. 

Beigegeben  ist  (S.  191  — 306)  eine  Aufgabensammlung,  die  eine  Fülle 
brauchbaren  Materials  enthält.  Allerdings  darf*  auch  hier  nicht  verschwiegen 
werden,  dafs  eine  Reihe  von  Aufgaben  als  Künsteleien,  die  dem  Fach- 
mathematiker nie  unter  die  Augen  kommen,  besser  weggeblieben  wären. 

E.  Jahxke. 


K.  Schwering.  Arithmetik  und  Algebra  für  höhere  Lehranstalten. 

Zweite  Auflage.  Freiburg  i.  B.  1899,  Herder.  80  S.  M.  1,00. 

„Beim  Jugendunterricht  ist  auch  in  der  Arithmetik  der  Erfolg  nicht 
durch  grundlegenden  streng  gegliederten  Lehraufbau,  sondern  nur  durch  all- 
mählichen Fortschritt  an  der  Hand  vielfacher  und  nachhaltiger  Übung  zu 
erreichen.  Keine  Rechnung  ohne  Probe,  kein  Satz  ohne  Zahlenbeispiel.“ 
Diesen  Grundsätzen  wird  wohl  kein  erfahrener  Fachmann  seine  Beistinmiung 
versagen.  Ebenso  ist  cs  zu  billigen,  dafs  in  der  Lehre  von  den  Potenzen 
und  Wurzeln  unter  Ausscheidung  alles  überflüssigen  Lernstoffs  nur  wissen- 
schaftlich und  praktisch  wichtige  Erscheinungen  zur  Behandlung  gelangt 
sind.  Dafs  z.  B.  der  Verf.  von  negativen  und  gebrochenen  Wurzelexpo- 
nenten ganz  abgesehen  hat,  dafs  er  das  Verfahren,  die  Kubikwurzel  ohne 
Logarithmen  auszuziehen,  bei  Seite  gelassen  hat,  ist  hiernach  selbstver- 
ständlich. 

Das  Lelu-buch  verrät  an  allen  Stellen  den  tüchtigen  Mathematiker  und 
kann  den  Fachgenossen  aufs  angelegentlichste  empfohlen  werden. 

E.  Jahnke. 


K,  Schwering.  lOO  Aufgaben  aus  der  niederen  Geometrie  nebst 
vollständigen  Lösungen.  Mit  104  Abbildungen.  Zwuite  verbesserte 
Auflage.  Freiburg  i.  B.  1899,  Herder.  168  S.  M.  2,00. 

Der  Besprechung  der  ersten  Auflage  hat  Ref.  wenig  hinzuzufügen.  Wie 
vorauszusehen  war,  hat  die  schöne  Sammlung  grofsen  Anklaug  gefunden. 

Die  neue  Auflage  unterscheidet  sich  von  der  ersten  durch  eine  kleine 
Sammlung  von  Übungen,  die  als  Anhang  beigegeben  worden  sind. 

E.  Jauske. 


K.  Rudert.  Grundlagen  eu  einer  Geometrie  der  Kugel  nach  Grofs* 
manns  Ausdehnungslehre.  Abhandlung  zum  8.  Jahresbericht  der  HI 
städtischen  Realschule  zu  Leipzig.  1899.  44  S. 

Der  Verf.  entwickelt  in  der  vorliegenden  Programmarbeit  die  Geometrie 
des  sphärischen  Dreiecks  mit  Hilfe  der  Grafsmannschen  Methode.  Um 
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dieses  immerhin  bescheidene  Resultat  zu  erlangen,  hat  der  Verf.  einen  von 
dem  Grafsmannschen  abweichenden  Apparat  von  Benennungen  und  Be- 
zeichnungen nötig,  der  auf  den  ersten  dreizehn  Seiten  mitgeteilt  und  be- 
gründet wird. 

Ref.  ist  der  Meinimg,  dafs  es  im  Interesse  der  Verbreitung  der  Grafs- 
mannschen Ideen  liegt,  an  dem  wunderbaren  und  so  wohldurchdachten 
Aufbau  der  Ausdehnungslehre,  vorläufig  wenigstens,  nicht  zu  rütteln  und 
auf  den  von  Grafsmann  selbst  geschaffenen  Fundamenten  wirklich  neue 
Resultate  zu  entwickeln.  E.  Jahnke. 


J.  Alexandroif.  Frobldmes  de  gdomdtrie  dlömentaire  groupös  d*aprös 
les  mdthodes  ä employer  pour  leur  rdsolution.  Traduit  du  russe, 
sur  la  sixieme  edition  par  D.  Aitoff.  Paris  1899,  A.  Hermann.  154  p. 

Ähnlich  wie  in  dem  bekannten  Buch  von  J.  Petersen  sind  auch  hier  die 
Aufgaben  nach  den  Methoden,  die  zu  ihrer  Lösung  führen,  geordnet.  Während 
aber  jenes  nur  eine  verhältnismäfsig  geringe  Anzahl  von  Problemen  enthält, 
bietet  die  vorliegende  Sammlung  nahe  an  tausend  Aufgaben  und  Lehrsätze. 
Jedes  Kapitel  beginnt  mit  einer  Darlegung  der  Methode  (geometrische  Örter, 
Ähnlichkeit,  Umkehrung  des  Problems,  Geometrie,  Translation,  Rotation, 
Inversion,  Anwendung  der  Algebra  auf  die  Geometrie),  sodann  folgen  die 
vollständigen  Lösungen  einer  grofsen  Reihe  typischer  Probleme,  und  hieran 
schliefsen  sich  zahlreiche  Übungsaufgaben.  Als  ein  lehrreiches  Beispiel,  wie 
der  Verf.  den  Schüler  zum  Lösen  von  Aufgaben  anleiten  will,  mag  auf  die 
Aufgabe:  „Ein  Viereck  aus  den  Winkeln  und  Diagonalen  zu  konstniieren“ 
besonders  hingewiesen  werden. 

Ref.  kann  die  Sammlung  der  Aufmerksamkeit  der  Fachgenossen  warm 
empfehlen.  E.  Jahnke. 

R.  Herimanii.  Elementarmethodisohe  Behandlung  der  liogarithmen 
und  ihrer  Anwendungen  für  Seminare,  Gymnasien,  Realschulen, 
technische  Lehranstalten  und  zum  Selbstunterrichte.  Gotha  1899, 
F.  Thienemann.  63  S.  M.  1,20. 

Vorliegende  Arbeit  ist  von  einem  Seminaristen  für  Seminaristen  ge- 
schrieben und  darf  als  ganz  brauchbar  bezeichnet  werden.  Wenn  der  Vert*. 
übrigens  von  „der  unendlichen  Basis  e“  spricht  oder  an  anderer  Stelle  be- 
hauptet: „Mit  Ausnahme  der  dekadischen  Einheiten  sind  alle  irrational“, 
•SO  smd  dies  wohl  nur  schiefe  Ausdrücke,  die  in  einer  neuen  Auflage  zu 
vermeiden  sein  würden.  E.  Jahnke. 


R.  Foth.  Allfangsgründe  der  Zahlen-  und  Raumgröfsen- Lehre. 

Ira  Aufträge  der  früheren  Königlich  Preufsischen  General-Inspektion  der 
Artillerie  und  mit  Zustimmung  der  jetzigen  Königlich  Preufsischen 
General-Inspektion  der  Fufs-Artillerie  zum  Gebrauche  als  Leitfaden  bei 
dem  mathematischen  Unterrichte  in  den  Regiments-Schulen  der  Artillerie, 
sowie  zur  Benutzung  beim  Selbstunterrichte.  Fünfte  Auflage.  Hannover, 
Berlin  1899,  C.  Meyer  (Gustav  Prior).  300  S.  M.  3,00. 
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„Das  vorliegende  Lehrbuch  ist  in  erster  Linie  für  den  Unterricht  an 
den  Regimentsschulen,  also  für  Erwachsene  bestimmt,  von  denen  der  gröfsere 
Teil  nur  geringe  Vorkenntnisse  im  praktischen  Rechnen  mitbringt  und  doch 
in  der  Zeit  von  sechs  Monaten,  bei  wöchentlich  acht  Unterrichtsstunden 
eine  sichere,  abgeschlossene  Grundlage  in  der  Zahlen-  und  Raumgröfsen- 
lehre  erlangen  soll.“  Diesem  Zweck  entsprechend  w'eicht  die  gewählte  Dar- 
stellungsweise von  der  in  den  Schulbüchern  üblichen  nicht  unerheblich  ab, 
insbesondere  muTste  vielfach  auf  Strenge  in  der  Ableitung  von  Sätzen  ver- 
zichtet werden. 

Das  Buch  besteht  aus  zwei  Teilen,  der  Zahlenlehre,  w'o  die  Grund- 
rechniingen,  die  Verhältnisse  und  Proportionen,  die  bürgerlichen  Rechnungs- 
arten, die  Potenzen  und  Wurzeln  behandelt  werden,  und  der  Geometrie,  wo 
die  Planimetrie  und  Stereometrie  (Erklärung  der  wichtigsten  Körperfonnen 
und  Berechnung  der  Körper)  gelehrt  wird. 

Auch  für  andere  als  Regimentsschulen  brauchbar  sind  die  zahlreich 
eingestreuten  Übungsaufgaben  des  ersten  und  des  zweiten  Teils.  Gerade 
ihres  militärischen  Gewandes  halber  möchte  lief,  die  Aufmerksamkeit  der 
Herausgeber  von  Aufgabensammlungen  auf  sie  gelenkt  haben. 

Bemerkenswert  ist  auch  der  Anhang,  wo  das  Abstecken  von  Linien 
und  Winkeln  im  Gelände  behandelt  wird  und  einige  einfache  Aufgaben  der 
Vermessungskunst  gelöst  werden.  E.  Jahxke. 


F.  G.  Gailfs.  Fünfstellige  vollständige  logarithmisohe  und  trigono- 
metrische Tafeln.  Zum  Gebrauche  für  Schule  und  Praxis.  60.  Aufl. 
Halle  a.  S.  1899,  E.  Strien.  166 -f  XXXIV  S.  M.  2,50. 

Vorliegende  Auflage  ist  gleichlautend  mit  der  22.  und  allen  folgenden 
Auflagen,  ausgenommen  die  Tafeln  XIT  (Dimensionen  des  Erdsphäroids)  und 
XIII  (Naturkonstanten),  wo  die  Ergebnisse  der  neuesten  Untersuchungen 
berücksichtigt  worden  sind.  E.  Jahnke. 


F,  G.  Gaufs.  Vierstellige  logarithmisch-trigonometrisohe  Handtafel 
für  Dezimalteilung  des  Quadranten.  Zweite  Auflage.  Halle  a.  S. 
1899,  E.  Strien.  7 S.  M,  0,80. 

Von  der  Erwägung  ausgehend,  dals  die  Genauigkeit  vierstelliger  Loga- 
rithmen für  zahlreiche  logarithmische  Rechnungen  als  ausreichend  anzusehen 
ist,  hat  sich  der  verdiente  Verfasser  der  fünfstelligen  Logarithmentafel  ent- 
schlossen, ebenfalls  eine  vierstellige  Tafel  herauszugeben.  Die  innere  Ein- 
richtung der  letzteren  entspricht  durchaus  derjenigen  der  ersteren,  insbeson- 
dere ist  auch  diese  behufs  Erleichterung  der  Interpolation  mit  möglichst 
vollständigen  Proportionaltäfelcheu  versehen. 

Für  die  äufsere  Einrichtung  ist  vorzugsweise  der  Gesichtspunkt  raafs- 
gebeud  gewesen,  das  so  überaus  lästige  Blättern  entbehrlich  zu  machen. 
Dies  wird  dadurch  erreicht,  dal’s  man  die  sechs  Seiten  der  Tafel  der  Länge 
nach  von  einander  trennt  und  nach  Art  der  Generalstabskarten  auf  Leinwand 
oder  Papptafeln,  die  durch  Leinwandfalze  mit  einander  verbunden  sind,  klebt. 
Die  Erläuterungen  (Seite  7)  werden  auf  der  Rückseite  der  Leinwand  oder 
Pappe,  und  zwar  auf  der  Rückseite  der  ersten  Seite  einen  Platz  finden  können. 
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Wegen  der  Dezimalteilung  des  Quadranten  wird  die  so  überaus  hand- 
liche Tafel  vorläufig  an  den  Schulen  nicht  verwendbar  sein. 

E.  Jahnke. 


C.  Rohrbach.  Vierstellige  logarithmisoh-trigoziometrisohe  Tafeln 
nebst  einigen  physikalischen  und  astronomischen  Tafeln,  für  den 
Gebrauch  an  höheren  Schulen.  Zweite,  durchgesehene  und  vermehrte 
Auflage.  Gotha  1899,  Thienemann.  36  S.  M.  0,60. 

,4>ie  Einrichtung  der  Tafel  ist  dem  seit  Bremikers  sechsstelliger  Tafel 
(1852)  allgemein  eingebürgerten  Muster  nachgebildet  mit  nur  einigen  leicht 
erkennbaren  Abweichungen,  unter  denen  die  Anfügung  einer  Spalte  mit 
der  Überschrift  10  die  hauptsächlichste  ist;  sie  erleichtert  durch  Erhöhung 
der  Symmetrie  die  Übersicht  und  vor  allem  die  Interpolation,  da  man  nicht 
genötigt  ist,  zur  Bildung  der  Differenz  in  die  folgende  Zeile  überzugehen.“ 
Die  neue  Auflage  unterscheidet  sich  von  der  vorhergehenden  durch 
eine  Tafel  für  lg  sin  und  Igtg  der  ersten  5 Grade  mit  dem  Intervall  von  0,01®, 
welche  die  goniometrische  Haupttafel  (Intervall  0,1®)  nunmehr  vollständig 
ergänzt,  während  für  die  Freunde  der  Minutenteilung  die  entsprechende 
ältere  Tafel  beibehalten  ist  Ebenfalls  neu  sind  einige  dreistellige  Loga- 
rithmentäfelchen  sowie  eine  kleine  Tafel  für  Potenzen  und  Wurzeln. 

Angehängt  ist  der  zweiten  Auflage  auch  eine  graphische  Darstellung 
des  Verlaufes  der  goniometrischen  Funktionen.  E.  Jahnkk. 


H.  Raydt.  Lehrbach  der  Elementarmathematik,  Planimetrie,  Arith- 
metik, Trigonometrie  und  Stereometrie,  Pensum  bis  zur  Einjährig- 
Frei  willigen-Prüfung  für  höhere  Schulen  und  zum  Selbststudium.  Leipzig 
1899,  M.  Hesse.  253  S.  M.  2,70. 

„Es  ist  mir  wohl  bewufst,“  heifst  es  in  der  Vorrede,  „dafs  das  vor- 
liegende Buch  vom  streng  wissenschaftlichen  Standpunkte  aus  in  einzelnen 
Punkten  anfechtbar  ist.  Man  darf  aber,  meine  ich,  in  der  Schulmathematik 
hierin  nicht  zu  ängstlich  sein  und  mufs  sich  hüten,  aus  wissenschaftlichen 
Bedenken  dem  Schüler  unverständlich  zu  werden.  Man  soll  immer  im 
Auge  behalten,  dafs  unsere  Schulen  keine  Universitäten  sind,  und  dafs 
mathematisch-philosophische  Grübeleien  die  Schüler  eher  verwirren,  als  ihnen 
nützen.“ 

Indem  sich  Referent  diesen  Ausführungen  durchaus  anschliefst,  kann 
er  nicht  umhin,  den  Wunsch  auszusprechen,  dafs  der  Verf.  in  einer  zweiten 
Auflage  seinen  Standpunkt  noch  schärfer  zur  Geltung  bringen  möchte.  Das 
Endziel  des  mathematischen  Unterrichts  besteht  im  Lösen  von  Aufgaben. 
Dieses  Ziel  kann  nicht  oft  genug  betont  werden;  nur  so  wird  es  möglich 
sein,  den  oben  gerügten  Fehler  zu  vermeiden  imd  Fragen  aus  dem  Unterricht 
aaszuscheiden,  die  sehr  wohl  in  einen  Logikkalkül,  keineswegs  aber  in  den 
mathematischen  Anfangsunterricht  gehören. 

Ref.  begnügt  sich,  in  Bezug  auf  Einzelheiten  des  Lehrbuchs  folgende 
Bemerkungen  anzuknüpfen: 

Verf.  hat,  wie  schon  viele  vor  ihm,  bei  der  Inhaltsberechnung  die  irra- 
tionalen Zahlen  mit  Recht  bei  Seite  gelassen.  Die  Kreisbereehnung  scheint 
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auf  den  ersten  Blick  etwas  zu  knapp  gehalten,  doch  ist  im  trigonometrischen 
Teil  der  Berechnung  von  n ein  Paragraph  gewidmet. 

Was  die  einführenden  Abschnitte  in  die  Planimetrie  anbelangt,  so  hätte 
Ref.  gewünscht,  dafs  der  Verf.  die  Hilfsmittel  der  Drehung  und  den  Sym- 
metriebegriff nicht  verschmäht  hätte. 

Durchaus  zu  billigen  ist  die  Einführung  einer  groDsen  Zahl  von  Abkür- 
zungen, einer  Art  mathematischer  Stenographie,  welche  die  schriftliche 
Wiedergabe  von  Beweisen  und  Konstruktionen  erleichtert. 

Der  arithmetische  Teil  ist  gut  gelungen,  doch  würde  man  in  einer 
zweiten  Auflage  auf  die  Paragraphen  über  Kubikwurzelausziehung  gern  ver- 
zichten. 

Aus  dem  trigonometrischen  Teil  ist  hervorzuheben  das  Fehlen  der 
Additionstheoreme,  so  dafs  der  geometrische  Formelapparat  nur  ein  be- 
schränkter ist.  Hiermit  läfst  sich  der  Verf.  die  Gelegenheit  entgehen,  den 
Schülern  an  einem  bedeutenden  Beispiel  den  fundamentalen  Unterschied 
zwischen  Identitäten  und  Bedingungsgleichungen  klar  zu  machen.  Für  den 
Tangentensatz  wird  ein  hübscher  Beweis  beigebracht,  der  dem  Ref.  unbe- 
kannt war.  Der  Beweis  führt  unmittelbar  zum  Ziel,  ohne  den  Weg  über 
den  G aufs  sehen  Doppelsatz  zu  nehmen. 

Endlich,  die  Behandlung  des  stereometrischen  Teils  erscheint  dem  Ref. 
durchaus  angemessen.  Vielleicht  entschliefst  sich  der  Verf.  in  einer  neuen 
Auflage  dazu,  die  Anschaulichkeit  der  Figuren  durch  den  Kontrast  starker 
imd  schwacher  Linien  zu  erhöhen. 

Von  den  angeführten  Mängeln  abgesehen,  kann  Ref.  das  Buch  den 
Fachgenossen  warm  empfehlen.  E.  Jahnke. 


E.  Särchinger  und  V.  Estel.  Aufgabensammlung  für  den  Bechen- 
unterrioht  in  den  Unterklassen  der  Gymnasien,  Bealgymnasien 
und  Bealsohulen.  Erstes  Heft:  Die  4 Grundrechnungsarten  mit  gahzen, 
einfach  und  mehrfach  benannten  Zahlen.  89  S.  Zweites  Heft:  Bruch- 
rechnung. 102  S.  Drittes  Heft:  Schlufsrechnung.  Prozent-,  Zins-  und 
Diskontrechnung.  70  S.  Zweite  verbesserte  Auflage.  Leipzig  1899, 
B.  G.  Teubner. 

Der  Vorrede  zur  zweiten  Auflage  entnehmen  wir  folgende  Angaben: 
Bei  der  Neubearbeitimg  der  Sanunlung  ist  neben  dem  eigentlichen  Zweck 
des  Rechenunterrichts  besonders  die  Forderung  berücksichtigt  worden,  dals 
der  Unterricht  im  Zahlenrechnen  dom  Unterricht  in  der  Algebra  vorzn- 
arbeiten  habe.  Ferner  ist  die  dezimale  Schreibweise  der  deutschen  Münzen, 
Mafse  und  Gewichte  bereits  in  der  Sexta  eingeführt  und  dementsprechend 
die  Dezimalbruchrechnung  der  Rechnung  mit  gemeinen  Brüchen  vorange- 
stellt worden.  Aufgaben  in  Form  von  einfachen  Gleichungen  finden  sich 
an  allen  passenden  Stellen  des  Buches,  ebenso  eingekleidete  Aufgaben,  die 
sofort  zmn  Ansatz  einer  solchen  Gleichung  führen,  so  dafs  auf  diese  Weise 
der  Schüler  zur  Benutzung  dieses  wichtigen  Hilfsmittels  der  Mathematik  an- 
geleitet wird.  Nach  jedem  wichtigen  Abschnitt  ist  ein  Paragraph  mit 
Wiederholungsbeispielen  eingeschaltet,  die  sich  zu  schriftlichen  Hausarbeiten 
eignen.  Ebensowenig  wie  in  der  ersten  Auflage  sind  Regeln  im  Wortlaut 
gegeben  oder  abgeleitet  worden,  doch  wird  dem  Schüler  das  Auffinden  der- 
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selben  durch  kurze  Hinweise  und  passende  Fragen  erleichtert.  Überall 
finden  sich  eine  gröfsere  Anzahl  leichter  Aufgaben,  die  sich  für  das  Kopf- 
rechnen eignen.  Die  zweite  Auflage  enthält  ungefähr  4000  Einzelaufgaben 
mehr  als  die  erste.  E.  Jahnke. 


J.  Deter.  IfathematiBOhes  Formelbuch  für  höhere  Unterrichtsan- 
stalten.  Neu  herausgegeben  von  E.  Arndt.  4.  Auflage.  Berlin  1899, 
M.  Rockenstein.  58  S.  M.  0,90. 

Die  Detersche  Sammlung  ist  im  Aufträge  der  Verlagsbuchhandlung 
von  dem  Herausgeber  einer  durchgreifenden  Umarbeitung  unterzogen  worden. 
Es  ist  so  ein  Buch  entstanden,  das  sich  durch  übersichtliche  Anordnung 
und  Vollständigkeit  in  den  Formeln  in  gleicher  Weise  auszeichnet.  Den 
Übergang  zu  der  höheren  Mathematik  vermitteln  die  Kapitel  über  die  un- 
endlichen Reihen,  die  analytische  Geometrie  der  Ebene  und  des  Raumes, 
sowie  die  Grundformeln  der  Differential-  und  Integralrechnung. 

Referent  kann  die  Sammlung  empfehlen.  E.  Jahnke. 


Olaser.  Stereometrie.  Mit  44  Figuren.  Leipzig  1899,  Göschen.  126  S. 
M.  0,80. 

Der  Verf.  bietet  in  dem  vorliegenden  Werkchen  eine  durch  meist 
klaren  und  knappen  Ausdruck  ausgezeichnete  Darstellung  des  gewöhnlichen 
stereometrischen  Pensums.  Der  erste  Abschnitt  handelt  von  den  Punkten, 
geraden  Linien  und  Ebenen  im  Raume.  Der  zweite  Abschnitt  bringt  die 
allgemeinen  Eigenschaften  der  bekanntesten  Flächen  und  Körper.  Be- 
merkenswert ist  hier  das  Kapitel,  welches  dem  Dreikant  und  dem  sphärischen 
Dreieck  gewidmet  ist.  Beigegeben  sind  diesem  Kapitel  eine  gröfsere  Zahl 
von  Lehrsätzen  und  Aufgaben.  Der  dritte  Abschnitt  endlich  bezieht  sich 
auf  die  Bezeichnung  von  Körpern  und  Flächen.  Besonders  ausführlich  wird 
hier  das  Prismatoid  behandelt.  Es  wird  gezeigt,  dafs  die  Prismatoidfonnel 
nicht  blofs  auf  die  eigentlichen  Prismatoide  beschränkt  ist. 

Allen  drei  Abschnitten  sind  eine  grofse  Zahl  von  Aufgaben  angehängt, 
welche  das  Werkchen  recht  brauchbar  machen.  E.  Jahnke. 


0.  Hessenberg.  Ebene  und  sphärische  Trigonometrie.  Mit  69  ein- 
und  zweifarbigen  Figuren.  Leipzig  1899,  Göschen.  165  S.  M.  0,80. 

Der  Verf.  hat  seine  Aufgabe,  in  dem  engen  Rahmen  nicht  blofs  alle 
wichtigen  Fonncln  mitzutcilen,  sondern  auch  die  Grundgedanken,  auf  welchen 
dieselben  beruhen,  klar  darzustellen  und  den  Zusammenhang  derselben,  ihre 
Bedeutung  und  Anwendbarkeit  hervorzuheben,  vortrefflich  gelöst. 

Der  erste  Teil,  die  ebene  Trigonometrie,  umfafst  das  rechtwinklige 
und  schiefwinklige  Dreieck,  die  Additionstheoreme  der  trigonometrischen 
Funktionen,  die  Anwendung  der  Additionstheorcrae  auf  das  schiefwinklige 
Dreieck  und  die  Berechnung  der  Vierecke.  In  Bezug  auf  den  in  § 16,  S.  53 
gegebenen  zweiten  Beweis  der  Additionstheoreme  ist  zu  bemerken,  dafs  der- 
selbe keineswegs  „in  Vergessenheit  geraten“  ist,  sondeni  vielfach  an  Schulen 
geübt  wird. 
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Der  zweite  Teil,  die  sphärische  Trigonometrie,  umfafst  das  recht- 
winklige und  schiefwinklige  sphärische  Dreieck.  Die  Darstellung  lälst  die 
Analogie  zwischen  den  Entwicklungen  der  sphärischen  und  ebenen  Trigono- 
metrie klar  hervortreten. 

Der  dritte  Teil  endlich  bringt  Berechnung  und  algebraische  Anwen- 
dung der  trigonometrischen  Funktionen,  und  zwar:  elementare  Berechnung 
derselben,  den  Mo  i vre  sehen  Satz,  unendliche  Reihen  imd  Produkte  zur  Dar- 
stellimg  der  trigonometrischen  Funktionen  und  die  Umformung  logarithmisch 
nicht  berechenbarer  Ausdrücke  durch  Hilfswinkel.  Besonders  interessant 
ist  das  elfte  Kapitel  mit  der  Überschrift:  Der  Moivresche  Satz.  Um  den 
Kern  desselben  scharf  herauszuschälen,  führt  der  Verf.  den  Begriff  des  Vek- 
tors ein,  entwickelt  die  Gesetze,  nach  denen  mit  Vektoren  zu  rechnen  ist, 
und  weist  den  Moivreschen  Satz  als  einen  Spezialfall  derselben  nach. 

Ref.  benutzt  diese  Gelegenheit,  um  diejenigen,  welche  sich  über  das 
Rechnen  mit  Vektoren,  mit  besonderer  Anwendung  auf  die  Formeln  der 
Trigonometrie,  weiterbilden  wollen,  auf  die  Arbeit  von  Herrn  Caspary 
(Applications  des  methodes  de  Grassmann;  vecteurs  dans  le  plan;  definitions, 
proprietes.  Nouv.  Ann.  (3)  XV HI,  1899)  hinzuweisen. 

Ein  Anhang  enthält  Übungsbeispiele,  und  zwar  mehrere  wertvolle  Tafeln 
für  rechtwinklige  und  schiefwinklige,  ebene  wie  sphärische  Dreiecke,  sowie 
20  Textaufgaben. E.  Jahnke. 

C.  R6inhertz.  Geodäsie.  Einfühnmg  in  die  wesentlichsten  Aufgaben  der 
Erdmessung  und  der  Landesvermessung.  Mit  66  Abbildungen.  Leipzig 
1899,  Göschen.  179  S.  M.  0,80. 

Das  Büchelchen  ist  dazu  bestimmt,  in  weiteren  Kreisen  für  die  vrissen- 
schaftlichen  und  technischen  Aufgaben  der  Geo^sie  Interesse  zu  erwecken. 
Unter  Berücksichtigung  der  historischen  Entwicklung  giebt  der  Verfasser 
eine  übersichtliche  Darstellung  der  allgemeinen  Aufgaben  und  Methoden 
der  Vermessungskunde.  Die  Schrift  zerfällt  in  fünf  Abschnitte.  I.  Die 
Grundaufgaben  der  Erdmessung  imd  der  geodätischen  Bestimmungsmethoden. 
II.  Die  wichtigsten  geodätischen  Instnunente  und  ihr  Gebrauch.  HI.  Die 
exakten  Gradmessungstriangulierungen  zur  Bestimmung  der  Erddimensionen. 
IV.  Die  Landesvermessung.  V.  Die  spezielle  Untersuchung  der  Erdfigur. 

Die  klar  und  anregend  geschriebene  Schrift  wird  sicherlich  manchem 
Anregung  geben,  die  Fortschritte  des  deutschen  Landesvermessungswesens 
und  die  Ergebnisse  der  Erdraessung  zu  verfolgen.  E.  Jahnke. 


E,  Duporeq.  Premiera  prinoipes  de  göomötrie  moderne  k l^uaage 
des  dlöves  de  mathdmatiqueB  spdoiales  et  des  oandidate  ä 1& 
lioenoe  et  ä Pagrdgation.  Paris  1899,  Gauthier-Villars.  160  p.  3 fr 

Das  Werk  ist  zwar  in  erster  Linie  für  die  Schüler  der  classes  de 
mathematiques  speciales  bestimmt  Doch  wird  es  jedem  von  Nutzen  sein, 
der  in  die  Methoden  der  modernen  Geometrie  eingeführt  zu  werden  wünscht 
Um  dem  Studierenden  Gelegenheit  zu  geben,  die  auseinandergesetzten  Me- 
thoden sofort  selber  zur  Anwendung  zu  bringen,  hat  der  Verfasser  ein« 
grofse  Zahl  der  verschiedensten  Aufgaben  behandelt,  die  meist  den  concours 
der  letzten  Jahre  entnommen  sind. 
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So  wird  als  eine  Anwendung  der  homographischen  Transformation  die 
folgende  Aufgabe  behandelt:  Etant  donnee  nne  conique  T,  soit  M un  point 
arbitraire,  et  soient  P et  Q les  points  de  contact  des  tangentes  menees  de 
.¥  a T.  Le  cercle  circonscrit  au  triangle  MPQ  coupe  T en  deux  autres 
points  P'  et  Q',  tels  que  le  pole  M'  de  P'^'  par  rapport  a T soit  sur  le 
cercle  considere.  Nous  allons  montrer  que  les  points  M et  et  les 

deoi  fojers  reels  (ou  les  deax  foyers  imaginaires)  de  7’  sont  quatre  points 
d’un  meme  cercle.  (Probleme  propose  en  1891  au  Concours  d’admission  a 
TEcole  Normale.)  Als  eine  Anwendung  der  quadratischen  Transformation 
dient  die  Aufgabe:  Trouver  le  lieu  du  quatrieme  point  commun  a deux 
paraboles  circonscrites  a un  triangle  donne  et  dont  les  axes  font  entre  eux 
un  angle  donne.  (Probleme  propose  en  1874,  au  Concours  d'admission  a 
l’Ecole  Polytechnique.) 

Wie  schon  der  Titel  verrät,  erhebt  das  Werk  nicht  den  Anspruch  auf 
VoUsUndigkeit.  Es  umfafst  6 Kapitel.  In  Kapitel  I betont  der  Verfasser 
den  analytischen  Charakter  der  modernen  Geometrie,  welcher  durch  die 
Einfhhrung  des  Imaginären  bedingt  ist,  und  giebt  einige  einführende  Be- 
merkungen über  die  Verwandtschaften  der  Figuren.  Kapitel  II  und  III 
sind  der  Theorie  der  homographischen  und  correlativen  Transformation  in 
der  Ebene  wie  im  Raume  gewidmet.  In  Kapitel  IV  und  V werden  die 
Haupteigenschaften  der  Kegelschnitte  und  Flächen  2.  Ordmmg  untersucht. 
Im  letzten  Kapitel  (VI)  findet  man  Anwendungen  der  homographischen  und 
korrelativen  Transformationen,  eine  geometrische  Untersuchung  der  Inversion 
und  der  anallagmatischen  ebenen  Kurven  und  interessante  Entwickelimgen 
über  die  ebenen  quadratischen  Transformationen.  Der  Verfasser  giebt  zum 
Schlufs  eine  rein  geometrische  Darlegung  der  Lieschen  Transformation, 
welche  die  Geraden  und  die  Kugeln  mit  einander  verknüpft. 

Angehängt  ist  eine  wertvolle  Sammlung  von  70  Übungsaufgaben  und 
Lehrsätzen.  Unter  diesen  befinden  sich  eine  Reihe  jener  hübschen  Sätze, 
welche  die  moderne  Dreiecksgeometrie  dem  Verfasser  verdankt.  Referent 
begnügt  sich  aus  den  Exercices  den  folgenden  Satz  hervorzuheben:  Etant 
donne  un  hexagone  12  3456  inscrit  a une  conique,  les  points  5,  6,  (15,  26), 
(16,  25),  (35,  46),  (36,  45)  sont  sur  une  meme  conique. 

Zum  Schlufs  möchte  Referent  noch  zu  Kapitel  V eine  Bemerkung 
machen.  Hier  behandelt  der  Verfasser  als  Anwendung  der  vorangehenden 
Entwicklungen  das  Problem,  den  achten  Dnrchschnittspunkt  dreier  Ober- 
flächen zweiter  Ordnung  zu  finden.  In  Bezug  auf  die  citierte  Litteratur 
ist  zu  bemerken,  dafs  eine  einfache  Konstruktion  des  achten  Schnitt- 
punktes, d,  h.  eine  Konstruktion,  wo  nur  der  Schnittpunkt  einer  Ebene  mit 
einer  Geraden  und  die  durch  einen  Punkt  und  eine  Gerade  bestimmte 
Ebene  benutzt  wird,  von  Herrn  F.  Caspary  (Journal  f.  d.  reine  und  angew. 
Math.  XCIX,  128 — 130)  gegeben  worden  ist.  E.  Jahnk£. 


H.  Barklutrdt.  FmiktionentheoretiBOhe  Vorlesungen.  Zweiter  Teil. 
Elliptische  Funktionen.  Leipzig  1899,  Veit  & Comp.  XVI  und  373  S. 
gr.  8®. 

Das  in  der  Überschrift  genannte  Werk  ist  mit  grofser  Sachkenntnis 
geschrieben  und  trägt  vor  allem  den  neueren  Theorien  ausgiebig  Rechnung. 
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Es  zeichnet  sich  durch  Allgemeinheit  und  Eleganz  der  Methoden  aus.  Der 
behandelte  Stoff  ist  ein  sehr  umfangreicher.  Die  Theorie  der  doppelt- 
periodischen Funktionen  Nvird  auf  doppeltem  Wege  abgeleitet,  zunächst  auf 
Onmdlage  der  Weierstrafsschen,  dann  der  Jacobischen  Funktionen,  Die 
Integraltheoric  ist  nach  verschiedenen  Richtungen  hin  entwickelt.  Es 
werden  , die  allgemeinen  elliptischen  Integrale  auf  den  entsprechenden 
Riemannschen  Flächen  untersucht,  die  Reduktion  des  Integrales  1.  Gattung 
auf  die  verschiedenen  Nonnalformen  gegeben  und  das  Umkehrproblem  in 
allgemeiner  Gestalt  entwickelt.  Die  Theorie  der  Modulsubstitutionen  führt 
zur  linearen  Transformation  der  verschiedenen  eingeführten  Funktionen, 
sowie  zur  Theorie  der  Modulfunktionen,  von  denen  in  erster  Linie  der 
Modul  des  Normalintegrales . erster  Gattung  und  die  Invariante  J behandelt 
werden.  Hieran  schliefst  sich  in  naturgemäfser  Weise  das  spezielle  Teilungs- 
und Transfonuationsproblem.  Der  allgemeinen  Teilung  und  Transformation 
nebst  komplexer  Multiplikation  ist  ein  eigener  Abschnitt  gewidmet. 

Neben  diesen  soeben  angedeuteten  Theorien  finden  sich  aber  noch 
andere  mehr  spezielle  Gegenstände  behandelt  vor,  wde  Abbildungsaufgaben. 
Ausartungen  der  elliptischen  Transcendenten , sowie  Realitätsverhältnisse 
und  numerische  Berechnungen  derselben.  Anwendungen  auf  Geometrie, 
Mechanik  und  die  Picardschen  Differentialgleichungen  schliefsen  das  Werk. 

Schon  diese  flüchtigen  Bemerkungen  zeigen,  wie  umfangreich  der  be- 
handelte Stoff  ist.  Erwägt  man,  dafs  derselbe  auf  370  Seiten  verteilt  ist, 
so  ist  klar,  dafs  die  einzelnen  Theorien  nicht  gleichmäfsig  eingehend  be- 
handelt sein  können.  Der  Herr  Verfasser  bringt  mehrfach  nur  einige  all- 
gemeine Sätze,  die  zur  Orientierung  dienen  sollen,  ohne  aber  einen  Äbschlufs 
herbeizuführen.  Da  Litteraturangaben  fehlen  und  die  Darstellung  eine 
kurze,  nicht  immer  einfache  ist,  so  macht  sich  dieser  Umstand  bisweilen 
rocht  störend  bemerkbar.  M.  Krause. 

Jos.  Leiigauer.  Geometrische  Wahrsoheinlichkeitsprobleme.  Pro- 
gramm des  Kgl.  alten  Gymnasiums  zu  Würzburg  für  das  Schuljahr 
1898 — 1899.  Würzburg  1899,  Universität^-Buchdruckerei.  62  S. 

Das  erste,  alles  bis  dahin  auf  dem  Gebiete  der  geometrischen  Wahr- 
scheinlichkeit Geleistete  zusammenfassende  Buch  war  das  von  E.  Czuber: 
Geometrische  Wahrscheinlichkeiten  und  Mittelwerte  (Leipzig  1884).  Referent 
hat  es  im  30.  Bande  der  Zeitschrift  f.  Math,  u.  Phys.,  Hist.  - litter.  Abtlg. 
S.  24 — 27  angezeigt  und  die  Gelegenheit  benutzt,  ein  noch  nicht  veröffent- 
lichtes Vorlesungsbeispiel  von  Gaufs  mitzuteilen.  In  dem  Czuberschen 
Buche  ist  die  Behandlung  beinahe  regelmäfsig  so,  dafs  das  Eintreffen  ge- 
wisser Ereignisse  mit  dem  Flächenraume  gewisser  Figuren  verglichen  wird, 
und  dafs  also  die  Wahrscheinlichkeiten  im  Verhältnisse  jener  Ilächenräunie 
stehen.  Nur  ausnahmsweise  bei  dem  IX.  Probleme,  die  Herstellbarkeit  eines 
Dreiecks  aus  3 gegebenen  Seitenlangen  betreffend,  sind  Körperinhalte  von 
Tetraedern  die  Vergleichsgebilde.  An  diese  Aufgabe  anknüpfend,  hat  Herr 
Lengauer  in  seinem  lesenswerten  Programme  durchweg  den  t^ergang  von 
der  Ebene  zum  Raume  vollzogen  und  regelmäfsig  gewisse  Körperräume  als 
Sinnbilder  von  Wahrscheinlichkeiten  benutzt.  Die  erste  in  ^eser  Weise 
behandelte  Aufgabe  ist  die  von  der  Herstellbarkeit  eines  Dreiecks  aus  drei 
gegebenen  Seiten,  die  letzte  die  von  der  Herstellbarkeit  eines  Dreiecks  aus 
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einer  Seite,  dessen  Gegenwinkel  und  dem  Winkel  zwischen  zwei  Medianen 
als  willlrQrlich  gegebenen  Stücken.  M.  Cantor. 


R.  Nienieyer.  Die  Zahlenkunat.  n.  Teil.  Das  Rechnen  mit  ganzen 
Zahlen.  1.  Fortsetzung.  Dortmund  1890,  im  Selbstverlag  des  Ver- 
fassers. 81  S. 

In  den  beiden  früheren  Heften,  welche  Bd.  44  der  Zeitschr.  f.  Math.  u. 
Phys.  Histor.  Litter.  Abtlg.  S.  122 — 123  angezeigt  wurden,  hat  der  Ver- 
fasser ein  drittes  Heft  über  das  Bruchrechnen  in  Aussicht  gestellt.  Er  hat 
sich  inzwischen  anders  besonnen  und  eine  Fortsetzung  des  zweiten  Teiles 
Tom  Rechnen  mit  ganzen  Zahlen  eingeschoben,  ja  sogar  diese  Fortsetzung 
als  erste  bezeichnet,  so  dafs  noch  mehrere  folgen  können.  Gleichwie  früher 
läfst  Herr  Niemeyer  eine  grofse  Belesenheit  und  eine  Neigung  zu  philoso- 
phischen Erörterungen  erkennen,  welche  das  geschichtlich  Gegebene  ziemlich 
frei  ergänzen.  Die  vorhandenen  römischen  Rechenbretter  z.  B.,  an  deren 
.Mter  Altertumskenner  von  Fach  nie  gezweifelt  haben,  sollen  dem  12.  oder 
13.  Jahrhundert  angehören  (S.  41).  Das  Linienrechnen  in  Deutschland  war 
Theorie,  nicht  Praxis  (S.  65).  Die  Einraaleinstafel  des  Nikomachus  ist 
nur  fälschlich  für  eine  solche  gehalten  worden  (S.  78).  Wir  fürchten,  Herr 
Niemeyer  habe  sich  in  solchen  Aufserungen  mehr  als  gut  von  seiner  Phan- 
tasie leiten  lassen.  Gegen  eine  Stelle  (S.  45)  müssen  wir  geradezu  Ver- 
wahrung einlegen.  In  unserer  Gesch.  Mathem.  1^*^,  632  steht  keineswegs, 
der  chinesische  Suanpan  stamme  erst  aus  dem  13.  Jahrhundert,  sondern 
nur,  dafs  die  sogenannten  wissenschaftlichen  Ziffern  nicht  vor  1240  nach- 
weisbar sind.  Im  übrigen  wird  ein  vorsichtiger  Leser  auch  in  dem  neuen 
Hefte  Wissenswertes  finden,  welches  Schriftstellern  entnommen  ist,  von 
welchen  wir  wenigstens  keinen  Gebrauch  gemacht  hatten,  bevor  wir  sie 
hier  angeführt  fanden.  M.  Cantor. 

Fritz  Kötter,  Bemerkungen  zu  F.  Kleines  und  A.  Sommerfeld’s 
Buoh:  Über  die  Theorie  des  Kreisels.  Berlin  1899,  Mayer  und 
Müller.  26  S.  gr.  8®.  M.  1,00. 

Das  Buch  von  F.  Klein  und  A.  Sommerfeld:  „Über  die  Theorie  des 
Kreisels“,  von  welchem  bisher  zwei  Lieferungen  erschienen  sind,  gehört  zu 
den  interessantesten  Erscheinungen  der  neueren  mathematischen  Litteratur. 
Es  beschäftigt  sich  fast  ausschliefslich  mit  der  Theorie  des  symmetrischen 
Kreisels.  Die  Bewegung  des  unsymmetrischen  Kreisels  wird  nur  nebenher 
behandelt  Aufscr  der  ziemlich  vollständig  erledigten  Theorie  des  kräfte- 
freien Kreisels  werden  nur  der  Hefssche  Fall  sowie  die  von  Staude  be- 
trachteten permanenten  Drehungen  um  eine  vertikal  aufgerichtete  Axe  des 
Körpers  eingehend  besprochen.  Dagegen  wird  der  integrable  Fall,  mit 
welchem  die  Namen  der  Frau  von  Kowalevski  und  des  Herrn  F.  Kötter 
^ng  verknüpft  sind,  mu*  vorübergehend  gestreift.  Bei  dieser  Gelegenheit 
werden  über  die  Bestrebungen  einer  Reihe  von  Mathematikern  Urteile  aus- 
gesprochen, die  der  Verf.  nicht  für  richtig  hält,  und  die  auf  ihr  richtiges 
Mafs  zurückzuführen  Zweck  seiner  Schrift  ist. 

Der  Verf.  erweist  sich  auch  hier  als  ein  Meister  der  Darstellung.  Die 
^hrift  kann  jedem  empfohlen  werden,  der  von  dem  derzeitigen  Stund 
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der  Theorie  des  Kreisels  schnell  ein  klares  und  scharfes  Bild  ge- 
winnen will. 

Besonders  interessant  sind  die  Stellen,  wo  der  Verf.  auf  die  vielfachen 
Beziehungen  des  Werkes  zu  den  Untersuchungen  von  Herrn  F.  Casparj 
hinweist.  ,Jjeider  scheinen  die  Untersuchungen  von  Caspary  den  Verfessem 
unbekannt  geblieben  zu  sein;  denn  trotz  mancher  Übereinstimmung  und  Be- 
ziehung werden  dieselben  an  keiner  Stelle  des  Werkes  von  Klein  und 
Sommerfeld  citiert.  So  hat  z.  B.  Caspary  das  bekannte  Jacobische 
Theorem  über  die  Zusammensetzung  der  Kreiselbewegung  aus  zwei  Poinsot- 
Bcwegimgen  mit  Hilfe  der  Formeln  für  die  Zusammensetzung  der  Parameter 
komponierter  Bewegungen  abgeleitet.  Mit  diesem  Beweise  stimmt  nun  m 
allen  wesentlichen  Zügen  der  zweite  der  beiden  Beweise  überein,  welche 
die  Herren  Klein  und  Sommerfeld  für  das  besagte  Theorem  geben.“ 

Jahnke. 

H.  Poincar^.  Thdorie  du  potentiel  newtonien.  Le9ons  professees  a 
la  Sorbonne  pendant  le  premier  semestre  1894 — 1895.  Redig^es  par 

E.  Leroy  et  G.  Vincent.  Carr4  et  Naud  1899,  Paris.  366  p.  14  fr. 

In  neuerer  Zeit  ist  die  Schwierigkeit,  sich  über  die  neuesten  Fort- 
schritte einer  Theorie  zu  orientieren,  stetig  gewachsen.  Es  hat  sich  daher, 
besonders  in  Frankreich,  die  Praxis  immer  weiter  verbreitet,  dafs  die  be- 
deutenden Mathematiker  ihre  oft  in  viele  und  schwer  zugängliche  Zeit- 
schriften zerstreuten  Abhandlungen  zu  einem  Buch  verarbeitet  herausgeben. 
Diese  Praxis  wird  besonders  dankbar  empfunden  bei  der  in  der  Geschichte 
der  mathematischen  Wissenschaften  fast  einzig  dastehenden  schöpferischen 
Produktivität  H.  Poincares.  Im  vorliegenden  Falle  haben  es  zwei  seiner 
Schüler  übernommen,  die  von  ihrem  Lehrer  an  der  Sorbonne  gehaltenen 
Vorlesungen  über  Potentialtheorie  herauszugeben. 

Das  Werk  zerfällt  in  neun  Kapitel:  die  drei  ersten  enthalten  die  all- 
gemeinen Eigenschaften  des  Potentials  und  die  Theorie  der  Kugelfunktionen 
nebst  Anwendungen,  die  übrigen  handeln  von  dem  Dirichletschen  Problem, 
dessen  Lösung  durch  den  Verfasser  in  grundlegenden  Untersuchungen  weiter- 
geführt worden  ist. 

Insbesondere  bringt  Kapitel  V die  Lösung  des  Dirichletschen  Problems 
für  den  Fall  des  Kreisels  und  der  Kugel.  Nachdem  sodann  im  nächsten 
Kapitel  die  Doppelbelegungen  eingehend  untersucht  worden  sind,  setzt 
der  Verf.  in  Kapitel  VH  seine  „balayage“-Methode  auseinander,  welche  auf 
dem  Satze  beruht,  dafs  man  die  Wirkung  von  Mafsen  auf  einen  äufseren 
Punkt  durch  diejenige  einer  einfachen  Oberflächenbelegung  ersetzen  kann. 
Vermöge  dieser  Methode  sucht  der  Verfasser  zu  einem  strengen  und  all- 
gemeinen Beweis  des  Dirichletschen  Prinzips  zu  gelangen,  herauf  (Ka- 
pitel Vm)  wird  die  Neumannsche  Methode  zur  Lösung  des  Dirichlet- 
schen Prinzips  dargelegt.  Zwar  steht  diese,  vom  Standpimkte  der  Allge- 
meinheit, der  Poincareschen  Methode  nach,  doch  bietet  sie  den  Vorteil, 
die  Existenz  der  betreffenden  Funktion  dadurch  nachzuweisen,  dafs  sie  die- 
selbe wirklich  zu  konstruieren  gestattet. 

Im  letzten  Kapitel  endlich  sucht  der  Verf.  der  Neumann  sehen  Methode 
die  gröfstmögliche  Ausdehnung  zu  geben.  (Vgl.  nachstehendes  Referat.) 

E.  Jaic«ke. 
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A.  Korn.  liehxbaoh  der  Fotentialtheorie.  Allgemeine  Theorie  des 
Potentials  und  der  Potentialfunktionen  im  Raume.  Berlin  1899,  F. 
Dfimmler.  XTV  + 415  8.  M.  9,00. 

Das  vorliegende  Lehrbuch  der  Potentialtheorie  besteht  aus  zwei  Ab- 
schnitten, die  von  wesentlich  verschiedenen  Gesichtspunkten  aus  bearbeitet 
worden  sind.  Der  erste  (Teil  I bis  HI)  soll  zur  Einführung  in  die  Poten- 
tialtheorie dienen,  der  zweite  (Teil  IV  und  V)  reicht  bis  zu  den  Fragen, 
welche  gegenwärtig  die  Mathematiker  auf  diesem  Gebiete  beschäftigen.  Um 
beide  Zwecke  zu  vereinigen,  hat  sich  der  Verf.  so  geholfen,  dafs  er  einige 
Untersuchungen  in  Teil  I bis  ID,  welche  für  die  erste  Einführung  in  die 
Theorie  nicht  vonnöten  sind,  in  kleinerem  Druck  beigefügt  oder  in  beson- 
deren Anmerkungen  am  Schlüsse  des  Buches  gegeben  hat. 

Nachdem  im  ersten  Abschnitt  die  allgemeinen  Eigenschaften  der 
Potentiale,  die  Theorie  der  Kugelfunktionen  und  die  Grundlagen  der  Theorie 
der  Potentialfunktionen  auseinandergesetzt  sind,  beschäftigt  sich  der  Verf. 
im  zweiten  Abschnitt  mit  der  Integration  der  Laplaceschen  Differential- 
gleichung und  mit  den  bisher  allgemeinsten  Lösungen  des  elektrostatischen 
and  hydrodynamischen  Problems. 

Um  eine  Vorstellimg  von  dem  Inhalt  dieses  Abschnittes  zu  geben, 
genügt  es,  die  Arbeiten  zu  nennen,  auf  welchen  sich  die  Untersuchungen 
desselben  aufbauen.  Es  sind  die  folgenden:  C.  Neumann:  Über  die  Methode 
des  arithmetischen  Mittels  (Leipz.  Ber.  1870);  H.  Poincare:  La  methode 
de  Neumann  et  le  probleme  de  Dirichlet  (Acta  math.  1896);  H.  A. 
Schwarz:  Über  einen  Grenzübergang  durch  ein  alternierendes  Verfahren 
(Vierteljahrsschrift  der  naturforsch.  Ges.,  Zürich  1870);  A.  Ljapounoff: 
Sor  certaines  questions  qui  se  rattachent  au  probleme  de  Dirichlet  (Joum. 
de  math.  1898). 

Eigene  Untersuchungen  bringt  der  Verf.  in  Teil  IV  bei.  Poincare 
hat  nämlich  die  Neumann  sehe  Methode  für  eine  beliebig  geschlossene, 
stetig  gekrümmte,  einfach  zusammenhängende  Fläche  a und  für  Randwerte 
f bewiesen,  die  mit  allen  Ableitungen  auf  m stetig  sind,  aber  unter  folgenden 
beiden  Voraussetzungen:  1)  Es  mufs  die  Existenz  der  gesuchten  Funktion 
bereits  auf  irgend  eine  andere  Weise  gesichert  sein.  2)  Es  müssen  Trans- 
formationen existieren,  welche  den  Innenraum  der  Fläche  m in  den  Innen- 
ranm  einer  Kugel,  den  Aufsenraura  von  a in  den  Aufsenraura  dieser  Kugel 
verwandeln.  Der  Verf.  zeigt,  dafs  in  einem  allgemeinen  Fall  die  Neu- 
mannsche  Methode  unabhängig  von  der  ersten  Poincareschen  Voraus- 
setzung gilt,  und  dafs  sich  gerade  in  diesem  Fall  die  in  der  zweiten 
Poincareschen  Voraussetzung  geforderten  Transformationen  wirklich  an- 
geben  lassen.  E.  Jahnke. 


P.  Math.  Theorie  und  Anwendung  der  Elementarteiler.  Leipzig. 

Teubner,  1899.  XVI  -{-  236  S. 

Ich  möchte  zunächst  kurz  angeben,  von  welchen  Gesichtspunkten  aus 
nian  an  die  Beurteilung  des  Buches  gehen  könnte.  Ich  halte  den  Stoff,  den 
Herr  Muth  sich  zur  Behandlung  gewählt  hat,  für  einen  ziemlich  spröden; 
es  zeigt  sich  das,  vrie  mir  scheint,  vor  allem  darin,  dafs  es  sich  im  wesent- 
lichen um  eine  Frage  handelt;  ungefähr  drei  Viertel  des  Buches  (S.  1 — 159, 
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S.  173 — 187)  beschäftigen  sich  entweder  unmittelhar,  oder  vorbereitend,  oder 
folgernd  mit  der  Ableitung  der  charakteristischen  Bedingungen  für  die 
Äquivalenz  bilinearer  Formen.  Hierbei  stehen  natürlich  im  Mittelpunkt  des 
Interesses  die  beiden  Theoreme,  deren  erstes,  1868  von  Weierstrafs  ge- 
fundenes, die  Frage  für  ordinäre  Formenscharen  beantwortet,  und  deren 
zweites,  1890  von  Kronecker  veröffentlichtes,  sich  auf  singuläre  Formen- 
scharen bezieht.  Bei  aller  Bewunderung,  die  man  den  Originalbeweisen 
zollen  mufs,  ist  doch  nicht  zu  verkennen,  dafs  die  in  ihnen  eingeschlagenen 
Bahnen  nicht  die  direktesten  und  übersichtlichsten  sind.  Daher  haben  sich 
ja  auch  viele  Forscher  mit  der  Neuableitung  jener  Resultate  beschäftigt; 
und  Herrn  Frobenius  ist  es  gelimgen,  in  elegantester  Art,  auf  rationalem 
Wege  das  Weierstrafssche  Ergebnis  zu  beweisen.  Für  das  Kronecker- 
sche  Theorem  ist  ein  ähnlicher  Abschlufs  noch  nicht  erreicht;  für  seine  De- 
duktion mufs  noch  der  nicht  sehr  übersichtliche  und  recht  mühsame  Weg 
beibehalten  werden,  den  der  Autor  uns  gab.  Und  deshalb  darf  man  wohl 
die  Frage  aufwerfen,  ob  jetzt  schon  die  geeignete  Zeit  für  eine  solche  Mono- 
graphie gekommen  war. 

Die  beiden  angeführten  Bedenken  könnte  man  gegen  die  Berechtigung 
eines  Buches  über  Elementarteiler  geltend  machen.  Ich  möchte  von  ihnen 
absehen  und  mich  auf  den  Boden  der  vorliegenden  Publikation  stellen.  Über 
seinen  Inhalt  habe  ich  schon  Andeutungen  gegeben;  es  sollen  hier  einige 
genauere  Angaben  darilber  folgen. 

Nachdem  in  § 1 die  Definition  und  die  allgemeinen  Eigenschaften  der 
Elementarteiler  gegeben  sind,  wird  in  § 2 ein  wichtiges  Hilfsmittel  für  die 
weiteren  Untersuchungen,  das  von  Herrn  Frobenius  eingeführte  symbolische 
Rechnen  mit  bilinearen  Formen,  behandelt.  Die  nächsten  drei  Paragraphen 
beschäftigen  sich  mit  der  Äquivalenz  von  Systemen  ganzzahliger  Elemente; 
solcher  Systeme,  deren  Elemente  ganze  Funktionen  einer  Veränderlichen  sind; 
und  solcher  Systeme,  deren  Elemente  binäre  Formen  gleichen  Grades  sind. 
Durch  diese  letzten  Untersuchungen  ist  die  Äquivalenzfrage  für  Formen- 
scharen erledigt  und  der  berühmte  Weierstrafssche  Satz  wird  auf  dem 
von  Herrn  Frobenius  eingeschlagenen  Wege  gewonnen.  Derselbe  Satz 
wird  in  § 6 ein  zweites  Mal  auf  dem  von  Weierstrafs  selbst  beschrittenen 
Wege  hergeleitet.  Daran  schliefst  sich  in  § 7 der  Nachweis,  dafs  Formen- 
scharen bestehen,  deren  Determinanten  vorgeschriebene  Elementarteiler  be- 
sitzen; und  hierauf  gründet  sieh  dann  eine  Klassifiication  von  bilinearen 
Formenscharen,  die  von  n variablen  Paaren  abhängen.  Für  «=1,2,3,  4 
werden  die  Normalformen  angeführt.  Alles  Bisherige  bezog  sich  auf  ordi- 
näre, d.  h.  auf  solche  Formenscharen,  deren  Determinante  nicht  identisch 
verschwindet;  jetzt  im  § 8 folgt  die  Kroneckersche  Behandlung  der  Re- 
duktion einer  singulären  Schar  von  bilinearen  Formen,  und  es  treten  zu  den 
Weierstrafsschen  Invarianten,  nämlich  den  Elementarteilem,  für  singuläre 
Formen  noch  die  Kroneckerschen  Invarianten,  d.  h.  gewisse  Zahlen,  welche 
die  Grade  von  bestehenden  Relationen  angeben.  — Hiermit  ist  zimächst 
die  allgemeine  Theorie  beendet,  und  die  abgeleiteten  Sätze  werden  nun  für 
die  Untersuchung  besonderer  Formen  benutzt.  In  § 9 handelt  es  sich  um 
S3mmetrische  und  alternierende,  in  § 10  um  kongruente,  in  § 11  um  ähn- 
liche und  duale  Formen.  Bei  allen  diesen  werden  Begriff  und  Bedingungen 
der  Äquivalenz  festgestellt,  imd  das  Klassifizierungs-Prinzip  wird  verwendet. 
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Der  Übergang  von  symmetrischen  bilinearen  zu  quadratischen  Formen  ist 
nattirlich  und  naheliegend.  Es  folgen  nun  Anwendungen,  deren  Vortrag 
durch  die  Wiederaufnahme  der  Theorie  in  § 15  unterbrochen  wird;  dieser 
Paragraph  legt  die  S ticke Ibergerschen  Resultate  über  lineare  Elementar- 
teiler dar.  Und  am  Schlüsse  wird  kurz  die  Erweiterung  der  eingeführten 
Begriffe  gemftfs  He  n sei  scher  Untersuchungen  bei  Systemen  aus  ganzen 
oder  gebrochenen  Funktionen  eines  Körpers  angegeben.  Die  Anwendungen 
beziehen  sich  in  § 12  auf  die  lineare  Transformation  der  bilinearen  Formen 
in  sich  selbst,  in  § 13  auf  orthogonale  und  cyklische  Formen,  in  § 14 
auf  definite  Formen;  diese  Anwendungen  sind  algebraischer  Natur.  In  § 16 
wird  eine  analytische  Anwendung  besprochen,  nämlich  die  Integration  eines 
Systems  linearer  Differentialgleichungen  mit  konstanten  Koeffizienten;  in 
§17  endlich  folgt  als  geometrische  Anwendung  die  Klassifikation  der  Kolli- 
neationen  in  einem  Raume  beliebig  hoher  Dimension. 

Schon  aus  diesen  Angaben  ersieht  man,  dafs  der  Verfasser  alles  für 
sein  Thema  Wesentliche  beigebracht  hat  Dieser  Eindruck  wird  noch  er- 
höht durch  die  Lektüre  der  Einleitung  des  Buches  und  bei  der  Durchsicht 
der  reichlich  gegebenen  Litteratumachweise.  Gleichwohl  drängt  sich  hier 
die  Frage  auf,  ob  nicht  eine  gewisse,  übrigens  wohl  erklärliche  und  durch- 
aus nicht  unberechtigte  Einseitigkeit  die  Arbeiten  des  Herrn  Frobenius 
anderen  Forschungen  gegenüber  zu  stark  bevorzugt  habe.  Meiner  Meinung 
nach  hätten  sich  manche  anderen  schönen  Untersuchungen  und  Beweise,  z.  B. 
solche  von  Gundelfinger,  Hensel,  Klein  u.  s.  f,  in  dem  Muthschen 
Werke  ganz  gut  ausgenommen. 

Die  Disposition  des  Buches  ist  sachgemäfs  und  also  gut.  Die  Dar- 
stellung nach  der  Richtung  auf  Präzision  und  Klarheit  zeigt  sich  als  durch- 
aus anerkennensw'ert.  An  manchen  Stellen  wäre  vieUeicht  eine  etwas  gröfsere 
Breite  angebracht  gewesen;  so  hätte  unter  anderem  die  Reproduktion  der 
Krön  ecke  r sehen  Herleitungen  einige  Zwischenbetrachtungen  und  Zwischen- 
rechnungen recht  wohl  vertragen;  und  das  Verständnis  dürfte  dabei  ge- 
wonnen haben. 

Leider  ist  das  Studium  des  Werkes  durch  eine  Reihe  von  Aufserlich- 
keiten  gestört.  Dahin  gehören  die  in  überströmender  Fülle  vorkommenden 
Druckfehler.  Häufig  treten  sie  sinnstörend  auf  (S.  54  „steigend“  statt 
.»fallend“;  S.  78  „ungleich“  statt  „gleich“);  mitunter  sind  sie  aus  dem  Ori- 
ginalaufsatze  tfbemommen  (S.  102,  Z.  3 v.  u.  „D“  statt  „C“;  S.  103,  Z.  15 
V.  0.  „y  — statt  „d  — y“).  Dahin  gehört  eine  Änderung  in  der  Bedeutung 
von  Buchstaben;  am  schlimmsten  ist  dies  mit  /*,  Ca,  die  von  S.  70  ab  plötz- 
lich andere  Gröfsen  bezeichnen  als  vorher  und  auch  später  nachher  von 
S.  141  ab;  aber  auch  Wendungen  „setzt  man  1= — 1“  (S.  140)  müfsten 
vermieden  werden.  Bei  Rückverweisen  wäre  die  Seitenangabe  erwünscht; 
S.  170  „Theorem  XX“  zu  eitleren  reicht  für  schnelle  Orientierung  nicht  aus. 
Dahin  gehört  endlich  auch  der  gar  zu  sorglose  Stil;  „Elemcntarteiler  hat  das 
System  keine“  S.  105,  S.  1 32  und  Ähnliches  wird  manchen  Leser  peinlich  berühren. 

Fast  möchte  ich  mich  entschuldigen  solche  Kleinigkeiten  den  grofsen 
Verdiensten  des  Werkes  entgegenzusetzen.  Aber  einmal  können  diese  durch 
jene  nicht  geschmälert  werden,  und  ferner  darf  der  Leser  doch  auch  ver- 
langen, dafs  sein  ästhetisches  Gefühl  einige  Berücksichtigung  finde. 

E.  Netto. 
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1.  Anfgaben  and  Lehrsätze. 


Aufgaben  über  Fufspunktkurven. 

1.  Werden  aus  einem  festen  Punkte  0 Lote  gefallt  auf  die  Tangente 
i und  die  Normale  n eines  Punktes  M der  gegebenen  Kurve  C,  so  be- 
schreiben deren  Fufspunkte  T,  beziehungsweise  Ny  während  M die  Kurve  C 
durchläuft,  neue  Kurven  Cj-,  Cjf.  Die  erste  heiM  die  Fufspunktkurve  von 
C in  Bezug  auf  den  Pol  0;  Cu  ist  dann  die  Fufspunktkurve  der  Evolute 
von  C in  Bezug  auf  den  nämlichen  Pol. 

Man  kann  die  Entstehung  der  Kurven  noch  in  anderer  Weise  auffassen. 
Dem  Rechteck  OTMN  kann  ein  Kreis  K umschrieben  werden;  die  der 
Punktgesamtheit  von  C entsprechenden  Kreise  bilden  einen  Kreisbüschel  mit 
O als  Zentrum.  Ct  ist  das  Erzeugnis  des  Kreisbüschels  K mit  dem 
Strahlenbüschel  OT,  Cs  das  Erzeugnis  desselben  Kreisbüschels  mit  dem 
Strahlenbüschel  0N\  die  Zuordnung  von  Kreisen  und  Strahlen  ist  durch 
die  Kurve  C bestimmt. 

Diese  Auffassung  erweist  sich  als  der  analytischen  Behandlung  förderlich. 

Ist 

F y)  = 0 

die  Gleichung  von  C,  bezogen  auf  ein  rechtwinkliges  System  mit  dem  Ur- 
sprung O'y  sind  Xy  y die  Koordinaten  von  Af,  so  ist 


I*  + 1?*  — — y«?  = 0 


die  Gleichung  des  Kreises  Ky 


Kt 


0 


die  Gleichung  des  Strahls  OT, 

die  Gleichung  des  Strahls  ON.  Mithin  ist  die  Kurve  Cr  durch  dw 
Gleichungssystem 
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(I) 


^ y) 

+ n'  — xl  — yri 
dy  ^ ^ 


die  Kurve  Cy  durch  das  Gleichungssystem 


0, 

0, 

0, 


(H) 


^ y)  = 0, 

I*  -f  »1*  — x^  — yri=‘0 
dF  dF 

5 + 0]^ ’i  = 0 


bestimmt.  Ihre  Gleichungen  ergeben  sich  durch  Elimination  von  x,  y. 
Bei  parametrischer  Darstellung  der  Kurve  C: 

x = x (0,  y = y(t) 
ist  Cr  durch  das  Gleichungspaar 

p»  + V-xJ-y,  = 0, 

I idx  + ijdy  = 0, 

Cjt  durch  das  Gleichungspaar 

p*  + ^1*  — = 0, 

1 ^dy  — rjdx  = 0 


(I*) 


(n*) 


gekennzeichnet,  wenn  darin  x,  y,  dx,  dy  aus  den  Kurvengleichungen  ent- 
nommen werden. 

Es  sollen  aus  den  Kegelschnittslinien  und  aus  der  Cykloide  abgeleitete 
Fulspunktkurven  nach  dieser  Methode  bestimmt  und  als  bemerkenswerte 
Beispiele  höherer  Kurven  diskutiert  werden.  Der  Kreis  ist  dabei  nur  der 
Vollständigkeit  wegen  mit  herangezogen. 

A.  DerKreis.  0 liegt  in  einem  beliebigen  Punkte  der  Ebene. 

B.  Die  Parabel.  0 im  Scheitel  der  Parabel. 

C.  Die  Ellipse.  Oim  Mittelpunkte  der  Ellipse. 

D.  Die  Hyperbel.  0 im  Mittelpunkte  der  Hyperbel. 

£.  Die  Cykloide.  0 im  Anfangspunkte  eines  vollständigen  Bogens  (in 

einem  Rückkehrpunkte). 

Die  Diskussion  hat  sich  auf  die  Eigenschaften  der  Kurven  zu  er- 
strecken; insbesondere  ist  die  Quadratur  zu  bewerkstelligen.  E.  Czuber. 


2.  Soient  les  deux  progressions  par  difiference,  a termes  entiers, 

(A)  1 flj  flj  • • • • • 

(“^0  ^ 

On  groupe  les  termes  de  la  progression  (A)  en  prenant  successivement 
1,  Oj',  a,',  * * * termes.  Soit  la  somme  des  termes  composant  le  tt* 
groupe. 
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Reciproquement,  on  groupe  les  termes  de  la  progression  (A')  en 
prenant  successivement  1,  Oj,  a^,  • • • termes.  Soit  s/  la  sonune  des  ter- 
mes composant  le  w*  groupe. 

Calculer  la  diflference  s«  — C.  A.  Laisamt. 


3.  Soit  ASC'  un  triangle;  B\  C'  sont  les  points  oü  une  droit« 
coupe  RC,  CA,  AB,  Demontrer  qu'on  ne  peut  avoir  AA'  = BB'  = CC. 

E.  Lemoike. 


4.  Ein- Quadrat  ABCD,  dessen  Seiten  die  Länge  a haben,  hat  die 
Seiten  A B und  D C vertikal,  A D und  B C horizontal,  A D als  obere  Seite. 
Ein  schwerer  Punkt  gleitet  reibungslos  mit  der  Anfangsgeschwindigkeit  Null 
von  A auf  AB  bis  zu  einem  Punkte  P zwischen  A und  P,  von  P mit  der  er- 
langten Endgeschwindigkeit  ohne  Verlust  an  Geschwindigkeit  auf  der  Geraden  PC 
weiter.  Wo  ist  P zu  wählen,  damit  die  Zeit  für  den  gebrochenen  Weg 
APC  ein  Minimum  werde?  Wie  verhält  sich  diese  Minimalzeit  zu  der 
Zeit  des  Abgleitens  auf  der  Diagonale  AC?  E.  Lampe. 


5.  Von  einem  Punkte  P einer  Ellipse  lassen  sich  drei  Normalen  an 
sie  ziehen,  deren  Fufspunkte  nicht  in  P fallen.  Das  Produkt  derselben  ist: 


P.Vi  • PN^  PNg 


2 Pa»6* 
a*  — ’ 


w-enn  «,  b die  Halbaxen  der  Ellipse,  B ihr  Krümmungsradius  in  P ist. 

E.  Lampe. 


6.  Ein  homogener  materieller  Körper  von  gegebenem  Volumen  | 
hat  die  Form  eines  Kreiscylinders,  auf  dessen  eine  Basisfläche  eine  Halb- 
kugel gesetzt  ist.  Wie  mufs  sich  der  Basisradius  zur  Höhe  des  Cylinders 
verhalten,  damit  die  nach  dem  Newtonschen  Gravitationsgesetze  auf  einen 
Massenpunkt  im  Zentrum  der  freien  Basisfläche  ausgeübte  Anziehung  mög- 
lichst grofs  sei?  Wie  verhält  sich  diese  Maxiraalattraktion  zu  derjenigen 
einer  Kugel  vom  Radius  E aus  derselben  Masse  auf  den  nämlichen  mate- 
riellen Punkt  an  ihrer  Oberfläche?  E.  L.\mpe. 


7.  Etant  done  un  triangle  APC,  je  trace  les  3 cercles  qui  ont  les 
somets  pour  centres  et  qui  se  touchent  deus  a deus  aus  points  A\  B\  C 
de  contact  du  cercle  inscrit  avec  les  cotes.  B y a deus  circonferences  qui 
touchent  ces  trois  cercles,  soient  St  et  Ä'  les  centres  de  ces  deus  circonfe- 
rences. Trouver: 
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1®  les  rayons  de  ces  cercles  tangents, 

2"  les  distances  de  Sl  et  de  Sl'  aus  trois  cotes, 

3"  les  distances  ASt^  ASl\ 

4"  la  distance 

5“  Montrer  que  St  et  ß'  peuvent  s'obtenir  comme  il  suit:  Je  prends  sur 

ia  hauteur  partant  de  A des  points  A'p—a  tels  que  AAip^a 

= 2 (p  — a),  Ap^a  etant  en  dehors  du  triangle  et  Äp^a  etant  le 
simetrique  de  Ap—a  par  raport  a A.  Ä Ap—a  contient  Ä,  A'A'p^a 
contient  Sl' . 

6®  Montrer  que  SISV  passe  pai-  le  centre  du  cercle  inscrit  a ABC  et  par 
le  point  de  concours  de  AA\  BB\  CC  (point  de  G ergo n ne). 

7“  Doner  le  simbole  geometrogi'afique  de  la  construction  simultanee  des  points 
Ä,  Ä'  deduite  de  6". 

8®  Ecrire  immediatcment , au  moyen  de  la  Transformation  continue,  tous 
les  resultats  precedents  si  au  Heu  de  considerer  les  cercles  A(^p  — a), 
B{p  — h)^  C{p  — c)  de  l’enonce,  on  considere  les  cercles  A{p\  B(j>  — c), 
C(p  — 6).  E.  Lemoine. 


8.  Demontrer  la  fonnule 

2a*{a  — b)  (a  — c)  {2p  — 3h)  {2p  — 3c)  = 16-S*  (Ä  — 2r)*; 

en  deduire  immediatement  sans  aucon  calcul 

o*  (a  -f-  ^)  («  + c)  (ö  — h 2 c)  {a  — c 2 ft) 

-j-  6*  {h  — c)  {h  fl)  {h  c -f~  2 fl)  {h  — fl  — 2 c) 

-f  c*  (ö  — c)  (c  -|-  fl)  ( — c a 2b)  (c  b 2a)  = + 2ra)*. 

0,  6,  c sont  les  trois  cotes  d’un  triangle  dont  6',  B,  r,  r«  sont  la  surface, 
le  rayon  du  cercle  circonscrit,  le  rayon  du  cercle  inscrit,  le  rayon  du  cercle 
drconscrit  tangent  a BC  et  au  prolongement  des  deus  autres  cotes. 

E.  Lemoine. 


9.  Rein  geometrisch  zu  bestimmen,  von  welcher  Ordnungszahl 
lim  (sin  co  — w)  unendlich  klein  ist.  St.  Jolle». 

49  »Q 


10.  Die  Summe  der  unendlichen  Reihe 

y 29+»  sin»  rr  cos 
jtLj  iq  2 a 


9 = 2 


XU  bestimmen. 


St.  Jolles. 
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11.  Gegeben  in  der  Ebene  zwei  dreifach  Perspektive  Dreiecke.  Man 
konstniiere  zu  dem  einen  in  Beziehung  auf  die  Seiten  des  andern  die  Lot- 
punkte,  wie  sie  von  Herrn  Cwojdzinski  in  seiner  Arbeit  S.  175  dieses 
Doppelheftes  definiert  worden  sind.  Auf  diese  Weise  ergeben  sich  zwei 
neue  Dreiecke.  Es  sind  deren  Beziehungen  unter  einander  und  gegen  die 
ursprünglichen  Dreiecke  zu  untersuchen.  E.  Jahnke. 


2.  Anfragen. 

1.  Die  unter  den  Namen  „Plückersches  Konoid“,  „Cylindroid“  (Cay- 
ley),  „kubischer  Fächer“  (Schell)  bekannte  geradlinige  Fläche  dritten  Grades 
ist  der  Gegenstand  vieler  geometrischer  Untersuchungen  gewesen.  Herr 
d’Ocagne  giebt  in  der  Einleitung  seiner  Abhandlung  auf  S.  159  dieses 
Heftes  nur  einzelne  Autoren  an,  die  über  diese  Fläche  geschrieben  haben, 
macht  auch  die  betreffenden  Schriften  nicht  namhaft.  Ist  jemand  im  Besitze 
einer  möglichst  vollständigen  Bibliographie  dieser  Fläche?  E.  Lampe. 


2.  Projiziert  man  eine  auf  dem  Mantel  eines  Kreiskegels  durch  eine 
einfach  geschlossene  Linie  begrenzte  Figur  F auf  die  Basisebene  des  Kreis- 
kegels, so  ist  der  Inhalt  der  Projektion  gleich  dem  Produkte  aus  dem  In- 
halte der  Figur  F und  dem  Cosinus  des  Neigungswinkels  einer  Erzeugenden 
des  Kegels  gegen  die  Basis.  Spezielle  Fälle  dieses  aus  dem  gleichlautenden 
Satze  über  die  Projektion  einer  ebenen  Figur  zu  erschliefsenden  bekannten  Satzes 
sind  in  jüngster  Zeit  als  neue  Entdeckungen  ausgegeben  worden.  Wo  ist 
derselbe  zuerst  ausgesprochen?  E.  Lampe. 


Bezüglich  des  Abdruckes  der  Lösungen  und  Antworten  verweisen  wir 
auf  die  am  Anfang  dieses  Doppelheftes  befindliche  „Einführung“. 

Die  Red. 
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Snr  la  r^solution  de  certaines  dquations  k deux  variables 
k Taide  de  fonctions  rationnelles  et  sur  un  tb^oräme  de 

M.  Ncßther; 

Par  M.  ^Imile  Picard  ä Paris. 


1,  Dans  diverses  questions  se  rattachant  ä la  theorie  des  fonctions 
alg^riques  de  dem  variables,  il  y aurait  interet  ä savoir  resoudre  le 
Probleme  suivant.  Soit  donne  un  polynome  f (ar,  y,  xr)  en  Xj  y,  Zy  et 
formons  Tequation 

f = 0. 

Est-il  possible  de  satisfaire  identiquement  ä cette  equation  en  prenant 
pour  y et  z des  fractions  rationnelles  de  x?  Ce  probl^me  semble  offrir 
quelques  difficultes;  en  me  reservant  d’y  revenir,  je  veux  presenter 
seulement  ici  quelques  remarques  a son  sujet.  Tout  d’abord  ü nad- 
mettra  pas  en  general  de  solution;  il  suffira,  pour  s’en  convaincre,  de 
considerer  un  cas  particulier  suffisamment  dtendu.  Soit  l’equation 


xr™  = a(ar)  y'"  b{x)  {m  > 2) 

oü  a et  b sont  des  polynömes  arbitraires  en  x.  On  peut  voir,  comme 
U suit,  qu’il  n’est  pas  possible  de  satisfaire  ä cette  equation  en  prenant 
pour  y et  z des  fractions  rationnelles  de  x.  Supposons  en  effet  que 
la  chose  soit  possible,  et  posons 


ou  aura 


(2)  = r«*  -h  1. 

D’apres  les  equations  (1),  Y et  Z sont  des  fonctions  rationnelles  de 

(3)  a:,  y^x),  yä(^'y 

mais,  d’aprbs  une  proposition  äementaire,  on  peut  trouver  deux  pa^ra^- 
nietres  | et  lies  par  une  relation  algebrique  irreductible 

W F(|,  1?)  = 0 

teile  que  les  quantites  (3)  soient  fonctions  rationnelles  de  et  -q. 

ArUt  der  2d»tbeiiuktik  and  PbyiUL  111.  Reibe.  1. 


I 
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£milk  Picard; 


suite  les  courbes  (2)  et  (4)  se  correspondent  rationnellement;  de  teile 
Sorte  que  Z ei  Y sont  des  fonctions  rationnelles  de  ^ et  r].  Or  si  les 
polynömes  a{x)  et  h{x)  sont  arbitraires,  il  est  clair  que  ceci  ne  sera 
pas  possible,  et  rimpossibilite  annoncee  est  ainsi  mise  en  evidence. 

2.  II  arrivera  evidemment  que  le  probleme  sera  possible  dans  cer- 
tains  cas  particuliers ; etudions  plus  en  detaU  un  cas  tres  simple  qui 
montrera  la  complexite  du  probleme.  Je  suppose  que  la  relation  se 
reduise  ä 

= f{x) . F{y) 

f ei  F etant  des  polynömes  du  troisieme  degre  respectivement  en  x et 
en  y.  Trois  Solutions  apparaissent  immediatement  en  prenant  z = 0 
et  y egal  a une  racine  de  Tequation  F{y)  = 0.  Supposons  qu’il  existe 
d’autres  Solutions  y ei  z rationnelles  en  X’^  on  a 

dy  dy  f{x)  dx 

De  lä  on  deduit  que  l’integrale  de  premiere  esp^ce 


se  transforme,  en  prenant  pour  y une  fonction  rationnelle  de  Xy  en 
rintegrale 

J{{x)  etant  rationnelle  en  x.  Comme  cette  integrale  doit  etre  aussi  de 
premiere  espöce,  il  faut  que  R{x)  se  reduise  a une  constante,  et  par 
suite  les  fonctions  rationnelles  y de  x repondant  a la  question  doivent 
satisfaire  ä la  relation 

(5)  ^ = 

V^\y)  Vf{x) 

C etant  une  constante  non  nulle.  Reciproquement  d’ailleurs,  sf  une 
fonction  rationnelle  y de  x satisfait  ä une  teile  relation,  on  aura 

dx 

et  par  suite  z sera  rationnelle  en  x.  IJeqtiatian  (5)  se  reticonire  dans 
la  theorie  de  la  transformation  des  fonctions  dliptiques;  il  est  evident, 
d’apres  cette  equation,  que  si  les  deux  polynömes  du  troisieme  degre 
f(x)  et  F(y)  sont  arbitraires,  il  ne  sera  pas  possible  de  döterrainer 
une  fonction  rationnelle  y de  x (ne  se  reduisant  pas  a une  constante) 
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satisfaisant  aux  conditions  vouJues.  De  plus,  en  suivaut  la  theorie  de 
la  transfonnation,  on  aura  tous  les  polynömes  associes  f{x)  et  F{y) 
ayant  la  propriete  cherchee.  ün  cas  tres  simple  sera  celui  oü  les  deux 
poljnömes  sont  identiques;  soit 

De  ce  qui  precede,  on  conclut  qu’on  pourra  trouver  une  infinite  de 
fonctions  rationnelles  y de  telles  que  l’equation 

= f{x)  • f{y) 

donnera  pour  z des  fonctions  rationnelles  de  x.  En  designant  par  ^ (m) 
la  fonction  elliptique  (avec  les  notations  de  Weierstrass)  correspondant 
au  poljnome  /"(x),  posons 

y = X = v(w) 

m etant  un  entier  arbitraire;  y est  une  fonction  rationnelle  de  x re- 
pondant  ä la  question. 

3.  Reprenons  l’equation  consideree  au  no.  1 dans  le  cas  oü  m = 2: 
iß)  z^  = a{x)y^  -\-b{x), 

et  supposons  que  ni  a ni  b ne  soient  nuls.  On  pourra  ici  satisfaire 
ä cette  equation  en  prenant  pour  z ei  y des  fonctions  rationnelles  de 
X.  Nous  l’etablirons  simplement  en  montrant  qu’on  peut  determiner 
deui  polynömes  m et  v tels  que 

a{x)  • m"  -j-  h{x)  • 

soit  un  carre  parfait  Supposons,  pour  fixer  les  idees,  que  a(x)  et  b(x) 
soient  de  degre  pair  2w,  et  designons  par  y le  degrd  de  u et  v.  L’ex- 
pression  precedente  est  un  polynöme  de  degre  2 m 2 on  obtien- 
dra  m y conditions  en  ecrivant  qu’il  se  reduit  a un  carre  parfait. 
Or  dans  les  deux  polynömes  u et  v,  il  y a 2/i  -f"  1 coefficients  indeter- 
mines,  en  supposant  qu’un  des  coefficients  ait  une  valeur  numerique 
arbitraire;  si  donc 

2/i-j-l>7W-j-/i  ou  /i>»l  — 1, 

on  pourra  trouver  les  polynömes  ti  et  v. 

Le  fait,  que  Ton  peut  trouver  des  fractions  rationnelles  et  y de 
X satisfaisant  a la  relation  (6),  revient  au  fond  a une  proposition  de 
M.  Ncether  qui  est  fundamentale  dans  la  theorie  des  surfaces  unicur- 
sales.  L’illustre  geometre  d’Erlangen  a considere  (Math.  Annalen,  tome  III) 
des  surfaces  possedant  un  faisceau  lineaire  de  courbes  unicursales. 
Dans  le  cas  oü  il  n’y  a qu’wwe  seide  courbe  mobile  de  rencontre  du 
faisceau  lineaire 

P-l-  = 0 

14* 
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avec  la  surface  envisagee,  il  etablit  d’abord  que  la  surface  correspond 
birationnellement  soit  ä une  surface  reglee  d’ordre  n avec  droite  mul- 
tiple d’ordre  n — 1,  soit  a une  surface  d’ordre  n avec  droite  multiple 
d’ordre  n — 2.  Dans  ce  demier  cas,  qui  seul  presente  quelques  diffi- 
cultes,  M.  Noether  considere  particulierement  le  cas  oü  la  section  de 
la  surface  par  un  plan  arbitraire  contenant  la  droite  multiple  d’ordre 
n — 2 est  une  conique  indecomposable,  et  il-  etablit  qu’alors  la  surface 
est  unicursale,  en  cherchant  sur  la  surface  une  courbe  unisecante  de 
cette  conique.  Or,  ä notre  point  de  vue,  nous  pouvons,  en  pla^ant 
convenablement  la  droite  multiple,  et  faisant  sur  z une  transformation 
iineaire  immediate,  mettre  l’equation  de  la  surface  sous  la  forme  (6), 
et  le  Probleme  de  M.  Noether  revient  ä la  resolution  de  l’equation  (6) 
dans  les  conditions  indiquees;  on  en  deduit  immediatement  que  la  sur- 
face est  unicursale. 

Paris,  10  decembre  1900. 
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Vortrag,  gehalten  auf  dem  internationalen  Mathematiker-Kongrefe 

zu  Paris  1900. 

Von  D.  Hilbert  in  Göttingen. 

Aus  den  Nachrichten  der  K.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Göttingen. 

Math.-phys.  Klasse.  1900.  Heft  3.  Mit  Zusätzen  des  Verfassers. 

(Fortsetzung.) 

Wir  haben  bisher  lediglich  Fragen  über  die  Grundlagen  mathe- 
matischer Wissenszweige  berücksichtigt.  In  der  That  ist  die  Beschäf- 
tigung mit  den  Gnmdlagen  einer  Wissenschaft  von  besonderem  Reiz,  und 
es  wird  die  Prüfung  dieser  Grundlagen  stets  zu  den  vornehmsten  Auf- 
gaben des  Forschers  gehören.  „Das  Endziel^  so  hat  Weierstrafs 
einmal  gesagt,  „welches  man  stets  im  Auge  behalten  miifs,  besteht 
darin,  dals  man  über  die  Fundamente  der  Wissenschaft  ein  sicheres 
Urteil  zu  erlangen  suche“  . . , „Um  überhaupt  in  die  Wissenschaften 
einzudringen,  ist  freilich  die  Beschäftigung  mit  einzelnen  Problemen 
onerläfslich.“  In  der  That  bedarf  es  zur  erfolgreichen  Behandlung  der 
Grundlagen  einer  Wissenschaft  des  eindringenden  Verständnisses  ihrer 
speziellen  Theorien;  nur  der  Baumeister  ist  im  stände,  die  Fundamente 
für  em  Gebäude  sicher  anzulegen,  der  die  Bestimmung  des  Gebäudes 
selbst  im  einzelnen  gründlich  kennt.  So  wenden  wir  ims  nunmehr  zu 
speziellen  Problemen  einzelner  Wissenszweige  der  Mathematik  und  be- 
rücksichtigen dabei  zunächst  die  Arithmetik  und  die  Algebra. 

7.  Irrationalität  und  Transzendenz  bestimmter  Zahlen. 

Herrn ites  arithmetische  Sätze  über  die  Exponentialfunktion  und 
ihre  Weiterführung  durch  Linde  mann  sind  der  Bewunderung  aller 
mathematischer  Generationen  sicher.  Aber  zugleich  erwächst  uns  die 
Aufgabe,  auf  dem  betretenen  Wege  fortzuschreiten,  wie  dies  bereits 
A.  Hurwitz  in  zwei  interessanten  Abhandlungen  „Über  arithmetische 
Eigenschaften  gewisser  transzendenter  Funktionen^' gethan  hat.  Ich 


1)  Mathematische  Annalen.  Bd.  22  und  32. 
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möchte  daher  eine  Klasse  von  Problemen  kennzeichnen,  die  meiner 
Meinung  nach  als  die  nächstliegenden  hier  in  Angriff  zu  nehmen  sind. 
Wenn  wir  von  speziellen,  in  der  Analysis  wichtigen  transzendenten 
Fimktionen  erkennen,  dals  sie  für  gewisse  algebraische  Argumente 
algebraische  Werte  annehmen,  so  erscheint  uns  diese  Thatsache  stets 
als  besonders  merkwürdig  und  der  eingehenden  Untersuchung  würdig. 
Wir  erwarten  eben  von  transzendenten  Funktionen,  dafs  sie  für  alge- 
braische Argumente  im  allgemeinen  auch  transzendente  Werte  an- 
nehmen, und  obgleich  uns  wohl  bekannt  ist,  dafs  es  thatsächlich  ganze 
transzendente  Funktionen  giebt,  die  für  alle  algebraischen  Argumente 
sogar  rationale  Werte  besitzen,  so  werden  wir  es  doch  für  höchst 
wahrscheinlich  halten,  dals  z.  B.  die  Exponentialfunktion  die  offen- 
bar für  alle  rationalen  Argumente  z stets  algebraische  Werte  hat, 
andererseits  für  alle  irrationalen  algebraischen  Alimente  z stets  trans- 
zendente Zahlen  werte  annimmt.  Wir  können  dieser  Aussage  auch  eine 
geometrische  Einkleidung  geben,  wie  folgt.  Weim  in  einem  gleich- 
schenkligen Jh'ekck  das  Verhältnis  vom  Basistvinkd  zum  Winkel  an  der 
Spitze  algebraisch,  aber  nicht  rational  ist,  so  ist  das  Verhältnis  zwischen 
Basis  und  Schenkel  stets  transzendent.  Trotz  der  Einfachheit  dieser 
Aussage  und  der  Ähnlichkeit  mit  den  von  Herrn ite  und  Lindemann 
gelösten  Problemen  halte  ich  doch  den  Beweis  dieses  Satzes  für  äufserst 
schwierig,  ebenso  wie  etwa  den  Nachweis  dafür,  dafs  die  Potenz  a'*  für 
eine  algebraische  Basis  a und  einen  algebraisch  htationalen  Exponenten 

ß,  z.  B.  die  Zahl  2^^  oder  e^  = stets  eine  transzendente  oder  auch 
nur  eine  irrationale  Zahl  darstellt.  Es  ist  gewifs,  dafs  die  Lösung  dieser 
imd  ähnlicher  Probleme  uns  zu  ganz  neuen  Methoden  und  zu  neuen 
Einblicken  in  das  Wesen  spezieller  irrationaler  und  transzendenter 
Zahlen  führen  mufs. 


8.  Primzahlenprobleine. 

In  der  Thorie  der  Verteilung  der  Primzahlen  sind  in  neuerer 
Zeit  durch  Hadamard,  de  la  Vallee-Poussin,  v.  Mangoldt  und 
andere  wesentliche  Fortschritte  gemacht  worden.  Zur  vollständigen 
Lösung  der  Probleme,  die  uns  die  Riemannsche  Abhandlung  „Über 
die  Anzahl  der  Primzahlen  unter  einer  gegebenen  Gröfse"  gestellt  hat, 
ist  es  jedoch  noch  nötig,  die  Richtigkeit  der  äufserst  wichtigen  Be- 
hauptung von  Ri e mann  flachzuweisen,  dafs  die  Nullsiellen  der  Funktion 
g(s),  die  durch  die  Reihe 

l{s)  = 1 + -h  3»  4-  4*  + • • • 

dargestellt  wird,  sämtlich  den  reellen  Bestandteil  j haben  — wenn  man 
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Ton  den  bekannten  negativ  ganzzahligen  Nnllstellen  absieht.  Sobald 
dieser  Nachweis  gelungen  ist,  so  würde  die  weitere  Aufgabe  darin  be- 
stehen, die  Riemannsche  unendliche  Reihe  für  die  Anzahl  der  Prim- 
zahlen genauer  zu  prüfen  und  insbesondere  zu  mtscheiden,  oh  die 
Differenz  ztcischen  der  Anzahl  der  Vrhnzahlen  unterhalb  einer  Gröfse  x 
und  dem  Integrallogarithmus  von  x in  der  Thal  von  nirht  höherer  als 
der  jten  Ordnung  in  x unendlich  wird^),  und  ferner,  ob  dann  die  von 
den  ersten  komplexen  Nullstellen  der  Funktion  ^(»s)  abhängenden 
Glieder  der  Riemannschen  Formel  wirklich  die  stellenweise  Verdich- 
tung der  Primzahlen  bedingen,  welche  man  bei  den  Zählungen  der 
Primzahlen  bemerkt  hat. 

Nach  einer  erschöpfenden  Diskussion  der  Riemannschen  Prim- 
zahlenformel wird  man  vielleicht  dereinst  in  die  Lage  kommen,  an  die 
strenge  Beantwortung  des  Problems  von  Goldbach*)  zu  gehen,  ob 
jede  gerade  Zahl  als  Somme  zweier  Primzahlen  darstellbar  ist,  ferner 
an  die  bekannte  Frage,  ob  es  unendlich  viele  Primzahlenpaare  mit  der 
Differenz  2 giebt  oder  gar  an  das  allgemeinere  Problem,  ob  die  lineare 
(iiophantische  Gleichung 

ax  hy  c = 0 

mit  gegebenen  ganzzahligen  paarweise  teilerfremden  Koeffizienten  a,  6, 
c stets  in  Primzahlen  x,  y lösbar  ist. 

Aber  von  nicht  geringerem  Interesse  und  vieUeicht  von  noch 
gröfserer  Tragweite  erscheint  mir  die  Aufgabe,  die  für  die  Verteilung 
der  rationalen  Primzahlen  gewonnenen  Resultate  auf  die  Theorie  der 
Verteilung  der  Primideale  in  einem  gegebenen  ZaMkörper  k zu  Übertragen 
— eine  Aufgabe,  die  auf  das  Studium  der  dem  Zahlkörper  zugehörigen 
Funktion 

S»(s)  = ^ ;T(f 

hinauslänft,  wo  die  Summe  über  alle  Ideale  j des  gegebenen  Zahl- 
körpers k zu  erstrecken  ist  und  w(j)  die  Norm  des  Ideals  j bedeutet. 


Ich  nenne  noch  drei  speziellere  Probleme  aus  der  Zahlentheorie, 
nämlich  eines  über  die  Reziprozitätsgesetze,  eines  über  diophantische 
Gleichungen  und  ein  drittes  aus  dem  Gebiete  der  quadratischen 
Formen. 


1)  Vgl.  eine  demnächst  in  den  Math.  Ann.  erscheinende  Arbeit  von  H.  v.  Koch 
über  diesen  Gegenstand. 

3)  Vgl.  P.  Stäckel:  Über  Goldbach’s  empirisches  Theorem.  Nachrichten 
der  K.  Ges.  d.  Wiss.  zu  Göttingen  1896  und  Landau,  ebenda  1900. 
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9.  Beweis  des  allgemeinsten  Reziprozitatsgesetzes  im  beliebigen 

Zablkörper. 

Für  einen  helicMgen  Zahlkörper  soll  das  Beziproziiätsgeset-z  der 
Iten  Potenzreste  bewiesen  werden,  wenn  l eine  ungerade  Primzahl  be- 
deutet, und  ferner,  wenn  l eine  Potenz  von  2 oder  eine  Potenz  einer 
ungeraden  Primzahl  ist.  Die  Aufstellung  des  Gesetzes,  sowie  die  wesent- 
lichen Hilfsmittel  zum  Beweise  desselben  werden  sich,  wie  ich  glaube, 
ergeben,  wenn  man  die  von  mir  entwickelte  Theorie  des  Körpers  der 
iten  Einheitswurzeln  imd  meine  Theorie*)  des  relativ -quadratischen 
Körpers  in  gehöriger  Weise  verallgemeinert. 

10.  Entscheidung  der  Lösbarkeit  einer  diophantischen  Gleichung. 

Eine  diophantische  Gleichung  mit  irgend  welchen  Unbekannten 
und  mit  ganzen  rationalen  Zahlenkoeffizienten  sei  vorgelegt:  man  soll 
ein  Verfahren  angeben,  nach  welchem  sich  mittelst  einer  endlichen  Anzahl 
von  Operationen  entscheiden  läfst,  ob  die  Gleichung  in  ganzen  ratimwden 
ZaMen  lösbar  ist. 

11.  Quadratische  Formen  mit  beliebigen  algebraischen 

Zahlenkoeffizienten. 

Unsere  jetzige  Kenntnis  der  Theorie  der  quadratischen  Zahl- 
körper®) setzt  uns  in  den  Stand,  die  Theorie  der  quadratischen  Formen 
mit  beliebig  vielen  Variabein  und  beliebigen  algebraischen  Zahlen- 
koefßzienten  erfolgreicJl  in  Angriff  zu  nehmen.  Damit  gelangen  wir 
insbesondere  zu  der  interessanten  Aufgabe,  eine  vorgelegte  quadratische 
Gleichung  beliebig  vieler  Variabein  mit  algebraischen  Zahlenkoeßi- 
zienten  in  solchen  ganzen  oder  gebrochenen  Zahlen  zu  lösen,  die  in 
dem  durch  die  Koeffizienten  bestimmten  algebraischen  Rationalitats- 
bereiche  gelegen  sind. 

1)  Bericht  der  Deutschen  Mathematik  er -Vereinigung  Aber  die  Theorie  der 
algebraischen  Zahlkörper  4,  1897.  Fünfter  Teil. 

2)  Mathematische  Annalen  51  und  Nachrichten  der  K.  Ges.  d.  Wiss.  zu 
Göttingen  1898.  Vgl.  ferner  die  demnächst  erscheinende  Inauguraldissertation  von 
G.  Rückle  Göttingen  1901. 

3)  Hilbert:  Über  den  Di ri ch le tschen  biquadratischen  Zahlenkörper,  Mathe- 
matische Annalen  46;  Über  die  Theorie  der  relativ -quadratischen  Zahlkörper, 
Berichte  der  Deutschen  Mathematiker -Vereinigung  1897  und  Mathematische 
Annalen  61;  Über  die  Theorie  der  relativ  - A b e l’schen  Körper,  Nachrichten 
der  K.  Ges.  d.  Wiss.  zu  Göttingen  1898;  Grundlagen  der  Geometrie,  Festschrift 
zur  Enthüllung  des  Gau  fs- Web  er  - Denkmals  in  Göttingen,  Leipzig  1899, 
Kapitel  Vni  § 83. 
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Den  Übergang  zur  Algebra  und  Funktionentbeorie  möge  das 
folgende  wichtige  Problem  bilden. 

12.  Ansdebming  des  Eroneckerscben  Satzes  über  Abelsobe  Körper  anf 
einen  beliebigen  algebraisoben  Rationalitätsbereicb. 

Von  Kronecker  rührt  der  Satz  her,  dafs  jeder  Abelscbe  Zahl- 
korper  im  Bereich  der  rationalen  Zahlen  durch  Zusammensetzung  aus 
Körpern  von  Einheits wurzeln  entsteht.  Dieser  fundamentale  Satz  aus 
der  Theorie  der  ganzzahligen  Gleichungen  enthält  zwei  Aussagen, 
nämlich 

erstens  wird  durch  denselben  die  Frage  nach  der  Anzahl  und 
Existenz  deijenigen  Gleichungen  beantwortet,  die  einen  vorgeschriebenen 
Grad,  eine  vorgeschriebene  Abelscbe  Gruppe  und  eine  vorgeschriebene 
Diskriminante  in  Bezug  auf  den  Bereich  der  rationalen  Zahlen  be- 
sitzen, und 

zweitens  wird  behauptet,  dafs  die  Wurzeln  solcher  Gleichungen 
einen  Bereich  algebraischer  Zahlen  bilden,  der  genau  mit  demjenigen 
Bereiche  übereinstimmt,  den  man  erhält,  wenn  man  in  der  Exponential- 
funktion für  das  Argument  z der  Reihe  nach  alle  rationalen 

Zahlenwerte  einträgt. 

Die  erste  Aussage  betrifft  die  Frage  der  Bestimmung  gewisser 
algebraischer  Zahlen  durch  ihre  Gruppe  und  ihre  Verzweigung;  diese 
Frage  entspricht  also  dem  bekannten  Problem  der  Bestimmung  alge- 
braischer Funktionen  zu  gegebener  Riemannscher  Fläche.  Die  zweite 
Aussage  liefert  die  verlangten  Zahlen  durch  ein  transzendentes  Mittel, 
nämlich  durch  die  Exponentialfunktion 

Da  nächst  dem  Bereiche  der  rationalen  Zahlen  der  Bereich  der 
imaginären  quadratischen  Zahlkörper  der  einfachste  ist,  so  entsteht  die 
Aufgabe,  den  Kroneckerschen  Satz  auf  diesen  Fall  auszudehnen. 
Kronecker  selbst  hat  die  Behauptung  ausgesprochen,  dafs  die  Abel- 
schen  Gleichungen  im  Bereiche  eines  quadratischen  Körpers  durch  die 
Transformationsgleichungen  der  elliptischen  Funktionen  mit  singulären 
Moduln  gegeben  werden,  so  dafs  hiernach  die  elliptische  Funktion  die 
Rolle  der  Exponentialfunktion  im  vorigen  Falle  übernimmt.  Der  Be- 
weis der  Kroneckerschen  Vermutung  ist  bisher  nicht  erbracht 
worden;  doch  glaube  ich,  dafs  derselbe  auf  Grund  der  von  H.  Web  er 
entwickelten  Theorie  der  komplexen  Multiplikation  unter  Hinzuziehung 
der  von  mir  aufgestellten  rein  arithmetischen  Sätze  über  Klassenkörper 
ohne  erhebliche  Schwierigkeit  gelingen  mufs. 


1)  Elliptische  Funktionen  und  algebraische  Zahlen,  Braunschweig  1891. 
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Von  der  höchsten  Bedeutung  endlich  erscheint  mir  die  Aus- 
dehnung des  Kronecker sehen  Satzes  auf  den  Fall,  dafs  an  Stelle  des 
Bereiches  der  rationalen  Zahlen  oder  des  imaginären  quadratischen 
Zahlenhereiches  ein  heliehiger  algebraischer  Zahlkörper  als  Rati&nalitäis- 
hereich  zu  Grufide  gelegt  tvird;  ich  halte  dies  Problem  für  eines 
der  tiefgehendsten  und  weittragendsten  Probleme  der  Zahlen- 
und  Funktionentheorie. 

Das  Problem  erweist  sich  von  mannigfachen  Seiten  aus  als  zu- 
gänglich. Den  wichtigsten  Schlüssel  zur  Lösung  des  arithmetischen 
Teiles  dieses  Problemes  erblicke  ich  in  dem  allgemeinen  Reziprozitäts- 
gesetze der  l ten  Potenzreste  innerhalb  eines  beliebig  vorgelegten  Zahl- 
körpers. 

Was  den  funktionentheoretischen  Teil  des  Problems  betrifft,  so 
wird  sich  der  Forscher  auf  diesem  so  anziehenden  Gebiete  durch  die 
merkwürdigen  Analogien  leiten  lassen,  die  zwischen  der  Theorie  der 
algebraischen  Funktionen  einer  Veränderlichen  und  der  Theorie  der 
algebraischen  Zahlen  bemerkbar  sind.  Das  Analogon  zur  Potenz- 
reihenentwickelung einer  algebraischen  Funktion  in  der  Theorie  der 
algebraischen  Zahlen  hat  HenseD)  aufgestellt  und  untersucht  und  das 
Analogon  für  den  Riemann-Rochschen  Satz  hat  Landsberg*)  be- 
handelt. Auch  die  Analogie  zwischen  dem  Begriff  des  Geschlechts 
einer  Riemannschen  Fläche  und  dem  Begriff  der  Klassenanzahl  eines 
Zahlkörpers  fällt  ins  Auge.  Betrachten  wir,  um  nur  den  einfachsten 
Fall  zu  berühren,  eine  Riemannsche  Fläche  vom  Geschlecht  = 1 
und  andererseits  einen  Zahlkörper  von  der  Klassenanzahl  Ä = 2,  so 
entspricht  dem  Nachweise  der  Existenz  eines  überall  endlichen  Inte- 
grals auf  der  Riemannschen  Fläche  der  Nachweis  der  Existenz  einer 
ganzen  Zahl  a im  Zahlkörper,  die  von  solcher  Art  ist,  dafs  die  Zahl 

einen  relativ  unverzweigten  quadratischen  Körper  in  Bezug  auf 
den  Grundkörper  darstellt.  In  der  Theorie  der  algebraischen  Funktionen 
dient  bekanntlich  zum  Nachweise  jenes  Riemannschen  Existenzsatzes 
die  Methode  der  Randwertaufgabe;  auch  in  der  Theorie  der  Zahlkörper 
bietet  der  Nachweis  der  Existenz  jener  Zahl  a gerade  die  meiste 
Schwierigkeit.  Dieser  Nachweis  gelingt  mit  wesentlicher  Hilfe  des 
Satzes,  dafs  es  im  Zahlkörper  stets  Primideale  mit  vorgeschriebenen 
Restcharakteren  giebt;  die  letztere  Thatsache  ist  also  das  zahlen- 
theoretische Analogon  zum  Randwertproblem. 

1)  Jahresberichte  der  Deutschen  Mathematiker -Vereinigung  VT,  sowie  eine 
denmächst  in  den  Mathematischen  Annalen  erscheinende  Arbeit:  „über  die  Ent- 
wickelung der  algebraischen  Zahlen  in  Potenzreihen“. 

2)  Mathematische  Annalen  50.  1898. 
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Die  Gleichung  des  Abel  sehen  Theorems  in  der  Theorie  der  al- 
gebraischen Funktionen  sagt  bekanntlich  die  notwendige  und  hin- 
reichende Bedingung  dafür  aus,  dais  die  betreffenden  Punkte  der 
Riemannschen  Fläche  die  Nullstellen  einer  algebraischen  zur  Fläche 
gehörigen  Funktion  sind;  das  genaue  Analogon  d^  Abel  sehen 
Theorems  ist  in  der  Theorie  des  Zahlkörpers  von  der  Klassenanzahl 
h — 2 die  Gleichung  des  quadratischen  Reziprozitätsgesetzes 

(f)  = + 

welche  aussagt,  dafs  das  Ideal  j dann  und  nur  dann  ein  Hauptideal 
des  Zahlkörpers  ist,  wenn  jene  Zahl  « in  Bezug  auf  das  Ideal  j einen 
positiven  quadratischen  Restcharakter  besitzt. 

Wie  wir  sehen,  treten  in  dem  eben  gekennzeichneten  Problem  die 
drei  grundlegenden  Disziplinen  der  Mathematik,  nämlich  Zahlentheorie, 
.■Ugebra  imd  Funktionentheorie,  in  die  innigste  gegenseitige  Be- 
rührung, und  ich  bin  sicher,  dafs  insbesondere  die  Theorie  der  analy- 
tischen Funktionen  mehrerer  Variabein  eine  wesentliche  Bereicherung 
erfahren  würde,  wenn  es  gelänge,  diejenifjen  Funktiofien  aiifzufmlen 
md  zu  diskutieren,  die  für  einen  heliehüjen  algebraischen  ZaJdkörper  die 
misprechende  Rode  spielen,  wie  die  Expmentiedfunktion  für  den  Körper 
der  rationaleti  Zahlen  und  die  dliptische  Modul funktian  für  den  imagi- 
nären quadratischen  Zahlkörper. 


Wir  kommen  nun  zur  Algebra;  ich  nenne  im  folgenden  ein 
Problem  aus  der  Gleichungstheorie  und  eines,  auf  welches  mich  die 
Theorie  der  algebraischen  Invarianten  geführt  hat. 


13.  Unmöglichkeit  der  Lösung  der  aUgemeinen  Gleichung  7ten  Grades 
mittelst  Funktionen  von  nur  2 Argumenten. 

Die  Nomographie*)  hat  die  Aufgabe,  Gleichungen  mittelst  ge- 
zeichneter Kurvenscharen  zu  lösen,  die  von  einem  willkürlichen  Para- 
meter abhängen.  Man  sieht  sofort,  dafs  jede  Wurzel  einer  Gleichimg, 
deren  Koeffizienten  nur  von  zwei  Parametern  abhängen,  d.  h.  jede 
Funktion  von  zwei  unabhängigen  Veränderlichen  auf  mannigfache 


1)  Vgl.  Hilbert:  Über  die  Theorie  der  relativ- Abel’Bchen  Zahlkörper,  Nach- 
richten der  K.  Ges.  d.  Wiss.  am  Göttingen  1898. 

2)  M.  d’Oeagne;  Traitö  de  Nomographie,  Paris  1899. 
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Weise  durch  dieses  der  Nomographie  zu  Grunde  liegende  Prinzip  dar- 
stellbar ist.  Ferner  sind  durch  dieses  Prinzip  allein  ohne  Hinzunahme 
beweglicher  Elemente  oflfenbar  auch  eine  grofse  Klasse  von  Funktionen 
von  drei  und  mehr  Veranderlichen  darstellbar,  nämlich  alle  diejenigen 
Funktionen,  die  man  dadurch  erzeugen  kann,  dafs  man  zunächst  eine 
Funktion  von  zwei  Argumenten  bildet,  dann  jedes  dieser  Argumente 
wieder  gleich  Funktionen  von  zwei  Argumenten  einsetzt,  an  deren 
Stelle  wiederum  Funktionen  von  zwei  Argumenten  treten  u.  s.  f.,  wo- 
bei eine  beliebige  endliche  Anzahl  von  Einschachtelungen  der  Funktionen 
zweier  Argumente  gestattet  ist.  So  gehört  beispielsweise  jede  rationale 
Funktion  von  beliebig  vielen  Argumenten  zur  Klasse  dieser  durch 
nomographische  Tafeln  konstruierbaren  Funktionen;  denn  sie  kann 
durch  die  Prozesse  der  Addition,  Subtraktion,  Multiplikation  und  Di- 
vision erzeugt  werden,  und  jeder  dieser  Prozesse  repräsentiert  eine 
Funktion  von  nur  zwei  Argumenten.  Man  sieht  leicht  ein,  dafs  auch 
die  Wurzeln  aller  Gleichungen,  die  in  einem  natürlichen  Rationalitäts- 
bereiche durch  Wurzelziehen  auflösbar  sind,  zu  der  genannten  Klasse 
von  Funktionen  gehören;  denn  hier  kommt  zu  den  vier  elementaren 
Rechnungsoperationen  nur  noch  der  Prozefs  des  Wurzelziehens  hinzu, 
der  ja  lediglich  eine  Funktion  eines  Argumentes  repräsentiert.  Des- 
gleichen sind  die  allgemeinen  Gleichungen  5 ten  und  6 ten  Grades 
durch  geeignete  nomographische  Tafeln  auflösbar;  denn  diese  können 
durch  solche  Tschirnhausentransformationen,  die  ihrerseits  nur  Aus- 
ziehen von  Wurzeln  verlangen,  in  eine  Form  gebracht  werden,  deren 
Koeffizienten  nur  von  zwei  Parametern  abhängig  sind. 

Wahrscheinlich  ist  nun  die  Wurzel  der  Gleichung  7 ten  Grades 
eine  solche  Funktion  ihrer  Koeffizienten,  die  nicht  zu  der  genannten 
Klasse  von  Funktionen  gehört,  d.  h.  die  sich  nicht  durch  eine  endliche 
Anzahl  von  Einschachtelungen  von  Funktionen  zweier  Argumente  er- 
zeugen lälst.  Um  dieses  einzusehen,  wäre  der  Nachweis  dafür  nötig, 
dafs  die  Gleichung  7 ten  Grades 

r + xr  + yr  + if+\  = o 

nicht  mit  Hilfe  heliehiger  stetiger  Funktionen  von  nur  zteei  Argummia^ 
lösbar  ist.  Dafs  es  überhaupt  analytische  Funktionen  von  drei  Argu- 
menten Xy  y,  z giebt,  die  nicht  durch  endlich-malige  Verkettung  von 
Funktionen  von  nur  zwei  Argumenten  erhalten  werden  können,  davon 
habe  ich  mich,  wie  ich  noch  bemerken  möchte,  durch  eine  strenge 
Überlegung  überzeugt. 

Durch  Hinzunahme  beweglicher  Element«  gestattet  die  Nomographie 
auch  die  Konstruktion  von  Funktionen  mit  mehr  als  zwei  Argumenten 
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— wie  dies  kürzlich  M.  d’Ocagne^)  hinsichtlich  der  Gleichung  7 ten 
Grades  gezeigt  hat. 


14.  Nachweis  der  Endlichkeit  gewisser  voller  Fnnktionensysteme. 


In  der  Theorie  der  algebraischen  Invarianten  verdienen,  wie  mir 
scheint,  die  Fragen  nach  der  Endlichkeit  voller  Formensysteme  ein 
besonderes  Interesse.  Es  ist  neuerdings  L.  Maurer*)  gelungen,  die 
von  P.  Gordan  und  mir  bewiesenen  Endlichkeitssätze  der  Invarianten- 
theorie auf  den  Fall  auszudehnen,  dafs  nicht,  wie  in  der  gewöhnlichen 
Invariantentheorie,  die  allgemeine  projektive  Gruppe,  sondern  eine  be- 
liebige Untergruppe  der  Definition  der  Invarianten  zu  Grunde  gelegt 
wird.  Einen  wesentlichen  Schritt  in  dieser  Richtung  hatte  bereits 
vorher  A.  Hurwitz*)  gethan,  indem  es  ihm  durch  ein  sinnreiches 
Verfahren  gelang,  den  Nachweis  der  Endlichkeit  der  orthogonalen  In- 
varianten einer  beliebigen  Gnmdfomi  aUgemein  zu  führen. 

Die  Beschäftigung  mit  der  Frage  nach  der  Endlichkeit  der  In- 
varianten hat  mich  auf  ein  einfaches  Problem  geführt,  welches  jene 
Frage  nach  der  Endlichkeit  der  Invarianten  als  besonderen  Fall  in 
sich  enthält,  und  zu  dessen  Lösung  wahrscheinlich  eine  erheblich 
feinere  Ausbildung  der  Theorie  der  Elimination  und  der  Kro- 
neckerschen  algebraischen  Modulsysteme  nötig  ist,  als  sie  bisher  ge- 
lungen ist. 

Es  seien  eine  Anzahl  m von  ganzen  rationalen  Funktionen  X, , 
Aj,  .. X^  der  n Variabein  x^,  . . .,  irr  vorgelegt: 

Xi  = /i  . . ., 

X2  = /j  (xi , . . . , x^^ , 


•> 


»„)• 


Jede  ganze  rationale  Verbindung  von  X^,  . . .,  wird  offenbar  durch 
Eintragung  dieser  Ausdrücke  notwendig  stets  eine  ganze  rationale 
Funktion  von  x^y  . . .,  x^^.  Es  kann  jedoch  sehr  wohl  gebrochene  ra- 
tionale Funktionen  von  Xj,  . . .,  X,„  geben,  die  nach  Ausführung  jener 
Substitution  (S)  zu  ganzeti  Funktionen  in  x^y  . . .,  werden.  Eine 
jede  solche  rationale  Funktion  von  X^,  . . .,  X„,,  die  nach  Ausführung 


1)  Sur  la  rdsolution  nomographique  de  Pt^quation  du  septieme  degrd.  Comptes 
rendua,  Paria  1900. 

2)  Vgl.  Sitzungsberichte  der  K.  Akademie  der  Wisa.  zu  München  1899  und 
eine  demnächst  in  den  mathematischen  Annalen  erscheinende  Arbeit. 

3)  Über  die  Erzeugung  der  Invarianten  durch  Integration.  Nachr.  der 
E.  Gea.  der  Wiss.  zu  Güttingen  1897. 
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der  Substitution  (S)  ganz  in  wird,  möchte  ich  eine  reiativ- 

gansse  Funktion  von  nennen.  Jede  ganze  Funktion  von 

Xj,  ...  X^  ist  offenbar  auch  relativganz;  ferner  ist  die  Summe,  die 
Differenz  und  das  Produkt  relativganzer  Funktionen  stets  wiederum 
relativganz. 

Das  entstehende  Problem  ist  nun:  zu  entscheiden,  ob  es  stets  mög- 
lich ist,  ein  eyidliches  System  vm  relativganzen  Funktionen  von 
Xj , . . . , X^,  aufzufinden,  durch  die  sich  jede  andere  relativganze  Funktion 
von  Xj,  . . .,  X^  in  ganzer  rationaler  Weise  zusammensetzen  läfst.  Wir 
können  das  Problem  noch  einfacher  formulieren,  wenn  wir  den  Begriff 
des  endlichen  Integritätsbcrciches  einführen.  Unter  einem  endlichen 
Integritätsbereiche  möchte  ich  ein  solches  System  von  Funktionen 
verstehen,  aus  welchem  sich  eine  endliche  Anzahl  von  Funktionen 
auswählen  läfst,  mit  deren  Hilfe  alle  übrigen  Funktionen  des  Systems 
in  ganzer  rationaler  Weise  ausdrückbar  sind.  Unser  Problem  läuft 
dann  darauf  hinaus,  zu  zeigen,  dafs  die  sämtlichen  relativganzen  Funk- 
tionen eines  beliebigen  Rationalitätsbereiches  stets  einen  endlichen 
Integritätsbereich  bilden. 

Es  liegt  auch  nahe,  das  Problem  zahlentheoretisch  zu  verfeinern, 
indem  man  die  Koeffizienten  der  gegebenen  Funktionen  f^,  . . .,  als 
ganze  rationale  Zahlen  annimmt  und  unter  den  relativganzen  Funktionen 
von  Xi,  . . .,  X,^  nur  solche  rationale  Funktionen  dieser  Argumente 
versteht,  die  nach  Ausführung  jener  Substitution  (S)  ganze  rationale 
Funktionen  von  • • •;  ganzen  rationalen  Koeffizienten 

werden. 

Ein  besonderer  einfacher  Fall  dieses  verfeinerten  Problems  ist  der 
folgende:  Gegeben  seien  m ganze  rationale  Funktionen  X^,  ...,  X,„ 
der  einen  Veränderlichen  x mit  ganzen  rationalen  Koeffizienten  und 
ferner  eine  Primzahl  p.  Man  betrachte  das  System  derjenigen  ganzen 
rationalen  Funktionen  von  x,  welche  sich  in  der  Gestalt 

XJ 

pH 

darstellen  lassen,  wo  G eine  ganze  rationale  Funktion  der  Argumente 
Xj,  . . .,  X^  und  pf'  irgend  eine  Potenz  der  Primzahl  p ist.  Frühere 
Untersuchungen  von  mir’)  zeigen  dann  unmittelbar,  dafs  alle  solchen 
Ausdrücke  bei  bestimmten  Exponenten  h einen  endlichen  Integritäts- 
bereich bilden;  die  Frage  ist  aber  hier,  ob  das  Gleiche  auch  für  alle 
Exponenten  h zugleich  gilt,  d.  h.  ob  sich  eine  endliche  Anzahl  von 
solchen  Ausdrücken  auswählen  läfst,  durch  die  jeder  andere  Ausdruck 

1)  Mathematische  Annalen  86,  485. 
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von  jener  Gestalt  für  irgend  einen  Exponenten  h ganz  und  rational 
darstellbar  ist 

Ans  den  Grenzgebieten  zwischen  Algebra  und  Geometrie  möchte 
ich  zwei  Probleme  nennen:  das  eine  betrifft  den  geometrischen  Ab- 
zahlungskalkül  und  das  zweite  die  Topologie  algebraischer  Kurven  und 
Flächen. 

15.  Strenge  Begründung  von  Schuberts  Abzählnngskalkül. 

Das  Problem  besteht  darin,  diejenigen  geomelrischen  Anzahlen  strenge 
und  unter  genauer  Feststellung  der  Grenzen  ihrer  Gültigkeit  zu  beweisen, 
die  insbesondere  Schubert^)  auf  Grund  cfes  sogenannten  Prinzips  der 
speziellen  Lage  oder  der  Erhaltung  der  Anzahl  mittelst  des  von  ihm 
ausgebildeten  Abzählungskalküls  bestimmt  hat.  Wenn  auch  die  heutige 
Algebra  die  Durchführbarkeit  der  Eliminationsprozesse  im  Prinzip 
gewährleistet,  so  ist  zum  Beweise  der  Sätze  der  abzählenden  Geometrie 
erheblich  mehr  erforderlich,  nämlich  die  Durchführung  der  Elimination 
bei  besonders  geformten  Gleichungen  in  der  Weise,  dafs  der  Grad 
der  Endgleichungen  und  die  Vielfachheit  ihrer  Lösungen  sich  voraus- 
sehen läfst 

16.  Problem  der  Topologie  algebraischer  Kurven  und  Flächen. 

Die  Maximalzahl  der  geschlossenen  und  getrennt  liegenden  Züge, 
welche  eine  ebene  algebraische  Kurve  nter  Ordnung  haben  kann,  ist 
von  Harnack*)  bestimmt  worden;  es  entsteht  die  weitere  Frage  nach 
der  gegenseitigen  Lage  der  Kurvenzüge  in  der  Ebene.  Was  die  Kurven 
6ter  Ordnung  angeht,  so  habe  ich  mich  — freilich  auf  einem  recht 
umständlichen  Wege  — davon  überzeugt,  dafs  die  11  Züge,  die  sie  nach 
Harnack  haben  kann,  keinesfalls  sämtlich  aufserhalb  von  einander 
verlaufen  dürfen,  sondern  dals  ein  Zug  existieren  mufs,  in  dessen 
Innerem  ein  Zug  und  in  dessen  Aufserem  neun  Züge  verlaufen  oder  um- 
gekehrt. Eine  gründliche  Untersuchung  der  gegenseitigen  Lage  bei  der 
Maximalzahl  von  getrennten  Zügen  scheint  mir  ebenso  sehr  von  Interesse 
r«  sein,  wie  die  entsprechende  Untersuchung  über  die  Anzahl,  Gestalt 
und  Lage  der  Mäntel  einer  algebraischen  Fläche  im  Raume  — ist  doch 
bisher  noch  nicht  einmal  bekannt,  wieviel  Mäntel  eine  Fläche  4 ter 
Ordnung  des  dreidimensionalen  Raumes  im  Maximum  wirklich  besitzt.®) 

1)  Kalkül  der  abzählenden  Geometrie.  Leipzig  1879. 

2)  Mathematische  Annalen  10. 

3)  Vgl.  Rohn:  Flächen  vierter  Ordnung,  Preisschriften  der  Fürstlich  Jablo- 
nowökischen  Gesellschaft,  Leipzig  1886. 
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Im  Anschlufs  an  dieses  rein  algebraische  Problem  möchte  ich 
eine  Frage  aufwerfen,  die  sich,  wie  mir  scheint,  mittelst  der  nämlichen 
Methode  der  kontinuierlichen  Koeffizientenänderung  in  Angriff  nehmen 
läfst,  und  deren  Beantwortung  für  die  Topologie  der  durch  Differential- 
gleichungen definierten  Kurvenscharen  von  entsprechender  Bedeutung 
ist  — nämlich  die  Frage  nach  der  Maximcdzahl  und  Laye  der  Poin- 
carescJien  Grrenzcyklen  (cycles  limites)  für  eine  Differentialgleichung 
erster  Ordnung  und  ersten  Grades  von  der  Form: 

y 

dx~  X* 

wo  X,  Y ganze  rationale  Funktionen  n ten  Grades  in  a:,  y sind,  oder  in 
homogener  Schreibweise 


wo  X,  Y,  Z ganze  rationale  homogene  Funktionen  n ten  Grades  ?on 
Xy  y,  z bedeuten  und  diese  als  Funktionen  des  Parameters  t zu  be- 
stimmen sind. 

17.  Darstellnng  definiter  Formen  durch  Quadrate. 

Definit  heilst  eine  solche  ganze  rationale  Funktion  oder  Form  be- 
liebig vieler  Veränderlichen  mit  reellen  Koeffizienten,  die  fär  keine 
reellen  Werte  dieser  Veränderlichen  negativ  ausfällt.  Das  System  aller 
definiten  Funktionen  verhält  sich  invariant  gegenüber  den  Operationen 
der  Addition  und  der  Multiplikation;  aber  auch  der  Quotient  zweier 
definiten  Funktionen  ist  — sofern  er  eine  ganze  Funktion  der  Veränder- 
lichen wird  — eine  definite  Form.  Das  Quadrat  einer  jeden  beliebigen 
Form  ist  offenbar  stets  eine  definite  Form;  da  aber,  wie  ich  gezeigt 
habe^),  nicht  jede  definite  Form  durch  Addition  aus  Formenquadraten 
zusammengesetzt  werden  kann,  so  entsteht  die  Frage  — die  ich  für 
den  Fall  ternärer  Formen  in  bejahendem  Sinne  entschieden  habe*)  — ; 
oh  nicht  jede  definite  Form  als  Quotient  von  Summen  von  Fomm- 
quadraten  dargesiellt  uerden  kann.  Zugleich  ist  es  für  gewisse  Fragen 
hinsichtlich  der  Möglichkeit  gewisser  geometrischer  Konstruktionen 
wünschenswert,  zu  wissen,  ob  die  Koeffizienten  der  bei  der  Darstellung 
zu  verwendenden  Formen  stets  in  demjenigen  Rationalitätsbereiche  an- 
genommen werden  dürfen,  der  durch  die  Koeffizienten  der  dargestellten 
Form  gegeben  ist.*) 

1)  Mathematische  Annalen  82. 

2)  Acta  mathematica  17. 

3)  Vgl.  Hilbert:  Grundlage  der  Geometrie,  Leipzig  1899,  Kap.  VII,  ins- 
besondere § 38. 
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Ich  neune  noch  eine  geometrische  Aufgabe. 

18.  Aufbau  des  Raumes  aus  kontenten  Polyedern. 

Wenn  man  nach  denjenigen  Gruppen  von  Bewegungen  in  der 
Ebene  fragt,  für  die  ein  Fundamentalbereich  existiert,  so  fällt  bekannt- 
lich die  Antwort  sehr  verschieden  aus,  je  nachdem  die  betrachtete  Ebene  die 
Riemannsche  (elliptische).  Euklidische  oder  Lobatschefskijsche 
(hyperbolische)  ist.  Im  Falle  der  elliptischen  Ebene  giebt  es  eine 
endliche  Anzahl  wesentlich  verschiedener  Arten  von  Fundamental- 
bereichen, und  es  reicht  eine  endliche  Anzahl  von  Exemplaren  kon- 
gruenter Bereiche  zur  lückenlosen  Überdeckung  der  ganzen  Ebene  aus: 
die  Gruppe  besteht  eben  nur  aus  einer  endlichen  Anzahl  von  Be- 
wegungen. Im  Falle  der  hyperbolischen  Ebene  giebt  es  eine  unend- 
liche Anzahl  wesentlich  verschiedener  Arten  von  Fundamentalbereichen, 
nämlich  die  bekannten  Poincareschen  Polygone;  zur  lückenlosen 
Überdeckung  der  Ebene  ist  eine  unendliche  Anzahl  von  Exemplaren 
kongruenter  Bereiche  notwendig.  Der  Fall  der  Euklidischen  Ebene 
steht  in  der  Mitte;  denn  in  diesem  Falle  giebt  es  nur  eine  enälicJie 
Anzahl  von  wesentlich  verschiedenen  Arten  von  Bewegungsgruppen 
mit  Fundamentalbereich;  aber  zur  lückenlosen  Überdeckimg  der  ganzen 
Ebene  ist  eine  unendliche  Anzahl  von  Exemplaren  kongruenter  Be- 
reiche notwendig. 

Genau  die  entsprechenden  Thatsachen  gelten  auch  im  dreidimen- 
sionalen Raume.  Die  Thatsache  der  Endlichkeit  der  Bewegimgsgruppen 
im  elliptischen  Raume  ist  eine  unmittelbare  Folge  eines  fundamentalen 
Satzes  von  C.  Jordan^),  wonach  die  Anzahl  der  wesentlich  ver- 
schiedenen Arten  von  endlichen  Gruppen  linearer  Substitutionen  mit 
« Veränderlichen  eine  gewisse  endliche,  von  n abhängige  Grenze  nicht 
überschreitet.  Die  Bewegungsgruppen  mit  Fundamentalbereich  im  hy- 
perbolischen Raume  sind  von  Fr  icke  und  Klein  in  den  Vorlesungen 
über  die  Theorie  der  automorphen  Funktionen*)  untersucht  worden, 
and  endlich  haben  Fedorow*),  Schoenflies*)  und  neuerdings  Rohn^) 
den  Beweis  dafür  erbracht,  dafs  es  im  Euklidischen  Raume  nur  eine 
endliche  Zahl  wesentlich  verschiedener  Arten  von  Bewegungsgruppen 


1)  Journal  für  Mathematik  84  (1878)  und  Atti  della  Reale  Accadeinia  di 
Napoli  1880. 

2)  Leipzig  1897.  Vgl.  insbesondere  Abschnitt  I,  Kap.  2—3. 

3)  Symmetrie  der  regelmäfsigen  Systeme  von  Figuren  1890. 

4)  Krystallsysteme  imd  Kry  stall  Struktur,  Leipzig  1891. 

5)  Mathematische  Annalen  58. 

Archir  der  Mathematik  und  Pbjrtik.  lH.  Beihe.  I,  16 
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mit  Fundamentalbereich  giebt.  Während  nun  die  den  elliptischen  und 
hyperbolischen  Raum  betrejBFenden  Resultate  und  Beweismethoden  un- 
mittelbar auch  für  den  ti-dimensionalen  Raum  Geltung  haben,  so 
scheint  die  Verallgemeinerung  des  den  Euklidischen  Raum  betreffenden 
Satzes  erhebliche  Schwierigkeiten  zu  bieten,  und  es  ist  daher  die  Unter- 
suchung der  Frage  wünschenswert,  ob  es  aucfi  im  n^hnensionalen  Eu- 
klidischen Baume  nur  eine  endliche  Anzahl  wesentlich  verschiedener 
Arten  von  Bewegungsgruftpen  mit  Fundamentalbereich  gicht 

Ein  Fundamentalbereich  einer  jeden  Bewegungsgruppe  zusammen 
mit  den  kongruenten,  aus  der  Gruppe  entspringenden  Bereichen  liefert 
offenbar  eine  lückenlose  Überdeckung  des  Raumes.  Es  erhebt  sich  die 
Frage,  ob  ferner  auch  solche  Polyeder  existieren,  die  nicht  als  Funda- 
metüalbereiche  von  Bewegungsgruppen  auftreten,  und  mittelst  derer  dennoch 
durch  geeignete  Aneinanderlagerung  kongruenter  Exemplare  eine  lückenlose 
Erfüllung  des  ganzen  Baumes  möglich  ist.  Ich  weise  auf  die  hiermit 
in  Zusammenhang  stehende,  für  die  Zahlentheorie  wichtige  und  vielleicht 
auch  der  Physik  und  Chemie  einmal  Nutzen  bringende  Frage  hin,  wie 
man  unendlich  viele  Körper  von  der  gleichen  vorgeschriebenen  Gestalt, 
etwa  Kugeln  mit  gegebenem  Radius  oder  reguläre  Tetraeder  mit  ge- 
gebener Kante  (bez.  in  vorgeschriebener  Stellung),  im  Raume  am  dich- 
testen einbetten,  d.  h.  so  lagern  kann,  dafs  das  Verhältnis  des  erfüllten 
Raumes  zum  nicht  erfüllten  Raume  möglichst  grofs  ausfällt. 


Überblicken  wir  die  Entwickelung  der  Theorie  der  Funktionen 
im  letzten  Jahrhundert,  so  bemerken  wir  vor  allem  die  fundamentale 
Rolle  deijenigen  Klasse  von  Funktionen,  die  wir  heute  als  ana- 
lytische Funktionen  bezeichnen  — eine  Klasse  von  Funktionen,  die 
wohl  dauernd  im  Mittelpunkt  des  mathematischen  Interesses  stehen 
wird. 

Wir  können  nach  sehr  verschiedenen  Gesichtspunkten  aus  der 
Fülle  aller  denkbaren  Fimktionen  umfassende  EJassen  herausheben,  die 
einer  besonders  eingehenden  Untersuchung  würdig  sind.  Betrachten 
wir  beispielsweise  die  Klasse  derjenigen  Funktionen,  die  sich  durch 
gewöhnliche  oder  partielle  algebraische  Differentialgleichungen  charak- 
terisieren lassen.  In  dieser  Klasse  von  Funktionen  kommen,  wie  wir 
sofort  bemerken,  gerade  solche  Funktionen  nicht  vor,  die  aus  der 
Zahlentheorie  stammen  und  deren  Erforschung  für  uns  von  höchster 
Wichtigkeit  ist.  Beispielsweise  genügt  die  schon  früher  erwähnte 
Funktion  ^s)  keiner  algebraischen  Differentialgleichung,  wie  man 
leicht  mit  Hilfe  der  bekannten  Relation  zwischen  ^s)  und  §(1  — s) 
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erkennen  kann,  wenn  man  den  von  Holder^)  bewiesenen  Satz  benutzt, 
dafs  die  Funktion  r(x)  keine  algebraische  Diflferentialgleichung  be- 
friedigt. Ferner  genügt  die  durch  die  unendliche  Reihe 

/|»8  0*4 

§ (s,  a;)  = a:  -j-  + gi  + p-  + • * * 

definierte  Funktion  der  beiden  Veränderlichen  s und  x,  die  zu  jener 
Funktion  in  enger  Beziehung  steht,  wahrscheinlich  keiner  par- 

tiellen algebraischen  Differentialgleichung;  bei  der  Untersuchung  dieser 
Frage  wird  man  die  Fimktionalgleichimg  zu  benutzen  haben: 

Wenn  wir  andererseits,  was  aus  arithmetischen  und  geometrischen 
Gründen  nahe  liegt,  die  Klasse  aller  derjenigen  Funktionen  betrachten, 
tcelche  stetig  und  unbegrenzt  differentiierhar  sind,  so  würden  wir  bei 
deren  Untersuchung  auf  das  gefügige  Werkzeug  der  Potenzreihe  und 
auf  den  Umstand  verzichten  müssen,  dafs  die  Funktion  durch  die 
Wertezuordnung  in  jedem  beliebig  kleinen  Gebiet  völlig  bestimmt  ist. 
Während  also  die  vorige  Abgrenzung  des  Funktionsgebietes  zu  eng 
war,  erscheint  uns  diese  als  zu  weit. 

Der  Begriff  der  analytischen  Funktion  dagegen  nimmt  in  sich 
den  ganzen  Reichtum  der  für  die  Wissenschaft  wichtigsten  Funktionen 
auf,  mögen  sie  aus  der  Zahlentheorie,  aus  der  Theorie  der  Differential- 
gleichungen oder  der  algebraischen  Funktionalgleichungen,  mögen  sie 
aus  der  Geometrie  oder  der  mathematischen  Physik  stammen;  und  so 
fuhrt  mit  Recht  die  analytische  Funktion  im  Reiche  der  Funktionen 
die  unbedingte  Herrschaft. 


19.  Sind  die  Lösnngen  regulärer  Variationsprobleme  stets  notwendig 

analytisch? 

Eine  der  begrifflich  merkwürdigsten  Thatsachen  in  den  Elementen 
der  Theorie  der  analytischen  Funktionen  erblicke  ich  darin,  dafs  es 
partielle  Differentialgleichungen  giebt,  deren  Integrale  sämtlich  not- 
wendig analytische  Funktionen  der  unabhängigen  Variabein  sind,  die 
also,  kurz  gesagt,  nur  analytischer  Lösungen  fähig  sind.  Die  be- 
kanntesten partiellen  Differentialgleichungen  dieser  Art  sind  die 
Potentialgleichung 

cx^  ' oy 


1)  Mathematische  Annalen  28. 
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und  gewisse  von  Picard^)  untersuchte  lineare  Differentialgleichungen, 
ferner  die  Differentialgleichung 


ax* 


die  partielle  Differentialgleichung  der  Minimaldäche  und  andere.  Die 
Mehrzahl  dieser  partiellen  Differentialgleichungen  haben  als  Merkmal 
mit  einander  gemein,  dafs  sie  die  Lagrangeschen  Differential- 
gleichungen gewisser  Variationsprobleme  sind  und  zwar  solcher  Va- 
riationsprobleme : 

JfF(.p,  q,  n-,  X,  y)  dxdy  - Minimum  [i’  = “ 1^]’ 


bei  denen  für  alle  in  Fr^je  kommenden  Argumente  die  Ungleichung 

a»Fa*F  /c'F\*^  ,, 

dp'dq*  Kcpdq)^ 

gilt,  während  F selbst  eine  analytische  Funktion  ist.  Wir  wollen  ein 
solches  Variationsproblem  ein  reguläres  Variationsproblem  nennen. 
Die  regulären  Variationsprobleme  sind  es  vornehmlich,  die  in  der  Geo- 
metrie, Mechanik  und  mathematischen  Physik  eine  Rolle  spielen,  und 
es  liegt  die  Frage  nahe,  ob  alle  Lösüngen  regulärer  Variationsprobleme 
stets  notwendig  analytische  Funktionen  sein  müssen,  d.  h.  ob  jede 
Lagrangesche  pa/rtieUe  Differentialgleichung  eines  regtdären  Variati^is- 
probletns  die  Eigenschaft  hat,  dafs  sie  nur  analytische  Integrale  zuläfst 
— selbst,  wenn  man,  wie  bei  dem  Dirichletschen  Potentialprobleme, 
der  Funktion  irgend  welche  stetige,  aber  nicht  analytische  Randwerte 
aufzwingt. 

Ich  bemerke  noch,  dafs  es  beispielsweise  Flächen  von  negativer 
konstanter  G aufsscher  Krümmung  giebt,  die  durch  stetige  und  fort- 
gesetzt differentiierbare,  aber  nicht  analytische  Funktionen  dargestellt 
werden,  während  wahrscheinlich  jede  Fläche  von  positiver  konstanter 
G aufs  scher  Krümmung  stets  notwendig  eine  analytische  Fläche  sein 
mufs.  Bekanntlich  stehen  ja  auch  die  Flächen  positiver  konstanter 
Krümmung  in  engster  Verbindung  mit  dem  regulären  Variationsproblem, 
durch  eine  geschlossene  Raumkurve  eine  Fläche  kleinsten  Flächen- 
inhaltes zu  legen,  die  mit  einer  festen  Fläche  durch  die  nämliche 
Raumkurve  ein  gegebenes  Volumen  abschliefst. 


20.  Allgemeines  Randwertproblem. 

Ein  wichtiges  Problem,  welches  mit  dem  eben  genannten  in  engem 
Zusammenhänge  steht,  ist  die  Frage  nach  der  Existenz  von  Lösungen 

1)  Journal  de  l’^cole  Polyteclinique  18Ö0. 
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von  partiellen  Differentialgleichungen  mit  vorgeschriebenen  Randwerten. 
Die  scharfsinnigen  Methoden  von  H.  A.  Schwarz,  C.  Neumann  und 
Poincare  haben  dieses  Problem  für  die  Differentialgleichung  des  Po- 
tentials im  wesentlichen  gelöst;  doch  erscheinen  diese  Methoden  im 
allgemeinen  nicht  unmittelbar  der  Ausdehnung  fähig  auf  den  Fall,  in 
dem  am  Rande  die  Differentialquotienten  oder  Beziehungen  zwischen 
diesen  und  den  Werten  der  Funktion  vorgeschrieben  sind,  oder  wenn 
es  sich  nicht  um  Potentialflächen  handelt,  sondern  etwa  nach  Flächen 
kleinsten  Flächeninhalt«  oder  nach  Flächen  mit  konstanter  positiver 
Gaufsscher  Krümmung  gefragt  wird,  die  durch  eine  vorgelegte  Raum- 
knire  hindurch  laufen  oder  über  eine  gegebene  Ringfläche  zu  spannen 
sind.  Ich  bin  überzeugt,  dafs  es  möglich  sein  wird,  diese  Existenz- 
beweise durch  einen  allgemeinen  Grundgedanken  zu  führen,  auf  den 
das  Dirichletsche  Prinzip  hinweist,  und  der  uns  dann  vielleicht  in 
den  Stand  setzen  wird,  der  Frage  näher  zu  treten,  oh  nicht  jedes  reguläre 
Tariationsprohlem  eine  Lösung  besitzt,  sobald  hinsichtlich  der  gegebenen 
Grenzbedingungen  gewisse  Annahmen  — etwa  die  Stetigkeit  und  stück- 
weise öftere  Differentiierbarkeit  der  für  die  Randbedingungen  mafs- 
gebenden  Funktionen  — erfüllt  sind  und  nötigenfalls  der  Begriff  der 
Lösung  eine  sinngemäfse  Erweiterung  erfährt^) 

21.  Beweis  der  Existenz  linearer  Differentialgleichungen  mit 
vorgeschriebener  Monodromiegmppe. 

Aus  der  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen  mit  einer 
unabhängigen  Veränderlichen  z möchte  ich  auf  ein  wichtiges  Problem 
hinweisen,  welches  wohl  bereits  Riemann  im  Sinne  gehabt  hat,  und 
welches  darin  besteht,  zu  zeigen,  dafs  es  stets  eine  lineare  Differential- 
gleichung  der  Fuchs  sehen  Klasse  mit  gegebenen  singulären  Stellen  und 
eitler  gegebenen  Monodromiegruppe  giebt.  Die  Aufgabe  verlangt  also  die 
Auffindung  von  n Funktionen  der  Variabein  z,  die  sich  überall  in  der 
komplexen  * -Ebene  regulär  verhalten,  aufser  etwa  in  den  gegebenen 
singulären  Stellen:  in  diesen  dürfen  sie  nur  von  endlich  hoher  Ordnung 
unendlich  werden,  und  beim  Umlauf  der  Variabein  z um  dieselben  er- 
fahren sie  die  gegebenen  linearen  Substitutionen.  Die  Existenz  solcher 
Differentialgleichungen  ist  durch  Konstantenzählung  wahrscheinlich  ge- 
macht worden,  doch  gelang  der  strenge  Beweis  bisher  nur  in  dem 
besonderen  Falle,  wo  die  Wurzeln  der  Fundamentalgleichungen  der 
gegebenen  Substitutionen  sämtlich  vom  absoluten  Betrage  1 sind. 

1)  Vgl.  meinen  Vortrag  Aber  das  Dirichletsche  Prinzip.  Jahresbericht  der 
Deutschen  Mathematiker -Vereinigung  VIII  1900,  S.  184. 


230 


D.  Hilbert; 


Diesen  Beweis  hat  L.  Schlesinger^)  auf  Grund  der  Poincareschen 
Theorie  der  Fuchs  sehen  Funktionen  erbracht.  Es  würde  offenbar 
die  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen  ein  wesentlich  ab- 
geschlosseneres Bild  zeigen,  wenn  die  allgemeine  Erledigung  des  be- 
zeichneten  Problems  gelänge. 

22.  ünifomisienrng  analytischer  Beziehungen  mittelst  automorpher 

Funktionen. 

Wie  Poincare  zuerst  bewiesen  hat,  gelingt  die  Uniformisierung 
einer  beliebigen  algebraischen  Beziehung  zwischen  zwei  Variabein 
stets  durch  automorphe  Funktionen  einer  Variabein,  d.  h.  wenn  eine 
beliebige  algebraische  Gleichung  zwischen  zwei  Variabein  vorgelegt  ist, 
so  lassen  sich  für  dieselben  stets  solche  eindeutigen  automorphen 
Funktionen  einer  Variabein  finden,  nach  deren  Einsetzung  die  alge- 
braische Gleichung  identisch  in  dieser  Variabein  erfüllt  ist.  Die  Ver- 
allgemeinerung dieses  fundamentalen  Satzes  auf  nicht  algebraische, 
sondern  beliebige  analytische  Beziehungen  zwischen  zwei  Variabein  hat 
Poincare*)  ebenfalls  mit  Erfolg  in  Angriff  genommen  und  zwar  auf 
einem  völlig  anderen  Wege,  als  derjenige  war,  der  ihn  bei  dem  anfangs 
genannten  speziellen  Probleme  zum  Ziele  führte.  Aus  Poincares 
Beweis  für  die  Möglichkeit  der  Uniformisienmg  einer  beliebigen  ana- 
lytischen Beziehung  zwischen  zwei  Variabein  geht  jedoch  noch  nicht 
hervor,  ob  es  möglich  ist,  die  eindeutigen  Funktionen  der  neuen  Va- 
riabein so  zu  wählen,  dafs,  während  diese  Variable  das  reguläre 
Gebiet  jener  Funktionen  durchläuft,  auch  wirklich  die  Gesamtheit  aller 
regulären  Stellen  des  vorgelegten  analytischen  Gebildes  zur  Darstellimg 
gelangt.  Vielmehr  scheinen  in  Poincares  Untersuchungen,  abgesehen 
von  den  Verzweigungspunkten,  noch  gewisse  andere,  im  allgemeinen 
unendlich  viele  diskrete  Stellen  des  vorgelegten  analytischen  Gebildes 
ausgenommen  zu  sein,  zu  denen  man  nur  gelangt,  indem  man  die  neue 
Variable  gewissen  Grenzstellen  der  Funktionen  nähert.  Ehie  Klärutu 
und  Losung  dieser  Schivierigl-eit  scheint  mir  in  Anbetracht  de, 
fundamentalen  Bedeutung  der  Poincareschen  Fragestellung  äufsersi 
wünschenswert. 

Im  Anschlufs  an  dieses  Problem  bietet  sich  das  Problem  der 
Uniformisienmg  einer  algebraischen  oder  beliebigen  analytischen  Be- 
ziehung zwischen  drei  oder  mehr  komplexen  Veränderlichen  — ein 

1)  Handbuch  der  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen,  Bd.  2,  Teil  2, 
Nr.  366. 

2)  Bulletin  de  la  Soci^t^  Math^matique  de  France  XI,  1883. 
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Problem,  das  bekanntlich  in  zahlreichen  besonderen  Fällen  lösbar  ist, 
und  für  welches  die  neueren  Untersuchungen  von  Picard  über  alge- 
braische Funktionen  von  zwei  Variabein  als  willkommene  imd  bedeut- 
same Vorarbeiten  in  Anspruch  zu  nehmen  sind. 

23.  Weiterfahnmg  der  Methoden  der  Variationsrechnung. 

Bisher  habe  ich  im  allgemeinen  möglichst  bestimmte  nnd  spezielle 
Probleme  genannt,  in  der  Erwägung,  dafs  es  gerade  die  bestimmten 
und  speziellen  Probleme  sind,  die  uns  am  meisten  anziehen  und  von 
denen  oft  der  nachhaltige  EinfiuTs  auf  die  Gesamtwissenschaft  aus- 
geht Dennoch  möchte  ich  mit  einem  allgemeinen  Probleme  schliefsen, 
nämlich  mit  dem  Hinweise  auf  eine  Disziplin,  die  bereits  mehrmals 
in  meinem  Vortrage  Erwähnung  fand  — eine  Disziplin,  die  trotz  der 
erhebhchen  Förderung,  die  sie  in  neuerer  Zeit  durch  Weierstrafs  er- 
fahren hat,  dennoch  nicht  die  allgemeine  Schätzung  geniefst,  die  ihr 
meiner  Ansicht  nach  zukommt  — ich  meine  die  Variationsrechnung.^) 
Die  geringe  Verbreitung  dieser  Disziplin  ist  vielleicht  zum  Teil  durch 
den  bisherigen  Mangel  an  neueren  zuverlässigen  Lehrhüchem  ver- 
schuldet. Um  so  verdienstvoller  ist  es  daher,  dafs  A.  Kneser*)  in 
einem  jüngst  erschienenen  Werke  die  Variationsrechnimg  nach  den 
neueren  Gesichtspunkten  imd  mit  Berücksichtigung  der  modernen 
Forderungen  der  Strenge  bearbeitet  hat. 

Die  Variationsrechnung  im  weitesten  Sinne  ist  die  Lehre  vom 
Variieren  der  Funktionen  und  erscheint  uns  als  solche  wie  eine  denk- 
notwendige Fortsetzung  der  Differential-  und  Integralrechnung.  So 
aufgefafst,  bilden  beispielsweise  die  Po  in  care  sehen  Untersuchungen 
über  das  Dreikörperproblem  ein  Kapitel  der  Variationsrechnung,  insofern 
darin  Po  in  ca  re  aus  bekannten  Bahnkurven  von  gewisser  Beschaffenheit 
durch  das  Prinzip  des  Variierens  neue  Bahnkurven  von  ähnlicher  Be- 
schaffenheit ableitet. 


1)  Lehrbücher  sind  Moigno-Lindelöf:  „Le9ons  du  calcul  des  variations“, 
Paris  1861  und  A.  Kneser:  „Lehrbuch  der  VariatiouBrechnung“,  Braunschweig  1900. 

2)  BrauuBchweig  1900.  Zur  Charakterisierung  des  Inhaltes  dieses  Werkes 
sei  bemerkt,  dafs  A.  Kneser  bei  den  einfachsten  Problemen  auch  für  den  Fall, 
dafe  eine  Integrationsgrenze  veränderlich  ist,  hinreichende  Bedingungen  des  Ex- 
tremums ableitet  und  die  Enveloppe  einer  Schar  von  Kurven,  die  den  Differential- 
gleichungen des  Problems  genügen,  benutzt,  um  die  Notwendigkeit  der  Jacobi- 
schen  Bedingungen  des  Extremums  nachzuweisen.  Ferner  sei  hervorgehoben,  dafs 
A.  Kneser  in  seinem  Lehrbuche  die  Weierstrafssche  Theorie  auch  auf  die 
Frage  nach  dem  Extremum  solcher  Gröfsen  anwendet,  die  durch  Differential- 
gleichungen definiert  sind. 
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Den  am  Anfänge  meines  Vortrags  gemachten  ailgemeinen  Be- 
merkimgen  über  Variationsrechnung  füge  ich  hier  eine  kurze  B^ründung 
hinzu. 

Das  einfachste  Problem  der  eigentlichen  Variationsrechnung  besteht 
bekanntlich  darin,  eine  Funktion  y der  Veränderlichen  x derart  zu 
finden,  dafs  das  bestimmte  Integral 

J =/  P r,  = ^1 

(l 

einen  Minimalwert  erhält  im  Vergleich  zu  denjenigen  Werten,  die  das 
Integral  annimmt,  wenn  wir  statt  y andere  Funktionen  von  x mit 
den  nämlichen  gegebenen  Anfangs-  und  Endwerten  in  das  bestimmte 
Integral  einsetzen.  Das  Verschwinden  der  ersten  Variation  im  üblichen 
Sinne 

ÖJ  = 0 


liefert  für  die  gesuchte  Funktion  y die  bekannte  Difierentialgleichung 
zweiter  Ordnung 


dFy^ 

dx 


Um  nun  des  Näheren  die  notwendigen  und  hinreichenden  Kriterien  für 
das  Eintreten  des  verlangten  Minimums  zu  untersuchen,  betrachten  wir 
das  Integral 


J*=f{F+(y,-p)F,]dx 


a 


\F=F  ip,  y,  x), 


cF  {p,  y;  x) 

dp 


] 


und  fragen^  wie  darin  p als  Funktion  von  x,  y,  zu  nehmen  ist,  damit 
der  Wert  dieses  Integrals  J*  von  dem  Integrationsw^e , d.  h.  voti  der 
Wahl  der  Funktion  y der  Variabein  x unabhängig  wird.  Das  Integral  J* 
hat  die  Form 

dx, 


WO  A und  B nicht  t/^  enthalten,  und  das  Verschwinden  der  ersten 
Variation 

dJ'*  = 0 


in  dem  Sinne,  den  die  neue  Fragestellung  erfordert,  liefert  die 
Gleichung 

dA  I dB ^ 

dx^  Ty  ~ ^ * 
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d.  h.  wir  erhalten  für  die  Funktion  p der  beiden  Veränderlichen  x,  y 
die  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung 


ex  ' dy 


= 0. 


Die  gewöhnliche  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  (1)  und  die 
eben  gefundene  partielle  Differentialgleichung  (1*)  stehen  zu  einander 
in  engster  Beziehung.  Diese  Beziehung  wird  uns  unmittelbar  deutlich 
durch  die  folgende  einfache  Umformung: 


6J*  4-  Fpdp  4-  (dy,  — öp)  Fy  -f  {yx—p)6Fp\  dx 

a 

=/ { 4-  -h  (y*  — p)^Fp]dx 

a 

= + /(yx— i>)  dFpdx. 


Wir  entnehmen  nämlich  hieraus  folgende  Thatsachen:  wenn  wir 
uns  irgend  eine  einfache  Schar  von  Integralkurven  der  gewöhnlichen 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  (1)  verschaffen  und  dann  eme  ge- 
wöhnliche Differentialgleichung  erster  Ordnimg 

(2)  y*  = p y) 

bilden,  die  diese  Integralkurven  ebenfalls  als  Lösungen  zuläfst,  so  ist 
stets  die  Funktion  p{x,  y)  ein  Integral  der  partiellen  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  (1*);  und  umgekehrt,  wenn  p{Xj  y)  irgend 
eine  Lösung  der  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung  (1*) 
bedeutet,  so  sind  die  sämtlichen  nicht  singulären  Integrale  der  ge- 
wöhnlichen Differentialgleichung  erster  Ordnung  (2)  zugleich  Integrale 
der  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  (1);  oder  kurz  ausgedrückt: 
wenn  yx  — p (x,  y)  eine  Integralgleichung  erster  Ordnung  der  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung  (1)  ist,  so  stellt  2>  y)  ©hi  Integral  der 
partiellen  Differentialgleichung  (1*)  dar  und  umgekehrt;  die  Integral- 
kurven der  gewöhnlichen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  (1)  sind 
also  zugleich  die  Charakteristiken  der  partiellen  Differentialgleichung 
erster  Ordnung  (1*). 

In  dem  vorliegenden  Falle  finden  wir  das  nämliche  Resultat  auch 
mittelst  einer  einfachen  Rechnung;  diese  liefert  uns  nämlich  die  in 
' Rede  stehenden  Differentialgleichungen  (1),  bez.  (1*)  in  der  Gestalt 

(0  yXxFy^y^-\-  y^Fy^y  -\-  Fy^  Fy  = 0 j 

bez. 

(!•) 


Cp*  “f"  PPv)  ^PP  "h  P^py  4"  ^px  — ^y  = 
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wo  die  unteren  Indices  in  leichtverständliclier  Schreibweise  die  par- 
tiellen Ableitungen  nach  x,  y,  p,  bedeuten.  Hieraus  leuchtet  die 
Richtigkeit  der  behaupteten  Beziehung  ein. 

Die  vorhin  aufgestellte  und  soeben  bewiesene  enge  Beziehung 
zwischen  der  gewöhnlichen  DifferentiEdgleichung  zweiter  Ordnung  (1) 
und  der  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung  (1*)  ist,  wie 
mir  scheint,  für  die  Variationsrechnung  von  grundlegender  Bedeutung. 
Denn  wegen  der  Unabhängigkeit  des  Integrales  J*  vom  Integrations- 
wege  folgt  nunmehr 

(3)  / 1 F{p)  + (y,  - p)  F,  (p)  I dx  ^fF(^)  dx, 

a a 

wenn  wir  das  Integral  linker  Hand  auf  irgend  einem  Wege  y und  das 

Integral  rechter  Hand  auf  einer  Integralkurve  y der  Differential- 
gleichung 

yx  = p(x,y)  . 

genommen  denken.  Mit  Hilfe  der  Gleichung  (3)  gelangen  wir  zu  der 
Weierstrafsschen  Formel 


W (y*)  äx  =JE (y„  p)  dx, 

a a a 

wo  E den  von  den  4 Argumenten  yl,  p,  y,  x abhängigen  Weierstrafs- 
schen Ausdruck 


p)  = F{y;)  — F{p)  — {y:,  —p)  Fj,{p) 


bezeichnet.  Da  es  hiernach  lediglich  darauf  ankommt,  die  in  Rede 
stehende  Integralkurve  y in  der  Ebene  auf  eindeutige  und  stetige 
Weise  mit  Werten  einer  entsprechenden  Integralfunktion  p {x,  y)  zu 
umgeben,  so  fuhren  die  eben  angedeuteten  Entwickelungen  unmittelbar 
— ohne  Heranziehung  der  zweiten  Variation,  sondern  allein  durch  An- 
wendung des  Polarenprozesses  auf  die  Differentialgleichung  (1)  — zur 
Aufstellung  der  Jaco  bi  sehen  Bedingung  und  zur  Beantwortung  der 
Frage,  inwiefern  diese  Jaco  bi  sehe  Bedingung  im  Verein  mit  der 
Weierstrafsschen  Bedingung  j&>0  für  das  Eintreten  eines  Minimums 
notwendig  und  hinreichend  ist. 

Die  angedeuteten  Entwickelungen  lassen  sich,  ohne  dafs  eine 
weitere  Rechnung  nötig  wäre,  auf  den  Fall  zweier  oder  mehr  gesuchter 
Funktionen,  sowie  auf  den  Fall  eines  Doppel-  oder  mehrfachen  Integrals 
übertragen.  So  liefert  beispielsweise  im  Fall  des  über  ein  gegebenes 
Gebiet  o zu  erstreckenden  Doppelintegrals 


J = fF{z^,  Zy,  Z‘,  X,  y)d(0 
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das  im  üblichen  Sinne  zu  verstehende  Verschwinden  der  ersten  Va- 
riation 

dj=0 


für  die  gesuchte  Funktion  z von  x,  y die  bekannte  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung 


(i) 


dF. 


dFr 


^ -f- 

dx  ' dy 


$ 


= 0 =1^,  F,  =1^,  = 1^1 

L * V dzj‘ 

* W 

Andererseits  betrachten  wir  das  Integral 

J*=J{F+(z.-p)F,  + {z,-q)F,\d«, 
[F=F{p,q,z-,x,y\  F^^»F(.p,q,z;x,y) ^ 

und  fragen  f wie  darin  p und  q als  Funktionen  von  y,  z zu  nehmen 
sind,  damit  der  dieses  Integrals  von  der  Wahl  der  durch  die  ge- 

yebene  geschlossene  Raumkurve  gelegten  Fläche,  d.  h.  von  der  Wahl  der 
Funktion  z der  Variabein  x,  y unabhängig  tvird.  Das  Integral  J*  hat 
die  Form 

J*  =f  { ÄZx  + Bz,j  — C]  dcD, 

und  das  Verschwinden  der  ersten  Variation 


m dem  Sinne,  den  die  neue  Fragestellung  erfordert,  liefert  die  Gleichung 

id  j_  _L  ^ _ 0 

dx  ' dy  ' dz  * 

d.  h.  wir  erhalten  für  die  Funktionen  p und  q der  drei  Variabein  x, 
y,  z die  Differentialgleichung  erster  Ordnung 

dx  dy  dx 

Fugen  wir  zu  dieser  Differentialgleichung  noch  die  aus  den  Gleichungen 

Zx^P  {x,  y,  z),  Zy  = q (x,  y,  z) 
resultierende  partielle  Differentialgleichung 

Py  + qp^  = 3*  + pq» 

hinzu,  so  stehen  die  partielle  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  (I) 
für  die  Funktion  z der  zwei  Veränderlichen  x,  y und  das  simultane 
System  der  zwei  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  (I*)“ 
für  die  zwei  Funktionen  p und  q der  drei  Veränderlichen  x,  y,  z zu 
einander  genau  in  der  analogen  Beziehung,  wie  vorhin  im  Falle  eines 
einfachen  Integrals  die  Differentialgleichungen  (1)  und  (I*). 

Wegen  der  Unabhängigkeit  des  Integrals  J*  von  der  Wahl  der 
Integrationsfläche  z folgt: 

S [F{p,q)-^{zx  — p)  Fj,ip,q)-]r{zy  — q)  F,(p,^))  d(o  =fF{z^,  Zy)d(o, 
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wenn  wir  das  Integral  rechter  Hand  auf  einer  Integralfläche  z der 
partiellen  Differentialgleichungen 

üx^p{x,y,z),  Zy=q{x,y,z) 

genommen  denken,  und  mit  Hilfe  dieser  Formel  gelangen  wir  dann 
sofort  zu  der  Formel 

(IV)  JF{z^,  Zy)d(o  —fF(z^,  Zy)day  =fE(Zr,  Zy,  p,  q)d(o, 

Zy,p,  q)  = F(z^,  ^y)  — F(p,  q)  — iüx—p)Fp(p,  q)—(zy—q)F^(p,  q), 

die  für  die  Variation  der  Doppelintegrale  die  nämliche  Rolle  spielt, 
wie  die  vorhin  angegebene  Formel  (4)  für  die  einfachen  Integrale,  und 
mit  deren  Hilfe  wir  wiederum  die  Frage  beantworten  können,  inwiefern 
die  Jacobische  Bedingung  im  Verein  mit  der  Weierstrafsschen  Be- 
dingung > 0 für  das  Eintreten  eines  Minimums  notwendig  und  hin- 
reichend ist. 

Mit  dieser  Entwickelung  verwandt  ist  die  Modifikation,  in  welcher, 
von  anderen  Gesichtspunkten  ausgehend,  A.  Kneser*)  die  Weier- 
strafssche  Theorie  dargestellt  hat.  Während  nämlich  Weierstrafs 
zur  Ableitung  hinreichender  Bedingungen  des  Extremums  die  durch 
einen  festen  Punkt  gehenden  Integralkurven  der  Gleichung  (1)  benutzt, 
macht  A.  Kneser  von  einer  beliebigen  einfachen  Schar  solcher  Kurven 
Gebrauch  und  konstruiert  zu  jeder  solchen  Schar  eine  für  sie  charak- 
teristische Lösung  derjenigen  partiellen  Differentialgleichung,  welche 
als  Verallgemeinerung  der  Ja  cohi- Hamilton  sehen  anzusehen  ist. 


Die  genannten  Probleme  sind  nur  Proben  von  Problemen;  sie  ge- 
nügen jedoch,  um  uns  vor  Augen  zu  führen,  wie  reich,  wie  mannigfach 
und  wie  ausgedehnt  die  mathematische  Wissenschaft  schon  heute  ist, 
und  es  drängt  sich  uns  die  Frage  auf,  ob  der  Mathematik  einst  bevor- 
steht, was  anderen  Wissenschaften  längst  widerfahren  ist,  nämlich  dafs 
sie  in  einzelne  Teilwissenschaften  zerfällt,  deren  Vertreter  kaum  noch 
einander  verstehen  und  deren  Zusammenhang  daher  immer  loser  wird. 
Ich  glaube  und  wünsche  dies  nicht;  die  mathematische  Wissenschaft 
ist  meiner  Ansicht  nach  ein  unteilbares  Ganze,  ein  Organismus,  dessen 
Lebensfähigkeit  durch  den  Zusammenhang  seiner  Teile  bedingt  wird. 
Denn  bei  aller  Verschiedenheit  des  mathematischen  Wissensstoffes  im 
einzelnen,  gewahren  wir  doch  sehr  deutlich  die  Gleichheit  der  logischen 
Hilfsmittel,  die  Verwandtschaft  der  Ideenbildungen  in  der  ganzen 

1)  Vgl.  Bein  vorhin  genanntes  Lehrbuch  der  VariationBrechnung  § 14,  § 15 
§ 19,  § 20. 
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Mathematik  und  die  zahlreichen  Analogien  in  ihren  verschiedenen 
Wissensgebieten.  Auch  bemerken  wir:  je  weiter  eine  mathematische 
Theorie  ausgebildet  wird,  desto  harmonischer  und  einheitlicher  gestaltet 
sich  ihr  Aufbau,  und  ungeahnte  Beziehungen  zwischen  bisher  getrennten 
Wissenszweigen  werden  entdeckt.  So  kommt  es,  dafs  mit  der  Aus- 
dehnung der  Mathematik  ihr  einheitlicher  Charakter  nicht  verloren  geht, 
sondern  desto  deutlicher  offenbar  wird. 

Aber  — so  fragen  wir  — wird  es  bei  der  Ausdehnung  des  mathe- 
matischen Wissens  flir  den  einzelnen  Forscher  nicht  schliefslich  un- 
möghch,  alle  Teile  dieses  Wissens  zu  umfassen?  Ich  möchte  als  Ant- 
wort darauf  hin  weisen,  wie  sehr  es  im  Wesen  der  mathematischen 
Wissenschaft  liegt,  dafs  jeder  wirkliche  Fortschritt  stets  Hand  in  Hand 
geht  mit  der  Auffindung  schärferer  Hilfsmittel  und  einfacherer  Methoden, 
die  zugleich  das  Verständnis  früherer  Theorien  erleichtern  und  um- 
standhche  ältere  Entwickelungen  beseitigen,  und  dafs  es  daher  dem 
einzelnen  Forscher,  indem  er  sich  diese  schärferen  Hilfsmittel  und  ein- 
facheren Methoden  zu  eigen  macht,  leichter  gelingt,  sich  in  den  ver- 
schiedenen Wissenszweigen  der  Mathematik  zu  orientieren,  als  dies  für 
irgend  eine  andere  Wissenschaft  der  Fall  ist. 

Der  einheitliche  Charakter  der  Mathematik  liegt  im  inneren  Wesen 
dieser  Wissenschaft  begründet;  denn  die  Mathematik  ist  die  Grundlage 
alles  exakten  naturwissenschaftlichen  Erkennens.  Damit  sie  diese  hohe 
Bestimmung  vollkommen  erfülle,  mögen  ihr  im  neuen  Jahrhundert 
geniale  Meister  erstehen  und  zahlreiche  in  edlem  Eifer  erglühende 
Jünger! 
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Uber  die  Helligkeit  der  Sehorgane  bei  Menschen  nnd  Tieren, 
insbesondere  bei  den  Knochenfischen. 

Von  Alexander  Gleichen  in  Berlin. 

I.  Allgemeiner  Ausdruck  für  die  Helligkeit,  mit  der  ein  Auge  sieht. 

In  der  Fig.  1 sei  PAA'JP'  die  optische  Achse  eines  menschlichen 
Auges.  In  A und  A'  befinden  sich  die  sogenannten  Eintritts-  und 
Austrittspupillen  (die  (EF)  und  die  (AP)).  Beide  sind  Bilder  der  Iris, 
die  sich  innerhalb  des  optischen  Systems  des  Auges  bei  K befindet  und 


dieses  System  gewissermafsen  in  zwei  Teile  M und  M'  teilt  Der 
Teil  M wird  durch  die  Hornhaut  und  das  Kammerwasser,  der  Teil  M' 
durch  die  Linse  gebildet,  die  jedoch  (in  Richtung  zur  Netzhaut)  nicht  an 
Luft  grenzt,  sondern  an  das  Medium  des  Glaskörpers,  dessen  Brechungs- 
exponenten wir  mit  n'  bezeichnen  wollen.  Das  Bild  der  Iris,  in  Luft 
durch  das  System  M erzeugt,  ist  die  (EP)  mit  dem  Radius  p.  Das 
Bild  der  Iris,  im  Medium  des  Glaskörpers  durch  das  System  3/'  er 
zeugt,  ist  die  (AP)  mit  dem  Radius  p'. 

Auf  der  optischen  Achse  des  Auges  befinde  sich  ein  Flächenelement 
PQ  = dq.  Wir  denken  uns  durch  die  optische  Achse  und  durch  die 
Normale  PN  des  Elementes  eine  Ebene  gelegt,  welche  mit  der  Papier- 
ebene in  Fig.  1 Zusammenfalle. 
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Wir  wollen  die  Helligkeit  berechnen,  mit  der  das  Auge  das  Ele- 
ment dq  sieht,  und  zwar  unter  Voraussetzung  eines  beliebigen  Emana- 
tionsgesetzes. Wenn  ein  Auge  ein  kleines  Flächenstück  fixiert,  so  mufs 
dieses  Flächenstück  in  der  Nähe  der  optischen  Achse  liegen,  und  wir 
können  eine  Abbildung  mittels  „Paraxialstrahlen"  als  vorhanden  be- 
trachten. Unter  „Paraxialstrahlen“  verstehen  wir  herkömmlicher,  Weise 
solche  Strahlen,  die  sich  in  unmittelbarer  Nähe  der  Achse  befinden,  so 
dafe  man  nach  Belieben  die  Sinus  und  Tangenten  ihrer  Achsenneigungen 
mit  diesen  Winkeln  selbst  vertauschen  kann.  Da  das  Menschenauge 
und  auch  die  Augen  der  meisten  Wirbeltiere  nach  dem  Typus  eines 
Systems  zentrierter  Kugelflächen  konstruiert  sind,  so  sind  wir  in  der 
Lage,  die  bekannten,  für  ein  solches  System  gültigen  Abbildungsgesetze 
bei  dem  vorliegenden  Problem  anzuwenden. 

Man  nahm  häufig  an,  dafs  die  von  dq  ausgehende  Strahlung  ihrer 
spezifischen  Intensität  nach  proportional  dem  Kosinus  des  Emanations- 
winkels  £ (Winkel  zwischen  Normale  FN  und  Strahlungsrichtung  FA) 
sei,  eine  von  Lambert  zuerst  aufgestellte  Hypothese,  und  kam  dann  zu 
dem  Resultat,  dafs  das  Auge  ein  leuchtendes  Flächenelement  in  jeder 
Entfernung  und  jeder  Lage  gleich  hell  sehe.  Die  Beweisführung  hierfür 
beruht  darauf,  dafs  die  Gröfse  des  Netzhautbüdes  von  dq  proportional 
gesetzt  wird  dem  räumlichen  Sehwinkel,  unter  dem  dieses  Bild  vom 
zweiten  (bildseitigen)  Knotenpunkt  des  Auges  aus  erscheint.  Diese 
Annahme  ist  nicht  streng  notwendig,  und  wir  werden  weiter  unten  den 
allgemeinsten  Ausdruck  für  die  Helligkeit  genauer  kennen  lernen,  der 
für  die  Photometrie  nicht  ganz  ohne  Interesse  sein  dürfte.  Aufserdem 
ist  an  der  Gültigkeit  des  Lambertschen  Gesetzes  in  neuerer  Zeit  ver- 
schiedentlich Zweifel  erhoben,  namentlich  auch,  weil  es  sich  für  die 
Beleuchtung  der  Planeten  durch  die  Sonne  als  unzutreffend  erwiesen  hat. 
Die  neueren,  von  Lommel  und  Seeliger  aufgestellten  Formeln  haben 
allerdings  auch  nicht  zu  widerspruchsfreien  Ergebnissen  geführt. 

Wir  nehmen  infolge  dessen  zunächst  ein  beliebiges  Emanations- 
gesetz f{jt)  an.  Dann  ist  die  von  dem  Flächenelement  dq  ausgehende 
Lichtenergie 

dE  = kf{s)dqdcii, 

wo  do  das  kleine  Flächenstück  ist,  das  der  von  F ausgehende  Strahlen- 
kegel aus  einer  um  P mit  dem  Radius  Eins  geschlagenen  Kugel  heraus- 
schneidet und  k eine  Konstante  bedeutet.  Nun  folgt  nach  einer  ein- 
fachen Proportion  aus  der  Figur 

wo  I die  Entfernung  des  Elementes  dq  von  A und  n die  Ludolphine 
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ist.  Ferner  können  wir  den  Flächeninhalt  von  dq  gleich  dem  Produkt 
aus  der  Strecke  PQ  — ds,  und  einem  zu  PQ  senkrechten  Durchmesser  dz 
dieses  Flächenstückes  setzen,  welcher  letztere  auf  der  Papierebene  und 
also  auch  auf  der  optischen  Achse  senkrecht  steht. 

Dann  ist 

dq  — dsdz 

und  also: 

dE  = kf{e)ds^^- 

Die  Gröfse  des  Bildes  von  dq  auf  der  Netzhaut  können  wir  durch 
ds' dz'  ausdrücken,  wenn  ds'  und  dz'  die  Bilder  auf  der  Netzhaut  von 
ds  und  dz  sind,  die  auch  nach  der  Brechung  auf  einander  senkrecht 
stehen.  Als  Helligkeit  definieren  wir  nun,  wie  üblich,  das  Quantum 
Lichtenergie,  das  auf  die  Flächeneinheit  des  Netzhautbildes  gelangt,  und 
erhalten: 

" ds’dz’  ds'  dz’  S» 


Nach  den  Prinzipien  der  Abbildungslehre  bei  zentrierten  Systemen  ist 

nun  das  Verhältnis  zweier  achsensenkrechten  Linienelemente  an  den 

dz 

konjugierten  Stellen  P und  P'  gleich  der  Lateralvergröfserung  ß.  Bilden 
ferner  die  Elemente  ds  und  ds'j  von  denen  das  erste  dem  Bildraum,  das 
andere  dem  Objektraum  angehört,  mit  der  Axe  die  Winkel  q>  und  g?', 
so  ist 

ds' „ sin  cp 

ds  ^ sin  qp ' 


Bezeichnet  ferner  die  Entfernung  der  Austrittspupille  vom  Punkte  P' 
und  sind  n und  n'  die  Brechungsexponenten  im  Objektraum  und 
Bildraum,  so  ist  ferner^) 


WO  B die  Lateralvergröfserung  in  den  Pupillen,  d.  h.  in  den  Punkten 
A und  Ä'  bedeutet.  Unter  Berücksichtigung  dieser  Beziehungen  wird 
der  Ausdruck  für  die  Helligkeit,  mit  der  das  Auge  sieht: 

' ^ Sin  (p  \ n / §* 


(1) 


Da  p und  p'  die  Radien  der  Ein-  und  Austrittspupille  sind,  so  ist  auch 
/ 

B — Ist  ferner  Ä der  Raumwinkel,  unter  dem  die  Austrittspupille 
vom  Punkte  P'  aus  erscheint,  so  hat  man  aus  der  Figur: 

jr;;*  = 


1)  Siehe  z.  B.  Czapski:  Theorie  der  optischen  Instrumente  nach  Abbe. 
Breslau  1893.  S.  166. 
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Unter  Berücksichtiguug  dieser  Relatiouen  kann  man  den  Ausdruck  für 
h auch  in  der  einfachen  Form  schreiben: 


’ ^ \n  / sin  qp 


Das  Bild  dq'  von  dq  ist  unter  dem  Winkel  (p'  zur  Achse  geneigt,  könnte 
also  von  einer  als  Fläche  gedachten  Netzhaut  gar  nicht  perzipiert  werden. 
Diese  Perzeption  könnte  nur  dann  vorhanden  sein,  wenn  die  licht- 
empfindliche Schicht  eine  gewisse  Dicke  hätte  und  eine  Struktur,  die 
das  wirkliche  Zustandekommen  eines  dioptrischen  Bildes  erlaubte.  Im 
andern  FaUe  würde  gar  nicht  die  Grölse  von  dq  in  Frage  kommen, 
sondern  nur  die  Projektion  von  dq'  auf  die  als  achsensenkrecht  ge- 
dachte Netzhaut,  mit  anderen  Worten:  Wir  hätten,  um  die  Helligkeit  h 
zu  erhalten,  die  Energie  de  nicht  durch  dq  — ds'dz',  sondern  durch 
ds  dz' Bin  <p'  dividieren  müssen,  wodurch  in  den  Gleichungen  (1)  und  (2) 
der  Faktor  sing)'  verschwinden  würde.  Welche  der  beiden  Annahmen 
wir  in  der  Natur  auch  als  gütig  ansehen,  es  läfst  sich  immer  zeigen, 
dals  für  einigermafsen  entfernte  Objekte  beide  Fälle  zu  demselben 
mathematischen  Ausdruck  für  die  Helligkeit  führen. 

Nach  den  allgemeinen  Prinzipien  der  dioptrischen  Abbildung  durch 
eiu  zentriertes  System  besteht  nämlich  zwischen  den  Winkeln  9 und  9' 
die  Beziehung 

tgqp' n 1 

tgijp  ~ n ß ~ ‘ 


Mittels  dieser  letzteren  Beziehung  erhält  man: 

sin  (f'  1 

(3)  sin  9 ~ T / TTV 

y sm»  9 -f  cos»  tp 

(I'  \*  • 

ist  für  nicht  zu  kleine  Gröfsen  | immer  selbst  sehr 

klein,  schon  für  die  deutliche  Sehweite  des  normalen  Menschenauges 
erhält  man  sie  zu  0,007.  Für  einigermafsen  beträchtliche  Werte  von 
I wird  man  sie  also  vernachlässigen  können,  und  Gl.  (2)  ergiebt  dann 
mittels  Gl.  (3) 

(4)  7,  = kfioil  (^)‘ 


1 


Sin  qp 


einen  Wert,  den  wir  nach  obigem  auch  erhalten  hätten,  wenn  wir  die 
Netzhaut  nur  als  eine  lichtempfindliche  mathematische  „Fläche“  ohne 
jede  Tiefenausdehnung  angenommen  hätten.  Unter  den  gemachten  Vor- 
aussetzungen beträchtlicher  Werte  von  | kann  also  Gl.  (4)  unter  allen 
Umständen  als  allgemeingütig  angenommen  werden.  Über  die  Gröfse  f\e), 
d.  h.  über  das  herrschende  Emanationsgesetz,  haben  wir  bis  jetzt  keine 
besondere  Annahme  gemacht.  Wie  aber  schon  erwähnt,  scheint  ein 
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Alexander  Gleichen: 


« 


derartiges  allgemeines,  für  alle  Körper  geltendes  Gesetz  nicht  zü 
existieren;  denn  verschiedene  Autoren  haben  auch  verschiedene  Formen 
desselben  aufgestellt.  Von  den  vier  in  der  Litteratur  bekannten  Formen 
von  Lambert,  Euler,  Lommel,  Seeliger  wollen  wir  hier  nur  das 
erstere  näher  betrachten,  weil  es  eine  bemerkenswerte  Eigenschaft  zeigt 
Nach  Lambert  ist 


Da  nun  aus  unserer  Figur 

folgt,  so  wird 
und  (4)  giebt 

(P) 


/'(«)  = cos  8. 


/■(f)  = sin  9, 
= k 


Die  Helligkeit  ergiebt  sich  also  in  diesem  Falle  als  unabhängig  von 
der  Achsenneigung  des  strahlenden  Flächenelementes. 

Da  das  Emanationsgesetz  auf  einen  Vorgang  aufserhalb  des  Auges 
sich  bezieht,  so  ist  es  gleichgiltig,  sobald  wir  die  Helligkeit  verschieden 
konstruierter  Augen,  wie  Menschen-  und  Tieraugen  mit  einander  ver- 
gleichen wollen.  Wir  brauchen  in  diesem  Falle  uns  das  strahlende 
Element  nur  unter  demselben  Winkel  zur  Achse  vorzustellen  und  können 

uns  dann  die  Gröfse  mit  der  Konstante  k vereinigt  denken. 

Noch  bequemer  ist  es,  das  Element  dq  sls  achsensenkrecht  anzunehmen; 
dann  werden  wir  f{e)=  1 und  sin  9 = 1 setzen  dürfen  und  erhalten 


h = k 


B'h'p'tc 


einen  Ausdruck,  den  wir  den  folgenden  Betrachtungen  zu  Grunde  legen 
wollen. 


II.  Das  Menschenauge  und  das  Fischauge. 

Für  das  Menschenauge  ist  n,  der  Brechimgsindei  der  Luft,  gleich 
der  Einheit  zu  setzen,  während  n',  der  Brechungsindex  des  Bild- 
raumes,  d.  h.  der  wässerigen  Flüssigkeit, 

n = 1,3365 

zu  setzen  ist. 

Die  Gröfse  B,  d.  h.  das  Vergröfserungsverhältnis  der  Ein-  und 
Austrittspupille,  hat  nach  Helmholtz  den  Wert 

B = 0,923. 

Da  nach  den  Untersuchungen  desselben  Forschers  die  Austrittspupille 
nur  um  0,1  7nm  von  der  Iris  entfernt  liegt,  so  können  wir  im  Mittel 
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für  I',  d.  h.  für  die  Entfernung  der  Austrittspup  Ule  von  der  Netzhaut, 
den  Wert  |'  = 20  mm  annehmen  und  erhalten 

h = kp^n  • 0,003801. 

Hierbei  ist  p der  Radius  der  AustrittspupiUe;  dieser  ist  nach  Helmholtz 
um  ein  Siebentel  gröfser  als  der  Radius  der  Iris.  Kennt  man  den 
letzteren  gleich  r,  so  ist  also  p = ® r,  und  es  wird 

(6  a)  h — kr* 7t  • 0,00496. 

Wir  wollen  jetzt  noch  das  Auge  eines  anderen  Geschöpfes  als  des 
Menschen  in  unsere  Betrachtung  ziehen.  Während  die  Augen  der  höheren 
Wirbeltiere  insbesondere  der  Säugetiere  und  Vögel  im  allgemeinen  dem 
Menschenauge  analog  gebildet  sind,  zeigen  die  Sehorgane  der  Knochen- 
fische einen  abweichenden,  einfachen  und  doch  sehr  charakteristischen 
Bau.*)  Die  Linse  hat  beinahe  strenge  Kugelform  und  einen  hohen 
Brechungsexponenten,  sie  liegt  unmittelbar  der  vorderen  Augenwand 
an,  eine  vordere  Augenkammer  ist  nicht  vorhanden,  die  Hornhaut  bildet 
Tor  der  Iris  eine  ebene  Platte*)  ohne  jede  dioptrische  Wirkung.  Die 
Iris  scheint  die  Fähigkeit  sich  auszudehnen  und  zusammenzuziehen  ver- 
loren zu  haben;  wenigstens  sind  deutliche  Irisbewegungen  nur  ganz 
ausnahmsweise  (beim  Aal  und  Hundshai)  konstatiert. 

In  Figur  2 sei  ein  solches  Auge  dargestellt.  A' AM  ist  die  optische 
Achse,  der  Kreis  um  M mit  dem  Radius  MA  sei  die  Kugellinse  im 
Durchschnitt.  Diese  wird  zwar, 
analog  wie  die  Linse  des 
Menschenauges,  eilten  geschich- 
teten Bau  auf  weisen.  Für  eine 
erste  Annäherung  aber  wird  es 
genügen,  wenn  wir  sie  ab 
homogen  und  von  konstantem 
Brechungsindex  Wj  (gegen  Luft) 
annehmen.  In  A befinde  sich 
die  Iris  von  der  Gröfse  aß. 

Da  hier,  wie  schon  erwähnt,  infolge  der  planen  Hornhaut  eine 
objektseitige  Abbildung  nicht  stattfindet,  so  fällt  also  hier  Iris 
and  Eintrittspupille  zusammen.  Um  die  Austrittspupille  zu  finden, 
muls  man  aß  nach  der  Bildseite  hin  durch  die  KugeUinse  vom 
Index  in  das  Medium  des  Glaskörpers  abbilden.  Es  ergiebt  sich 
das  virtuelle  vergröfserte  Bild  a'ß'.  Der  Brechungsindex  dieses  Körpers 

1)  Leuckart:  Organologie  des  Auges.  Leipzig  1876. 

2)  Plateau:  Sur  la  vision  des  poissons.  M4m.  cour.  par  rAcadämie  de  Bruxelles. 
T.  XXm  1867. 

16* 
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Ä1.EXANUF.R  Gleichen: 


(früher  n genannt)  fallt  hier  fast  genau  mit  dem  Brechungsindex  m 
des  Ohjektraumes  zusammen,  so  dafs  in  Formel  (6)  die  Werte  n und  n 
einander  gleichzusetzen  sind;  man  erhält  also 

h = k p^7t. 

Unter  der  Voraussetzung  also,  dafs  der  Glaskörper  den  Exponenten 
n und  die  Linse  den  Exponenten  hat,  ist  zunächst  der  Quotient 
cT'Ä' 

B — zu  berechnen.  Man  findet  nach  den  Prinzipien  der  Abbildungs- 
lehre 

B 

und 


«.  — 2 n 


HA'  = ’ 

2 n 


WO  p der  Radius  der  Kugellinse  ist. 

Da  nun  ferner  die  Strecke  MC  sich  leicht  ergiebt  MC  — ■ . *** 

® 2(h,  — n) 

so  ist  man  nun  auch  imstande,  die  Gröfse  d.  h.  die  Entfernung  der 
Austrittspupille  von  der  Netzhaut,  also  die  Strecke  ÄC  anzugeben. 
Man  findet: 


r = 


n 


Hieraus  folgt  dann 


B 

r 


=&-■) 


n 


Bezeichnet  man  noch  den  relativen  Brechungsexponenten  der  Linse  in 

Bezug  auf  das  umgebende  Medium,  also  den  Quotienten  mit  N,  so 
erhält  mau  schliefslich: 

(') 


Wie  schon  oben  bemerkt,  ist  der  Radius  2>  der  Iris  bei  den  Knochen- 
fischen fast  immer  gleich  dem  Radius  p der  Kugellinse  und  ändert  seine 
Gröfse  unter  Einwirkung  verschiedener  Intensitäten  nicht. 

Für  ))  = Q wird  Gl.  (7) 


(H) 


' 


Direkte  Messungen  der  Gröfse  N sind  mir  nicht  bekannt.  Aus  einer 
Abbildung  eines  Hechtauges  in  dem  Werke  von  Leuckart  (Organologie 
des  Auges.  1876.  S.  219,  Fig.  40)  kann  man  den  Durchmesser  der 
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Kugellinse  zu  6,5  mm  und  die  Entfernung  dieser  Linse  von  der  Netz- 
haut (in  Fig.  2 die  Strecke  BC)  zu  3,7  mm  abmessen.  Aus  diesen 
Notizen  kann  man  N bestimmen.  Denn  wie  oben  angegeben,  ist  die 

Strecke  MC  = 2^ZIY)‘  MC  = 6,95  und  p = 3,25  ist,  so  er- 

giebt  sich 

N = 1,30. 

Demnach  folgt  aus  (8)  für  die  Helligkeit,  mit  der  ein  Fischauge  sieht: 

(9)  /i  = 0,213 

Setzen  wir  nun  in  die  Formel  (6  a),  die  für  das  Menschenauge  gilt,  für 
den  Radius  r der  Iris  2 mm,  welcher  Wert  bei  mittlerer  Tagesbeleuchtung 
statt  hat,  und  vergleichen  den  so  erhaltenen  Wert  mit  dem  Wert  aus 
Formel  (9),  so  folgt,  dafs  das  Fischauge  10,7  mal  so  hell  sieht  als  ein 
Menschenauge  bei  normaler  Beleuchtung.  Vergröfsert  sich  der  Radius  r 
der  Iris  dagegen  bis  4 mm,  was  einem  Pupillendurchmesser  von  über 
9 mm  entspricht,  so  sieht  der  Mensch  mit  einer  Helligkeit,  die  von 
der  eines  Fischauges  nur  noch  um  das  2,7  fache  übertroffen  wird. 

Berlin,  den  10.  Januar  1901. 


An  Expression  of  the  Number  of  Primes  lying  between 

two  given  Integers. 

By  T.  Hayashi,  Matsuyama  (Japan). 


Previoußly,  we  will  prove  the  following  theorem: 
Represent  the  roots  of  the  binomial  equation 

X”  — 1 = 0 

by  a*  (i  = 0,  1,  2,  n — 1);  then 
1®.  when  n is  a prime, 


I = »I  — 1 


2“' 


w; 


1 = 0 

2®.  when  n is  not  a prime, 

<=H  — 1 


2’“' 

1=0 


i {rn-i;!-f-l} 


= 0. 


To  prove  this,  we  proceed  as  follows: 

When  n is  a prime,  by  Wilson’s  theorem,  we  have 

(«  — 1) ! -f  1 = 0 (raod.  n), 
whence,  for  all  positive  integral  values  of  i, 

« 

Therefore,  when  « is  a prime. 


f = 0 


When  n is  not  a prime,  also  by  Wilson’s  theorem, 

(w  — 1)  1 + 1 = a (mod.  w), 

where  a is  not  only  a positive  integer,  not  zero,  but  is  prime  to  «;  be- 
cause,  if  a and  n have  a common  factor,  not  1,  the  factor  must  be  a 
factor  of  (n  — 1)  ! and  consequently  of  unity.  Thus 

i I (w  — 1) ! + 1 ) = ia  (mod.  n). 

Hence 

»’=«  — 1 i = »i  — 1 

i{(n-l)!+l)  ^ ia 


2“' 


1 = 0 


2“-' 


. = 0 
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But  since  n and  n are  prime  to  each  other,  the  smallest  positive 
remainders  of  the  series 

0,  a,  2rt,  . . («  — 1)  a, 

with  respect  to  n,  are  nothing  eise  than  a permutation  of  the  series 

0,  2,  . . n — 1. 

Hence 

1=0  /=0 

= 14-«  + «* 

==  0.  Q.  E.  D. 

The  expression  of  the  number  of  primes  lying  between  two  inte- 
gers, proceeds  immediately  from  this  theorem. 

Now,  if  the  residuum  of  a function  f{x)  be  represented  by  Bf(x\ 
• = « 1 


^(“0 


— n ’ li 


X 


(«-!)! 


« = 0 


X — 1 
2« 


Therefore 


n + ey-i 


R --Z = 1 (n  prime), 


de 


(>■  > 1). 


x"  — 1 


= 0 (n  not  prime). 
Therefore  the  required  expression  is 


II  =ss/ 


(«-D! 


B ^ 

x"  — 1 


n = » 


2 Ä 


or 


) ö/-i 


dd. 


By  the  way,  we  get  a theorem  of  the  integral  calculus: 


2» 


/ 


^(h-1)!  + 1^  {(n-l)!  + l ) 0 
^n^noy—l  _ j 


dO  = 2;r  (n  prime), 


= 0 (n  not  prime). 


On  some  Theorems  conceming  with  Prime  Numbers. 

By  T.  HayäShi,  Matauyama  (Japan). 


In  the  preceding  paper  „An  Expression  of  the  Number  of  Primes 
lying  between  two  given  Integers'^,  we  have  obtained  a theorem,  which 
distinguishes  prime  numbers  and  composite  numbers,  as  Wilson’s 
theorem  does,  in  the  foUowing  form: 


2n 


/ 


%("-!)!  + lg  {(«-!)!  + 1 }Ö  V^-1 
^neneyZTi  — 1 


dO  = 2x  (n  prime), 

= 0 (n  composite). 

(r  > 1) 


Realizing  the  denominator  of  the  fraction  to  be  integrated,  then 
separating  the  real  and  imaginary  parts,  and  finally  changing  r into 

we  shall  get 


(I) 


(n) 


2jt 


r 


n — m 


rfö  2*  (»  prime), 

1 — 2r"  coB  nd  -fr*” 


(w  = (n  — 1) ! -1-  r < 1) 


= 0 (n  composite); 


2a 


/ 


r*  *”  { sin  (m  — w)  0 i“"  <*iii  } m a 

' ' ~ cltf  — u 

1 — 2r  COB  n0  + r* 

(ni  = (w  — 1)  ! + 1,  r < 1). 


1.  We  shall  now  prove  these  theoreras  without  using  the  theory 
of  residua,  but  in  a most  elementary  way. 

Firstly  we  shall  deal  with  the  integral  (I). 

It  is  well  known,  that,  if  a<  1, 

J — 7--,  =1+2  ^ aP  cos  py. 

1 — 2«  cos  y + a*  • 

P=i 
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Hence,  since  r < 1 , the  integral  (I)  becomes 


2« 


( COS  («i  — n)0  — r”  cos  m Ö } • 1 1 -f-  2 ^ cos/) nÖ  | rfö. 

' p=i  ^ 

0 

Let  n = 2.  Then  tn  = 2.  Thus  we  have 
2« 

--  ^ (l  — r*  cos  2B)  • 1 1 + 2 ^ cos  2pß  | dO . 


Since,  if  s =4=  0, 


we  have 


%n 

J COS  sBdB  = 0, 


1 — 


2;r  - 2r> 


But 


p=sv>  in 

2’^*'  r. 

P = 1 0 


cos  26  cos  2pBdB 


in 


1 2 cos  sB  cos  tB  = 0 (s  =f=  0> 

t' 


— 2n  (s  = t). 

Therefore,  when  n = 2,  the  integral  (I)  is  equal  to 

{27t -r* -271), 

or  2 7t. 

Let  n be  prime,  not  2.  Then  the  integral  (I)  becomes 

P = 90  2 tt 

— ^ • 2 y y* {cos  (m  — «)  0 — r"  cos  w0}  • cos  pnBdB. 

P=xl  0 

Now,  by  Wilson’s  theorem,  m is  exactly  di  visible  by  »;  let  its 
qnotient  be  Ä.  Then  we  can  choose  such  valiies  /), , p^,  that 

m — n — p^n, 

and  m = p^nj 

being  ^ — 1 and  p^  being  Ä. 

Therefore  the  integral  (I)  becomes  equal  to 


. » — f« 


1 ~ r 


I 

_ — *)« . 2ä  — • r”  '27t] , 


or 

or 


2;r 

2;r. 


— m 


1 — r 


--  {r”*-"  — r"‘+"), 


DIgitized  by  Google 


250 


T.  Hayabri: 


If  n be  composite,  we  cannot  obtain  such  values  and  p^\  and 
therefore  the  integral  (I)  must  be  equal  to  zero. 

In  precisely  the  same  way,  we  can  prove  that  the  integral  (II)  is 
zero,  whatever  value  n may  be. 

2.  Whe  shall  next  deduce  some  theorems  in  spherical  harmonics 
from  the  above. 

Let 

9 = 0 

Then,  when  « be  a prime  number, 

q = xi  irt 

r" / {co8  (m  — n)  0 — C08  n6]Qg(nd)  dO  = 2 3t 

9 = 0 *, 


for  any  values  of  r < 1. 

Let  » = 2;  this  becomes 


g=  QD  2 

ft 

or 

2’*/ 

9 = 0 Q 

(1  — r*  cos  20)  Qg  (26)  dO  = 23t, 

in 

9=  OD 

i/t 

/ <?.(20) 

• dö  + y »•’»  / ( Q,(2e)  - cos  20  . (20)  j 

0 

9 = 1 

0 

i/t 

Of  course 

J (20)  d$  ■■  2*, 

i/t 

/• 

0 

and  hence 

J 1 C,  (20)  - cos  20  • e,_.  (20))  de  = 0, 

or 

u 

S;r 

i/t 

(ffl) 

/ (20)  (J0  = / cos  20  1 (20)  rf0 

0 

0 

for  any  values  of  5,  not  zero. 

Let  n 

be  a prime 

number,  not  2.  Then  we  get 

r=  27T 

Y-n  — m 

/ cos  (m  — n)  0 • ^0  (n0)  dö 

9 =3  CO 

itt 

^0 

+ 2 r»" 

1 { cos  (m  — 

n)9  ■ Qg  (nO)  — cos  w0  • ^9  _ 1 (nß)  ] 

= 23t. 


= 2». 


9 = 1 0 
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ijt 


Of  course  J' eos  (w  — n)  6 • Q (nO)  dB  = 0. 

0 

► 

But  in  this  case,  we  can  get  a value  of  <7,  for  which  n — m -{■  qn  = 0. 
For  that  value  of  q: 

in  in 

(IV)  ^ — w)ö  • Qg  (nd)  • f/0  = 2;r  -f  ^^os  mO  • Qg-.  i (nO)  dB. 


For  all  other  values  of  q: 


in 


in 


(V)  / cos  (m  — u)  B ' Qg  (nB)  • dB  = J'  cos  mB  • Qg  — i (nB)  dB. 


If  n be  a composite  number,  we  sball  get 


in 


in 


(VI)  J COS  (m  — n)  B ' Qg  {nB)  • dB  — J*  cos  mB  • Qg—i  {nB)  dB, 

0 0 

for  any  value  of  q. 

In  precisely  the  same  way,  from  the  integral  (II),  we  get,  for 
any  values  of  n and  q: 

in  in 

(VII)  /sin  {m  — n)  B • Qg  {nB)  • dB  4-  f Bin  mB  • Qg-i  {nB)  dB  *=  0. 

0 0 

Matsuyama,  Japan,  May  11,  1900. 
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über  die  analytische  Darstellung  zweier  Dreiecke,  die  auf 

6 Arten  perspektivisch  liegen. 

(Auszug  aus  zwei  Briefen  von  Herrn  S.  Gcndelfinger  an  Herrn 

E.  Jahnke.) 


1.  Es  seien 


1)  x^  — 0 , 
I)  ttx  = 0 , 


Darmstadt,  im  Januar  1901. 

2)  Xj  = 0,  3)  = 0 

II)  Vz  = 0,  III)  Wz  — 0 f 


Uz  = + M3X,  + Us^j , etc., 

die  Gleichungen  zweier  Dreiecke  ahc  und  ABC,  wobei  rg  = 0,  x,  =0 
die  Ecke  a;  — 0,  X^  — 0 die  Ecke  A,  etc.,  bedeuten. 

Die  Schnittpunkte  (1,  I),  (2,  II),  (3,  III)  liegen  offenbar  in  einer 
Geraden  G (1,  I;  2,  II;  3,  HI),  wenn 


d.  h.  wenn 

a) 


0 M3  — 

Vj  0 — r, 

W2  — Wi  0 


- UjVjW?!  = 0 


(ll;  SH;  am). 


Analog  drücken  auf  Gnmd  cyklischer  Weiterschiebung 

b)  V3W1M2  - VjU’gMi  = 0 (1  U;  2 m;  S I), 

c)  «.’sMiVj  — =0  (1  m;  2 I;  SU) 

die  Existenz  zweier  Perspektivitätsachsen  (1  U;  2 HI;  3 I)  und  (1  TTT« 
2 1;  3 U)  aus. 

Verlangt  man  dagegen,  dafs  die  3 Schnittpunkte  (1  I);  (2  UI^; 
(3  II)  auf  einer  Geraden  sich  befinden,  so  mufs  vermöge  Vertauschung 
von  V und  w sein: 

a)  U^W^V2  = 0 (1  I;  2 Ul^  S U) 

und  analog  durch  cyklische  Vertauschungen  von  u,  v,  w: 

ß)  rjUjfCj  — = 0 

y)  = 0 


(1  H;  2 I;  S ni\ 
(1  mi  * U;  S I) 


Analytische  Darst.  zweier  Dreiecke,  die  auf  6 Arten  perspektivisch  liegen.  253 


Setzt  man  in  den  6 Gleichungen  a),  b),  c)  und  a),  ß),  y) 

80  gehen  durch  die  Substitutionen 

Vi  = Viyiy  Wi  = iiuyi  (.•  = 1 , s,  8) 

die  sechs  anderen  hervor: 

O b')  c')  w,v,=  w,v,, 

a')  W,  V,  = }\  W,,  ß')  V,  W,  = V,  W,,  y)  W,  F,  = W,  V,, 

die  offenbar  mit  a),  b),  c)  und  a),  ß),  y)  übereinstimmen,  wenn  mau  in 
letzteren  die  «,•  durch  die  Einheit  und  die  V/,  u\  durch  F,,  TF,  ersetzt. 
Die  6 letzten  Gleichungen  lassen  sich  auch  schreiben: 

^ F,  ~ IF,  ' " ^ K~  ^ ' 

VW  r w i'  w 

LL  = ß')  M = ^ _8  = 2h. 

^ V,  >F, ' F,  U V bV 

also  durch  Kombination  von  «')  und  b'),  ß')  und  a'): 

Yi-y^-Y^-r 

V,  ~ K K ~ 

w,  - w,  w, 


V 


F F 

's  '8 


F F F 

's  ' H 'I 


= 1 


Da  C = 1 ausgeschlossen  ist,  so  kann  C nur  eine  Wurzel  der 
Gleichung: 

fS  f 1 _ 0 

sein,  so  dafs  die  Gleichungen  der  Geraden  = 0,  v,  — 0,  = 0 

identisch  sind  mit: 

~ =0, 

= 0, 

= 0. 


X, 

+ •:* 

+ 

Vi 

!/* 

2/s 

fX, 

. t*x. 

-1.  — * 

Vi 

Vt 

Vi 

+ 'I* 

Vi 

Vi 

Zu  der  hier  gegebenen  Darstellung,  die  mir  seit  20  Jahren  be- 
kannt ist,  kann  man  vergleichen: 

J.  Valyi:  „lieber  die  Gruppen  von  mehrfach  Perspektiven  Drei- 
ecken in  der  Ebene‘‘.  Monatshefte  für  Math,  und  Physik.  IX.  Jahrg.  1898. 

2.  Jede  Kurve  3.  Ordmmg,  welche  durch  die  9 Schnittpunkte  der 
beiden  Dreiseite  a:j  • a«  • = 0 und  ?/  • v • «;  — 0 geht,  ist  dargestellt 
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durch  eine  Gleichung  der  Form  a ^ uvw  h • = 0 ^ d.  h. 

Ax^  + + Dx^x^x^  = 0.  Die  9 Schnittpunkte  von  x^x^x^  = 0 

mit  uvw  = 0 sind  somit  die  Wendepunkte  jeder  durch  sie  gelegten 
Kurve  3.  Ordnung,  welchen  Satz  ich  zuerst  durch  dualistische  Betrach- 
tungen (Math.  Ann.  7,  455)  abgeleitet  habe.  Mit  Rücksicht  auf  die 
Identität 

+ VaVa)  =“  ( J ^ 

yi  y»  ys  / Wt  yt  ys 
kann  man  also  das  Theorem  aussprechen: 

Die  gerade  und  die  koniscJie  Polare  eines  beliebigen  Punktes  Ä in- 
bezug  auf  ein  Dreiseit  abc  schneiden  sich  in  zwei  Punkten  B,  C derart^  dafs 
ABC  und  abc  die  Wendepunktsdreiseite  eines  syzygetischen  Büschels  sind. 

Diese  Fassung,  die  ich  der  Schröterschen  Konstruktion  zweier 
sechsfach  perspektivisch  liegenden  Dreiecke  (Math.  Ann.  2,  553)  gegeben 
und  meinem  Kollegen  H.  Wiener  mitgeteilt  habe,  ist  für  diesen  der 
Ausgangspunkt  wichtiger  Untersuchungen  geworden  (cf.  dessen  dem- 
nächst erscheinendes  Werk:  „Einteilung  der  ebenen  Kurven  und  Kegel 
3.  Ordnung^^). 
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über  Ausartungen  von  Kreisen  in  Punktepaare. 

Von  Herrn  S.  Qündelfinger  in  Darmstadt. 

Die  Ausartungen  von  Kreisen  in  Geradenpaare  sind  bekannt. 

Soll  eine  Kurve  2.  Ordnung,  welche  durch  die  imaginären  Kreis- 
punkte geht,  in  2 Geraden  zerfallen,  so  sind  nur  zwei  Fälle  denkbar; 

1.  Die  Spitze  C des  Geradenpaares  liegt  im  Endlichen:  Alsdann 
hat  man  den  Fall  des  „zirkularen“  Geradenpaares  mit  der  reellen  Spitze 
C.  2.  Das  Zentrum  (C)  des  Geradenpaares  liegt  unendlich  fern:  Der 
ausartende  Kreis  besteht  nunmehr  aus  der  unendlich  fernen  und  einer 
im  Endlichen’  liegenden  Geraden  mit  dem  unendlich  fernen  Punkte  C. 

Betrachtet  man  dagegen  einen  Kreis  als  Einhüllende  von  Geraden, 
90  ist  seine  Gleichung  in  Linienkoordinaten  w,  (i  = 1 , 2,  3)  von  der 
Form: 

(I)  /xcj(mm)  -f  vuJ  = 0^),  Uy  = «1^1  -f  -f  «jt/j. 

Setzt  man  die  Diskriminante  dieser  Kurve  zweiter  Klasse  gleich  Null, 
80  entsteht  die  Gleichung: 

y}  ‘ V • — 0.*) 

So  lange  also  py  ^ 0,  d.  h.  das  Zentrum  y im  Endlichen  liegt, 

giebt  es  in  der  Schar  Kreise  (I)  für  veränderliche  — nur  zwei 

ausartende:  den  Doppelpunkt  m*  = 0 {p  ^ fi  = 0)  und  das  Kreispunkte- 
paar w(um)  = 0 selbst  (y  = 0).  Sobald  jedoch  Py  = 0,  artet  jeder 
Kreis  der  Schar  (I)  in  ein  Punktepaar  aus.  Dieselben  liegen  natürlich 
sämtlich  im  Unendlichen.  Man  zeigt  auch  leicht  umgekehrt: 

Jedes  Punktepaar  im  Unendlichen  (etwa  auf  den  Schenkeln  eines 
gegfhenen  Winkels)  kann  betrachtet  werden  als  ein  Kreis  mit  zwei 
Zentren  (den  unendlich  fernen  Punkten  der  Winkelhalbierenden). 

1)  Vgl.  Vorlesungen  aus  der  analyt.  Geometrie  der  Kegelschnitte  von 
S.  Gundelfinger.  Herausgeg.  von  F.  Dingeldey  S.  67.  [Hier  mit  Gfr-Ddey. 
K atiert.] 

2)  Vgl.  Gfr.-Ddey.  K.  § 2,  6 und  S.  68. 
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So  lange  nämlich  das  Punktepaar  im  Unendlichen  tp  (?<,  u^) = (p  {u  u) = 0 

nicht  mit  üj(mw)  = 0 zusammenfällt,  lassen  sich  nur  auf  eine  Art 
Transformationen  der  Form  herstellen: 

(p(uu)  — + I2  a{uu)  — i‘i  + Ul, 

also: 

9(mm)  = • oj(mm)  + (Ag  — Aj)  L’l 

= Ag  • a{ini)  -f  (Aj  — Aj)  L ~, 
q.  e.  d. 

Die  hier  gegebene  Auffassung  wurde  angeregt  durch  die  Frage: 
Welches  ist  die  dritte  Schar  von  Kreisen,  welche  eine  gegebene  Kurve 
zweiter  Klasse  doppelt  berühren?  Bekanntlich  hat  man  zwei  Scharen 
von  Kireisen,  deren  Zentren  auf  den  beiden  Achsen  der  Kurve  liegen. 
(Cf.  Gfr.-Ddey.  K.,  S.  186—187.) 

Sucht  man  dagegen  die  Kreise,  deren  Zentren  auf  der  unendlich 
fernen  Geraden  liegen,  so  fallen  sie  alle  mit  dem  unendlich  fernen 
Punktepaar  auf  den  Asymptoten  der  Kurve  2.  Klasse  zusammen.  Die 
2 Zentren  sind  die  unendlich  fernen  Punkte  der  Hauptachsen. 

Herr  Br ü ekel,  dem  ich  meine  Auffassung  der  ausartenden  Kreise 
mit  2 Zentren  mitgeteilt,  machte  mich  auf  folgendes  elementare  Bei- 
spiel zur  Bestätigung  der  ganzen  Theorie  aufmerksam. 

Wenn  in  einem  Dreieck  zwei  Seiten  parallel  werden,  so  ist  das 
unendlich  ferne  Punktepaar,  welches  von  dem  Parallelenpaar  und  der 
dritten  Seite  tangiert  wird,  als  Kreis  aufzufassen,  dessen  beide  Zentren 
die  unendlich  fernen  Punkte  der  Winkelhalbierenden  sind. 

Darm  Stadt,  den  18.  Januar  1901. 
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Polygones  semi-röguliers  dans  l’ellipse; 

Par  M.  C.  A.  Laisant. 

1.  — Abel  Transon  {Nouv.  Ann.  de  Math.,  1863,  p.  317)  a defini 
«polygone  semi-regulier  inscrit  dans  une  ellipse»  la  projection  d’un 
poljgone  regulier  inscrit  dans  le  cercle  dont  cette  ellipse  est  la  pro- 
jection orthogonale.  II  a donne  en  meme  temps  une  interessante  pro- 
priete  de  ces  polygones.^) 

Je  me  propose  dans  cet  article,  de  montrer  quelques  autres  pro- 
prietes  de  ces  figures,  et  notamment,  de  generaliser  les  theor^mes 
d’Apollonius  par  cette  consid^ration.  On  remarquera  en  effet  tout 
(i’abord  que  les  deux  theorbmes  d’Apollonius,  en  appelant  «parall^o- 
gramme  semi-regulier»  la  projection  d’irn  carrö  inscrit  dans  le  cercle, 
peuvent  s’enoncer  de  la  mani^re  suivante: 

1®.  Les  triangles  en  lesquds  se  de'compose  un  Parallelogramme 
semi-^egulier y le  sommet  commvm  etant  au  centre,  ont  une  aire  constante, 
quelle  que  sott  la  position  des  paraUelogrammes  semi-reguliers  dam  la 

mrhe;  cette  aire  a pour  expression  ^ • 

£ 

2\  La  moyenne  arithmetique  des  carres  des  rayons  d'un  paralle- 

o*  -I-  b* 

logramme  semi-regulier  est  aussi  constante,  et  egale  ä — y Nous 

appdons  ici  rayons  les  Segments  qui  partcnt  du  centre  pour  aloutir  aux 
sommets. 

Ces  deux  propositions  sont  encore  vraies,  en  y rempla^ant  le  mot 
Parallelogramme  par  polygone. 

La  premiere  est  pour  ainsi  dire  Evidente  d’apr^s  la  definition  des 
polygones  semi-reguliers,  et  Ton  voit  de  plus  que  l’aire  de  cbaque 

1)  Le  th^orbme  de  Transon  est  le  suivant:  St  JB, , 72, , • • •,  i?«  nont  les  rayons 
dt  courhure  de  V ellipse  aux  sommets  d'un  polygone  semi-regulier,  la  moyenne  des 

quantites  72,*,  • • •,  72n  * est  ® ^ etant  les  demi-axes  de  Vel- 

lipse.  Cette  moyenne  ne  däpend  donc,  ni  de  la  position  du  polygone  sur  l’ellipse, 
ni  du  nombre  des  cötes. 

Archir  der  MAtbematik  und  Physik.  111.  Boiho.  I. 
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C.  A.  Laisant: 


ab 


triangle  a pour  expression  — sin  — • L’aire  du  polygone  tout  entier 

iS  Ti 


, n , . 2 jt 

est  ~ ab  sin 

2 n 


On  reconn^t  aussi  immediatement  que  les  secteurs  elliptiques 
compris  entre  deux  rayons  consecutifs  sont  tous  equivalents,  et  exprimes 

par  • Les  Segments  compris  entre  les  cotes  du  polygone  et  k 


courbe  le  sont  donc  aussi;  leur  expression  est  ah  ~ . 

Fassons  ä la  proposition  (2®).  En  appelant  t le  parametre  angulaire 
correspondant  ä un  rayon  CM  quelconque,  nous  representons  ce  rayon 
par  l’equipoUence 


OM  = a cos  t -f  ib  sin  t = -j-  — 


c—t 


oü  s represente  &.  Pour  avoir  tous  les  rayons  du  polygone  semi- 
regulier  de  n cotes,  il  suffit  de  donner  a t successivement  les  n valeurs 


2 Tt 

t,  t+—, 

7 ' M ^ 


t-h 


2(n  — l)jr 


n 


Le  carre  F de  la  longueur  de  OM  est  031  cj.‘)  031  ou 

(“t-T + (“ y-T + = “-t- ^ 4 

En  faisant  la  somme  pour  les  valeurs  de  t ci-dessus  indiquees,  on 


* h* 

(fS'-f  £-20. 


+ 


reconnait  que  2Je^‘  — = 0,  et  par  consequent  = n — ^ 

a-  + b* 


ou  — = 


n 2 

2 7t 

2.  — Posons  — = a.  Un  cöte  quelconque  du  polygone  s’ex- 
primera  par 

a (cos  (/+«)  — cos  t)  + ib  (sin  (<  -f  a)  — sin  t) 


ou 


— 2a  sin  ^ sin  + 0 + 2/6  sin  cos  (^f  + 

= 2 sin  ~ a sin  (t  + j'^  + ib  cos  (t  + 0]  • 

Ceci  montre  que  les  cotes  successifs  d’un  polygone  semi-regulier  de  n 
cotes  sont  equipollents  aux  rayons  d’un  polygone  semi-regulier,  egale- 
ment  de  n cotes,  inscrit  dans  une  ellipse  semblable,  le  rapport  de 

similitude  etant  2 sin  - . Donc,  d’apres  ce  qui  precede,  la  somme 

des  carres  des  cotes  d’un  polygone  semi-regulier  inscrit,  de  n cötds, 

«*  -I-  6*  . a ~ . "Jt 

est  n-  • 4 sin*  = 2»(a*  6*)  sin*  -•  La  moyenne  des  carres 


1)  cj.  = conjugu^. 
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des  cotes  est  2(a“  + siu*  Par  exemple,  pour  le  Parallelogramme 

.1. 

(w  = 4)  cette  moyenne  est  a*  -f-  pour  l’hexagone  («  = 6),  c’est  — ; 

pour  le  triangle  (n  = 3)  on  aurait  |-(a*  + 6*). 

Dans  le  cercle  dont  l’ellipse  est  la  projection,  tous  les  cotes  sont 

egaux,  et  leur  carre  est  4a- sin®  — • On  peut  douc  dire  que  c’est  la 

valeur  moyenne  de  ces  carres,  et  le  rapport  des  deui  moyennes  de 

carres,  dans  l’ellipse  et  dans  le  cercle,  est 

3.  — Considerons  maintenant  les  carr^s  des  quantites  geomäriques 
OM,  et  non  plus  de  leurs  longueurs.  Nous  avons 


OJ/®  = 


«j 


En  faisaiit  la  somme,  on  voit  que  les  deux  preraiers  termes  s’aunulent, 
et  par  consequent, 


20  J/*  - |(rt*  - l^)  = 


F etant  Tun  quelconque  des  deux  foyers.  II  est  d’ailleurs  evident  que 

"fV  * * * 

cette  identite  20M^  — —0F^  est  independante  du  choix  de  l’origine 

des  inclinaisons.  Pour  le  cas  du  Parallelogramme  ÄBCD,  eile  donne 
OA-  -1-  0&  = OF^,  propridte  que  j’ai  signalee  depuis  longtemps  dejä, 
et  qui  est  relative  a deux  demi-diametres  conjugues  OA,  OB. 

En  posant  OG  = l’identite  precedente  s’ecrit  EOM^  — nOG^. 

Les  deux  points  G ainsi  construits,  et  que  j’ai  appeles  pseudo-foyers, 
jouißsent  de  proprietds  assez  interessantes  et  quelquefois  utiles  dans 
certaines  questions;  mais  nous  ne  saurions  y revenir  ici. 

Nous  ne  voulons  pas  non  plus  d^raontrer  le  thdoreme  de  Tran  so  n 
dont  l’enonce  a ete  rappele  dans  la  note  du  debut,  bien  que  ce  soit 
chose  facile  en  suivant  la  voie  que  nous  avons  indiquee.  Le  lecteur 
pourra  s’y  exercer,  si  la  question  l’intereBse. 

4.  — Imaginons  que  l’on  construise  le  triangle  OGM,  M etant 
un  point  quelconque  de  l’ellipse,  puis  OMX  directement  semblable 

ä OGM.  Alors  OX  = , ou 


0G\  2 2 ^ 


■y 


17  = 
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Le  lieu  du  point  X est  donc  une  ellipse  dont  le  centre  a pour  ab- 

a* 5* 

scisse,  sur  le  grand  axe,  ^qg  ~ c’est-ä-dire  est  precisement  le 

point  G.  Quand  M parcourt  une  fois  l’ellipse  primitive,  X parcourt 
deux  fois  la  nouvelle  ellipse. 

Si  on  transforme  ainsi  les  sommets  M d’un  polygone  semi-regulier 
de  n cötes,  les  sommets  X correspondants  seront  ceux  d’un  polygone 


semi-regulier  de 


n 

2 


Cütes,  chaque  somme  etant  obtenue  deux  fois,  si  « 


est  pair,  et  ceux  d’un  polygone  semi-regulier  etoile  de  w cötes,  si  n 
est  impair.  11  est  clair  du  reste  qu’en  appelant  a',  b'  les  demi-axes  de 
la  nouvelle  ellipse  de  centre  G,  ei  g la  longueur  de  OG,  c’est-ä-dire 


nous  avons 


d’oü 


a'  + //  («-f-tr 

2 ~ Tg  ’ 


a'  — b’  (a  — hy- 
2 ~ ig  ' 


f 

a = 


^-f  ft* 
2g 


ab 

9 


En  appliquant  au  nouveau  polygone  ce  que  nous  avons  dit  ä la  fin 
du  n®  1,  on  voit  que  la  somme  des  carres  des  rayons  est 


//«)== 

On  peut  remarquer,  en  formant  — que  l’ellipse  de  centre  G 
a pour  foyer  le  centre  de  l’ellipse  primitive. 

5.  — Un  polygone  dont  les  cötes  sout  les  tangentes  ä une 
ellipse,  aux  sommets  d’un  polygone  semi-regulier  inscrit,  est  lui-meme 
un  polygone  semi-regulier.  Circonscrit  ä l’eUipse  cousideree  de  demi- 
axes  a,  b,  il  est  inscrit  dans  une  ellipse  horaothetique  dont  les  demi- 

axes  sont  — ^ — On  le  voit  immediatemeiit  par  la  propriete 

cos  — cos  — 
n n 

correspondante  des  polygones  reguliers. 

Toutes  les  propridtes  precedentes  peuvent  donc  s’etendre  ä ces 
polygones  circonscrits.  De  plus,  cette  considöration  montre  que  si  un 
polygone  inscrit  se  döplace,  — en  se  deformant,  bien  entendu  — et  en 
restant  inscrit  ä une  ellipse,  ses  cötes  restent  taugen ts  ä une  ellipse 
bomothetique  interieure. 

6.  — Reprenons  l’expression  du  carre  de  la  longueur  d’un  rayon 

p =.  ül±±’  + 

«2  4 
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Xons  en  tirons 


a*  -j-  6^2  ^ («5 


1?  + -I-  e-2<)  + (1__1)’(4*.  + £--) , 


et,  en  faisant  la  somnie  pour  toutes  les  valeurs  de  t correspondant  aux 
ravous  d’im  polygone  semi-regulier,  les  deux  derniers  termes  s’annulent, 
et  il  reste  pour  la  valeur  moyenne  des  4**  puissances  des  rayons 

n*  3a*  + 2a*fe’ 4-  36« 
n ~ ”8 


De  lä  on  passerait  ä la  moyenne  analogue  pour  les  4®*  puissances  des 
cotes;  et  le  tour  meine  de  la  demonstration  pennet  d’enoncer  le  theo- 
reme  suivant: 

Les  puissances  d'exposant  jniir  p des  rayons  ou  des  cotes  d’un  poly- 
fjone  semi-regulier  ont  une  somme  constante,  indcjyendante  de  la  position 
du  jyolygone  et  du  nombre  de  ses  cotes. 

II  y a cependant  un  cas  d’exception,  et  il  se  presente  precisement 
pour  les  diametres  conjugues  et  les  4®"  puissances.  La  demonstration 
prwedente  siippose  en  eftet  que  = 0,  c’est-a-dire  que  les  extre- 
mites  des  rayons  d’inclinaisons  pa,  2paj-'-,  npa  sont  sur  im  cercle 
les  sommets  d’iin  polygone  regulier.  C’est  exact,  exc-epte  lorsque  ;>«  ==  2;r, 

car  alors  toutes  ces  extremites  comcident.  Or  comme  a = — , il  en 

r^ulte  p = n.  Tant  qu’on  se  tient,  en  particulier,  ä des  puissances 
paires  inferieures  ä w,  on  est  assure  de  l’exactitude  de  la  proposition. 

7.  — Considerons  maintenant  les  rayons  FM  qui  vont  d’un  des 
foyers  de  l’ellipse  aux  sommets  d’\m  polygone  semi-regulier.  Nous 
avoiis 

FM  = a cos  t — c -{■  ib  sin  t, 
et  en  appelant  f la  longueur  de  FM, 

/'*  = fr  cos*  t c“  — 2 ac  cos  t -f-  Ir  sin*  t 


a*  — fc* 


2ac  cos  t 4-  — « cos  2t 


f 


n 


0*4-6* 


■fc*  = 


Il  y aurait  sans  doute  encore  d’interessantes  proprietes  ä etudier, 
snr  ces  figures  remarquables,  sur  leur  extension  possible  ä l’hyperbole, 
et  sur  des  polygones  analogues.  Mais  je  n’ai  pas  le  loisir  de  pousser 
plus  loin  cette  recherche  quant  ä present,  et  d’un  autre  cote,  je  tiens 
a nuser  qu’avec  discretion  de  l’hospitalite  qui  m’a  ete  si  gracieusement 
et  amicalement  Offerte. 


Paris,  10  janvier  1901. 
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über  die  partiellen  Differentialgleiclinngen,  denen 
Hermitesclie  Formen  genügen. 

Von  Ludwig  Schlesinger  in  Klausenburg. 


1.  Sei  ein  Fundamentalsystem  einer  linearen  homo- 

genen Differentialgleichung  «ter  Ordnung  (A),  dessen  Determinante  den 
Wert  Eins  hat,  und  mögen  die  Koeffizienten  von  (A)  als  eindeutige 
Funktionen  der  unabhängigen  Variabeln 

vorausgesetzt  werden.  Wir  betrachten  die  Hermitesche  Form 

n 

k — 1 


WO,  wie  auch  stets  im  Folgenden,  die  konjugierte  komplexe  Gröfse 
einer  Gröfse  a durch  ä bezeichnet  wird  und  die  Cg,  • • •,  reale 
Gröfsen  bedeuten;  dann  ist 

0 log  <p * 

“ Y'c^kiik ' 

k 


woselbst 


? X I 7c 


9^ 


y^kiftyk 

^^kVdf’k 

k 

k 

^hy'tyk 

k 

k 

dy*  _ 

ddk 

dx  ^ 

dx 

f 


gesetzt  wurde.  Nach  bekannten  Determinantensätzen’)  folgt  dann 
weiter 

/T\  ^*logqp  1 V / . 

'ixtx  “ -r<  * (HiHt  - !kyi)  ■ 

Die  Ausdrücke 

^f'ik  = ViVk  - VkU'i  = 1, 2,  • . «;  I < h) 


1)  Vergl.  Baltzer:  Determinanten  '1881',  S.  49. 
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bilden  ein  Fundamentalsystem  der  (w — 2)ten  assoziierten  Gleichung^)  der 
Differentialgleichung  (A),  der  Faktor  von  auf  der  rechten  Seite 
der  Gleichung  (I)  ist  folglich  eine  Hermitesche  Form,  gebildet  aus 
den  (n)j  Gröfsen  und  ihren  konjugierten. 

2.  Sei  zunächst  w = 2.  Dann  reduziert  sich  zufolge  der  Gleichung 

TO  yxyi-y%y[  = ^ 

die  auf  der  rechten  Seite  von  (I)  auftretende  Hermitesche  Form  auf 
das  Produkt  CjC,;  die  Form 

befriedigt  demnach  die  partielle  Differentialgleichung 

^ log  <p  _ ^ Cj 
dxdx  qp*  ^ 


die  sich,  wenn  man  an  Stelle  von  cp  den  Ausdruck 


einführt  und  beachtet,  dafs 

(Ila) 


« - log 


4 = 1’“  4-  ^ 

- di'  ^ dri' 


dxdx 


ist,  in  die  in  neuerer  Zeit  vielftich^)  behandelte  Gleichung 

(III)  /Ui,  ==  — 2c,Cje“ 

verwandelt. 

Besitzt  die  lineare  Differentialgleichung  (A)  die  Eigenschaft,  dafs 
ihre  dem  Fundamentalsysterae  entsprechende  Monodromiegruppe 

die  Hermitesche  Form  cp  ungeändert  läfst^),  so  ist  cp  eine  eindeutige 
Funktion  der  realen  Variabein  ri  und  liefert  demnach  eine  eindeutige 
Lösung  M der  partiellen  Differentialgleichung  (HI).  Kennt  man  umge- 
kehrt eine  Lösung  m der  Gleichung  (lU),  die  eine  eindeutige  Funktion 
von  I,  ri  ist,  so  ist,  da  durch  Differentiation  der  Gleichung  (II) 


y^y-i-y^yl^^ 

folgt,  der  Quotient 

. i = ^ y'i  ^ y% 

dx'  ‘ ip  C,  y, »/,  4- c,  y,  y,  y,  y,  ’ 


1)  Vergl.  mein  Handbuch  der  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen 
Bd.  II,  1 (1897),  S.  127. 

2)  Picard:  Liouvilles  Journal,  1890,  1893;  Poincar^,  ebenda,  1898. 

3)  Von  dieser  Art  ist  z.  B.  jede  G aufs  sehe  Differentialgleichung,  deren  Ex- 
ponenten reziproke  ganze  Zahlen  sind  und  allgemeiner  jede  lineare  homogene 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  in  welcher  die  Umkehrung  des  Integral- 
quotienten eine  Fuchs  sehe  Funktion  liefert;  vergl.  Poincar^,  a.  a.  0. 
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worin 

“ „ (l'Vk 

q>^2e 

gesetzt  wurde,  eine  blofse  Funktion  q(x)  von  x und  zwar,  da  gleich- 
zeitig mit  u auch  (p  eindeutig  ist,  eine  eindeutige  Funktion. 

Die  y^,  befriedigen  folglich  die  lineare  Differentialgleichung 

(IV) 


mit  eindeutigen  Koeffizienten,  und  da  die  Form  9 eine  eindeutige 
Funktion  von  ist,  besitzt  die  zu  y^,  y^  gehörige  Monodromiegruppe 
von  (IV)  die  Eigenschaft,  die  Hermitesche  Form  in  sich  selbst  zu 
transformieren. 

Die  partielle  Differentialgleichung  (UI)  läfst  auch  die  Beziehung, 
die  zwischen  einer  linearen  Differentialgleichung  (IV)  von  der  ange- 
gebenen Beschaffenheit  und  der  Geometrie  auf  gewissen  Plächen  von 
konstantem  Krümmungsmafse  besteht,  in  einfachster  Weise  hervor- 
treten. Fafst  man  nämlich 


ds 


^Ydj^  + dri' 
<p 


als  das  Linienelement  auf  einer  Fläche  auf,  so  haben  die  G aufs  sehen 
Fundamentalgröfsen  die  Werte 


£=G  = ^,  = e“,  F = 0, 


der  Ausdruck  für  das  Krümmungsmafs  der  Fläche 

j.  _ 1 r^*  log  E c'  log 

yJ&'L  dV  dl]'  J 

liefert  folglich  mit  Rücksicht  auf  die  partielle  Differentialgleichung  (Ul) 
für  K den  konstanten  Wert  c^c^. 

3.  Sei  ferner  w = 3.  Die  Ausdrücke 

h = ViVi  - ViV'i 

konstituieren  dann  das  dem  Fundamentalsystem  y^y  y^,  t/3  der  Diffe- 
rentialgleichung 

(A)  + = 0 


adjungierte  Fundamentalsystem  der  zu  (A)  adjungierten  Differential- 
gleichung 


dx 
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die  auf  der  rechten  Seite  der  partiellen  Differentialgleichung  (I)  auf- 
tretende Hermitesche  Form  ist  also  einfach 


I — Ifklh  I“  = 


i<k 


WO 


die  zu 


adjungiertc  Form  bedeutet.  Da  für  rl>  offenbar  eine  der  für  (p  gül- 
tigen analoge  Differentialgleichung  besteht  und  die  Beziehung  zwischen 
(p  und  lif  eine  gegenseitige  ist,  so  erhalten  wir,  mit  Rücksicht  auf  (Ila): 

Zf  logg)  = 4c^c,c^ 

oder  indem  wir 

u = log  (p , V = log  il; 

setzen,  das  System  partieller  Differentialgleichungen 


00 


j z/m  = 4c^c^c^e~  2«  -I- » ^ 
l z/y  = 401^3^36““*’  + “ . 


Wenn  die  zu  dem  Fundamentalsysteme  y^,  y^,  y^  gehörige  Mo- 
nodromiegruppe  der  Differentialgleichung  (A)  die  Eigenschaft  hat, 
die  Hermitesche  Form  (p  in  sich  selbst  zu  transformieren*),  so 
transformiert  die  zu  dem  adjungierten  Fundamentalsysteme  <?g, 
gehörige  Monodromiegruppe  von  (B)  die  adjungierte  Form  if;  in 
sich  selbst;  in  diesem  Falle  sind  also  (p,  V'  eindeutige  Funktionen 
von  Tj  und  die  Differentialgleichung  (A)  bestimmt  auf  diese  W^eise 
ein  eindeutiges  Lösungssystem  m,  v des  Systems  partieller  Differential- 
gleichungen (V). 

4.  Um  zu  zeigen,  dafs,  ähnlich  wie  für  n = 2,  auch  hier  ein  ein- 
deutiges Lösungssystem  der  Gleichungen  (V)  eine  lineare  Differential- 
gleichung von  der  Form  (A)  mit  eindeutigen  Koeffizienten  determiniert, 
deren  Monodromiegruppe  eine  Hermitesche  Form  ungeändert  läfst, 
müssen  wir  an  einige  Formeln  erinnern. 

Aus 


1)  Vergl.  über  solche  Differentialgleichungen,  für  beliebiges  n,  Fuchs:  Berliner 
Sitzungsberichte,  189C,  S.  763;  für  w = 3 auch  Picard:  Acta  Mathematica, 
Bd.  1,  S.  2ü7. 
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LuDWIO  ScilLKSlXOER: 


folgt  durch  Differentiation  nach 

(viD  P'  -y^y 2 > 

U,”  = y-A'^-  + y'A  - yWiy 

lind  wenn  wir  die  Differentialgleichung  (A)  beachten  und 


(vni) 

setzen: 

(IX) 


= y,y:  - yA' 

z’’  = - 4-  . 


Den  Gleichungen  (VI) — (IX)  denken  wir  uns  die  analogen,  aus  ihnen 
durch  cyklische  Perrautation  der  Indices  1,  2,  3 hervorgehenden  hinzu- 
gefugt. 

Bedeutet  y irgend  ein  Integral  von  (A),  z irgend  ein  Integral  von 
(B),  so  folgt,  indem  man  (A)  mit  z^  (B)  mit  y multipliziert,  durch 
Subtraktion  und  Addition 


(X)  y^^">z  — z^^^y  + ^p{y'z  — z'y)  + 2 »^yz  = 0, 

(Xa)  y^^^z  -f  j^^^y  + ^p{y'z  -f  z'y)  + $p'yz  = 0, 

wo 

^3  = ^ - Ip 

die  Laguerresche  Differentialinvariante  vom  Gewichte  Drei*)  der 
Differentialgleichung  (A)  bedeutet.  Die  Gleichung  (Xa)  oder 

-^[y^”  + y'^  - ^'y'  + ^p^y]  = ^ 

ergiebt  sich  auch  unmittelbar  aus  der  Lagr  an  gesehen  Identität*);  der 
Ausdruck 

(C)  yz"  + y"z  - z'y'  + 3p^f/ 


hat  also  für  irgend  ein  Integralpaar  y,  z der  einander  adjungierten 
Differentialgleichungen  (A),  (B)  einen  von  x unabhängigen  Wert. 

Bilden  wir  diesen  Ausdruck  (C)  für  y = y^,  z = z^,  so  folgt  mit 
Rücksicht  auf  die  Gleichung  (IX): 

vA  H-  y'kZi  — y'kz'i  + = Pk%i  — yA  + y'kZ^ 

hier  hat  aber  die  rechte  Seite  den  Wert  d,*^),  wie  aus 

yx  y\  y'i 

Vi  Vz  yi 

Vs  y's 


= 1 


I 


I 


1)  Obere  Accente  bedeuten  im  fol(?enden  stets  Ableitungen  nach  x. 

2)  Vergl.  z.  H.  Handbuch,  Bd.  II,  1,  S.  lUO, 

8)  Vergl.  z.  B.  Handbuch,  Bd.  I (1895),  S.  54. 

4)  dik  bedeutet  in  Kroneckerscher  Bezeichnung  Null  oder  Eins,  je  nachdem 
l:  ~ i oder  k 4=  i ist. 
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unter  Bezugnahme  auf  die  Gleichungen  (VI),  (Vll),  (VIII)  ohne 
weiteres  folgt. 

5.  Wenn  wir  x und  x als  von  einander  unabhängige  Variable 
auffassen,  so  befriedigt  als  Funktion  von  x die  Form  (p  die  Differential- 
gleichung (A),  die  Form  ilf  die  Differentialgleichung  (B),  der  Ausdruck 
(C),  gebildet  für  y = z — \l)y  wird  also  einen  von  x unabhängigen 
Wert  annehmen;  wir  können  diesen  Wert  auch  sofort  angeben.  Be- 
zeichnen wir  nämlich  die  partiellen  Ableitungen  von  9,  nach  x durch 
obere  Accente,  so  ist 


(fii!”-\-ii;(p'’—(p'ii.*'-\-'62)(piif  = 2:^^k^i' Vk^i + y'k  - ykz\ + 1, 

ir=l  i=l 


die  rechte  Seite  hat  aber  mit  Rücksicht  auf  das  Rechnungsergebnis  der 
vorigen  Nummer  (4)  den  Wert 

3 3 

^ + Vah  = 0. 

i = l 1=1 


Somit  ergiebt  sich  für  p die  Darstellung 

(XI'i  V = — ^ ' 

■*  3 (jp  ^ 

und  indem  man  in  (X)  (p  an  die  Stelle  von  y,  an  die  Stelle  von  z 
und  für  p seinen  eben  gefundenen  Wert  einsetzt,  folgt  ferner 

(XU)  ff  _ — <pi/>[(]pW-»/.'  — t/^oiqp] 

Kennt  man  nun  zwei  in  rj  eindeutige  Lösungen  «,  v des  Systems 
partieller  Differentialgleichungen  (V)  und  bildet  mit 


tp  = e“f  = e” 

die  Ausdrücke  (XI)  und  (XII),  so  sind  diese  blofse  Funktionen  von  x 
und  zwar  eindeutige  Funktionen  dieser  komplexen  Variabein;  die  mit 
denselben  gebildete  Differentialgleichung  mit  eindeutigen  Koeffizienten 


dx^ 


hat  demnach  die  Eigenschaft,  dafs  ihre  zu  dem  Fundamental  Systeme 
h Vif  t/i  gehörige  Monodromiegruppe  die  Hermitesche  Form 


9 = + (‘iVilh  + ^3^32/3 

in  sich  selbst  transformiert. 

Die  Verallgemeinerung  der  hier  für  n = 2,  3 durch  geführten  Be- 
trachtungen auf  den  Fall  eines  beliebigen  n bietet  keinerlei  prinzipielle 
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Schwierigkeiten  dar,  wenn  man  die  algebraischen  Relationen  beachtet,  die 
nach  Herrn  Forsyth^)  zwischen  den  Lösungen  der  successiven  assoziierten 
von  assoziierten  Differentialgleichungen  bestehen.  Es  ist  mir  aber  bisher 
nicht  gelungen,  die  für  ein  beliebiges  n erforderlichen  komplizierten 
Rechnungen  in  eine  übersichtliche  Form  zu  bringen;  ich  habe  mich 
darum  in  dieser  Note  auf  die  Fälle  n = 2,  3 beschränkt. 

Klausenburg,  den  22.  Dezember  1900. 


1)  Philosophical  Transactions,  Vol.  179,  S.  464  fF. 
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Zur  neueren  Dreiecksgeometrie. 

Von  F.  Caspary  in  Charlottenburg. 

(Fortsetzung.)  *) 

§ 4. 

25.  Der  durch  (25)  dargestellte  Punkt  S gestattet  noch  zwei  Aus- 
drucksformen,  von  denen  die  eine  unmittelbar  an  Theorem  XII  sich 
anschliefst. 

Nach  (25)  und  (28)  hat  man 

sS  = (jCj  -f-  ^j)(^3  "h  ^i)-Aj  “h  (^*2  “I”  ^s)  { (^1  ^2) -^2  ”1"  (^s  } ) 

und  nach  (2) 

x(B^  + B^)  = (xj  + + (^1  + + (^3  + ^i)A- 

Demnach  folgt 

sS  — X(X^  + ^s)(J^2  + -ßj)  = ( (^1  + + ^1)  — (^2  + ^3)*)  ^1 

= (02  + "s  — "i)A; 

also  ergiebt  sich 

(47)  sS  — (<a^  -|-  G3|  — o,)-4,-  + x(Xi^  + x^(^B,^  + B^. 

Führt  man  nun  die  zu  B assoziierten  Punkte  ein,  nämlich: 

((Oj  + W3  — CJ^)Ri  = — üJijE?,  + + 0Jsi?3, 

(«3  + «1  — «2)^^  = — (Djjhj  + (03/^3, 

(cöj  -f  — *^3)  ~ (^iB^  CÜ2  B^  — c)^B^y 

80  folgt  wegen  (19) 

(üj*  + oj,  — a,)Ri  + = (ü3^  + (Ot){Bf.  4-  B^). 

Daher  verwandelt  sich  (47)  in: 

(“*  + (Oi)sS  = I (o*  4-  (o,){(Ot  4-  — w,.)  4-  (ox{x^  4-  ^i) } 

x(xj^  4-  ar,)(oj^  4-  — w,.)  JJ,.. 

Der  Faktor  von  wird  aber  wegen  (^(ß)  gleich  2o^cj„  und  daher 
erhält  man: 

(49)  (üj*  4-  co^sS  — 2(0jj0j,i4,-  4-  x(x^  4-  ^i)(®*  4-  Wj  — t^i)R{f 

1)  Die  Korrektur  dieser  Fortsetzung  hat  der  Verf.,  der  seit  Monaten  schwer 
krank  damiederliegt,  nicht  lesen  können.  Die  Red. 
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F.  Caspaby: 


oder  in  Worten: 

XVI.  Der  Punkt  S ist  der  Schnittpunkt  der  drei  Geraden 
A^Ii^f  wobei  jRj,  i?j,  B^  die  zu  B assoziierten  Punkte  shul 

26.  Wendet  man  auf  'den  Punkt  S das  bereits  in  § 3 benutzte 
Übertragungsprinzip  an,  welches  darin  besteht,  dafs  man  x-  mit  cj,  und 
Ai  mit  Bi  vertauscht,  so  erhält  man  aus  Theorem  XII: 

XVII.  Bezeichnet  man  mit  A^j  die  Mittelpunkte  der  Segmente  Aj^A^ 

so  schneiden  sich  die  drei  Geraden  in  einem  Punkte  0. 

Für  diesen  Punkt  0 erhält  man  aus  (25j)  und  (25)  die  folgenden 
Ausdrücke: 


(50)  j 
und 


ü O = Xi  {x^  -1-  3*3  — 3-J  yl,  + (iCg  + — 3-o)  -^2  + ^3  (^1  + ^2  ~ ^3) 

= x^(x  2x^^A^  x^(x  23*2)^2  ^s(*^ 


(50,) 

wobei 


Ö(oO  = (w,  4-  t«>2)("s  + ^l)^\  + ("2  + «3)(«1  + «2)^2 

-f  (0^3  + Ü),)(c02  + OJ3)i?3, 

Ö = CJ  + d 


ist.  Zugleich  verwandeln  sich  die  Gleichungen  (26)  in 

äO  — coB  ö D^y 

(51)  =-.^+3»'«, 

= — IV  11  4-  d (Dg  4"  D3) , 

= — x^X  4-  2d(Dg  4“  D3), 
und  die  Gleichungen  (47)  und  (49)  in: 

(52)  w 0 = (3:*  4-  .r,  — Xi)x Bi  4-  4-  w,)(-4;t  + 

und 

(53)  {x^  4-  Xi)cb()  = 2x^x,  • xBi  4-  (cj*  4-  (o^)(x^.  4-  — a',) X,, 

wobei  Xj,  Xg,  X3  die  zu  X assoziierten  und  durch 


I 0^2  "b  ^3  ^l)X,  — -*4,  4“  ~b 

(54)  (Xg  4-  — a-g)  Xo  = X,  .4,  — Xg  ^3  4-  Xg  4ls , 

( (x,  4-  Xg  — Xj)  Xg  ==  X,  Ay  4-  Xg  ^2  — Xg  ^4g 


definierten  Punkte  sind. 

27.  Führt  man  noch  die  zum  Schwerpunkt 

3G  = D,  4-  Dg  4-  D3 

assoziierten  Punkte  ein,  indem  man 

//,  = — D,  4"  Dg  4"  Dg, 
(55)  |i/g= 

Dg  = D,  4-  Dg  - Dg 
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setzt,  so  erhält  man  für  die  äufseren  Produkte  YA-H,\  die  Ausdrücke: 


= (wj  - Mg)  [^2^3]  — («I  + + (ojj  + 

= (Mg  + Mj)  [B^B^]  + (w,  — ~ 

["■4^3]  = ~ (^'^3  + “1)  [-^2^3!  d"  d"  (^2“ 


deren  rechte  Seiten  die  Summe  Null  ergeben.  Daher  schneiden  sich 
die  drei  Geraden  A^H^,  A^H^  in  einem  Punkte  Hy  für  den 

man  durch  äufsere  Multiplikation  zweier  der  vorstehenden  drei  Glei- 
chungen findet: 

m(m  -1-  Ö)H  = m(m  — d)(i?j  + B"g  -f-  B^ 

— 2 ( -f  B^  -f-  Wj'jÖj  ) 

oder  wegen  (30) 

(m  -f  d)H^  3(m  -d)G  + 2zZ. 

Da  nach  der  zweiten  Gleichung  (51) 


zZ  ==  3dG  — (M-fd)O 

war,  80  folgt 

(m  -f  Ö)H  = 3(m  — 8)G  -f  6d ö — 2(m  -p  ö)0 
= 3(m  -}-  d)G  — 2(m  -|-  d)0, 

oder 

(56)  H^20=3G. 


Diese  Relation  stimmt  formal  mit  der  bekannten  E ul  ersehen  über- 
ein, und  geht  thatsächlich  in  diese  über,  wenn  man  — a,.*  (vergl. 
Xo.  15)  setzt,  da  in  diesem  Falle  H der  Höhenschnittpunkt  und  0 der 
Mittelpunkt  des  um  A^  A^  A^  beschriebenen  Kreises  wird. 

28.  Mit  Hilfe  der  Gleichungen  (2)  nimmt  das  Gleichungssystem  (55) 
die  folgende  Form  an: 

Ixi/,  = Z^A^  -f  ^3^2  + ^-2^3, 
xH^  = z^Aj  -j-  ^2 '*'4  d”  ^1-^4) 

X = z^A^  «z”!  Aj  z^A^y 


wobei  zur  Abkürzung  gesetzt  ist: 

(58)  ^r.  = .Tjt  -f  0*,  - :r,.. 


Bildet  man  aus  (57)  die  äufseren  Produkte  [y4,  //,|  und  aus  zweien 
derselben  wieder  das  äufsere  Produkt,  so  erhält  man  für  H den  Ausdnick: 

(59)  -f-  z^Zy  -f  z^z^)H  = z^z^A^  + ^3^1^  + ^i^2-4> 

— z^z^A^  -f-  z^\z^  A.j  ‘Z’j  A^ } , 

= z^z^A^-\-z^[xH,-z^A^]y 
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Aus  (58)  ergiebt  sich 


I — 2 (wg  -f"  f 

\ ZyX  = d — w + ^ ; 


daher  folgt 

(GO)  (to  + ^)  = 2 (w*  + ftj/)  Ai  -h  (d  — « + 2(nj.)  Hi. 


29,  Die  vorstehenden  Formeln  führen  zu  folgenden  Theoremen: 

XVIII.  Der  Funkt  0 ist  der  SchniUpunkt  der  Geraden  BD^, 
ZG,  XW]  ebenso  ist  er  der  Schnittpunkt  der  Geraden  B^X^,  BaX^, 
B^X^,  wobei  X^,  X^,  X^  die  zu  X assoziierten  Funkte  sind. 

XIX.  Legt  man  durch  die  Ecken  des  Dreiecks  B^B^B^  Farallden 
zu  den  Gegenseiten,  so  erhält  man  das  Dreieck  tvobei  der 

Funkt  Hi  dem  Funkte  Bi  gegeniiberliegt.  De»'  Schiverpunkt  des  Dreiecks 
ist  der  Funkt  G,  der  nach  IV  auch  der  Schwerpunkt  sechs 
anderer  Dreiecke  ist. 

Die  drei  Geraden  A^H^,  A^H^,  A^H^  schneiden  sich  im  Funkte  H, 
der  auf  der  Geraden  0 G liegt  und  zwar  derart,  dafs  HG  = 2 GO  ist. 

30.  Für  die  zu  X assoziierten  Punkte  X,  folgt  aus  (54)  wegen  (2) 


(Gl)  (a:*  + :t/  — Xi)  X,  + xBi=  (xjt  + Xi)  (^*  + Ät) , 


und  wegen  (10) 

(62)  (x*  + X,)  X(')  - Xi  Ai  = (xk  + sci)  Xi , 

während 

(6:i)  (Xk  + xi)  X(‘)  + Xi  Ai  = xX 

ist. 

Demnach  hat  man: 

XX.  Die  Geraden  BiX,  gehen  durch  die  Mittelpunkte  der  Segmente 
AkAi',  imd  entsprechend: 

XXI.  Die  Geraden  A{Bi  gehen  bez.  durch  die  Mittelpunkte  der 
Segmente  BkB,. 

XXII.  Auf  jeder  der  drei  Geraden  yl,  X('^(i=  1,  2,  3)  bilden  die 
Funkte  Ai,  X^')  mit  den  Funkten  Xi  und  dem  gemeinsatnen  Schnittpunkt 
X vier  harmonische  Funkte,  und  zwar  sind  Ai,  und  X,  X su- 
geordnet. 

31,  Schneidet  man  die  Verbindungslinien  X^'^X^*^  der  Punkte 


{x^  4-  ^3)  X‘>  = + ^3^3  , 

(^3  + x^)  = a-3 .13  + a-,  A, , 

{x^  4-  a-o)  X(")  = a'i .Ij  4-  a-a.la 
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durch  die  Geraden  A,  Ajt,  so  erhält  man,  wenn  man 


setzt, 

(64) 


( .Lyl,]  = X', 

[XWX<ri  A^A^]  = X", 

1 [X‘)X<2)  A^A^]  = X'" 

(Xj  S'2')  X = ^2"^  > 

(^1  ^s)  ~ f 

(x,  — Xi)  X'"  = “ x^Ai  + XgA^ , 


und  da  die  Summe  der  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  verschwindet, 
liegen  die  drei  Punkte  X',  X",  X'"  auf  einer  Geraden  JC,  für  die  sich 
eigiebt : 

(65)  JC  zzz  ^2^3  [-^2-^s]  ^3^1  “1"  ^1^2  L-^1  • 


Die  Gerade  x heisst  die  harmonische  Polare  des  Punktes 


(1)  X — x^A^  “f*  A2  x^A^ 

in  Bezug  auf  das  Dreieck  A^A^A^,  und  umgekehrt  der  Punkt  X der 
harmonische  Pol  der  Geraden  x. 

Aus  (64)  folgt 

(^i-^8)(>^3-  ^i)  (X"~  X'") = X2X2  (A2-A2) + x^x^  {A^-Af) + x^x^  (^1-^2) 
oder  nach  (3) 

(66)  (x,  - 0:3)  {X2  - X,)  (X"  - X'")  = d (A-  A)  • 

Daher  folgt: 

XXIII.  Die  Schnittpunkte  X',  X",  X'"  der  Geradenpaare  X<*^X(*), 

X^^^X^*),  A^A^  sind  bez.  die  vierten  harmonischen 
Funkte  zu  den  Punkttripeln  X^^\  A^j  X^*),  A^y  A^\  X<^>,  Jig 
und  liegen  auf  einer  Geraden  x,  die  zu  der  Geraden  A-^s  pt^^allel  ist. 
Die  Gerade  x ist  die  harmonische  Polare  des  Punktes  X in  Bezug  auf 
das  Dreieck  A^A^A^. 

32.  Bestimmt  man  zu  den  drei  Punkten  A;  -^s  ^ gemäfs 

ihren  Ausdrücken  in  (3)  und  (25)  die  harmonischen  Polaren,  so  erhält 
man  die  Ausdrücke: 

rfg  = :T3  [.43.4.3]  -j-  2:^  [434.1]  -f~  ^2[-^i-^]> 

A = "h  ^8[-^S-^l]  “h 

S = (Xg  ^3) [-42 43]  -j-  (^3  "i"  ^*i)[43  4j]  -j-  (Xj  -f-  X2^\^A^Ag\ 

und  erkennt,  dafs 

dg  ~|”  dg  s , 

dafs  diese  drei  Geraden  sich  also  in  einem  Punkte  schneiden.  Man 
findet  denselben,  indem  man  [A^al  bildet,  nach  (39 *j  als 

ö F = üjj4j  -}-  Wj42  + 03g Ag. 

ArchiT  der  Mathematik  imd  Physik.  III.  Reibe.  I.  18 
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Demnach  folgt; 

XXIV.  Die  in  Bezug  auf  das  Dreieck  gebildeten  harmo- 

nischen Polaren  der  Punkte  Dg,  Dg,  S schneiden  sich  in  Y;  und  ent- 
sprechend: 

XXV.  Die  in  Bezug  auf  das  Dreieck  B^B^B^  gebildeten  harmo- 
nischen Polaren  der  Punkte  Dg,  Dg,  0 schneiden  sich  in  T. 

33.  Für  die  Gerade  XW  erhält  man  wegen  (1)  und  (27)  den 
Ausdruck 

und  für  ihren  harmonischen  Pol  Bq  in  Bezug  auf  das  Dreieck 
folgt  unmittelbar 

^0-^0  ~ ^l(^3  "1"  ^2(^1  ^2)  (^2 

-|-  3rg(jTg  ^3)(^s  ^l)-^3 

oder  wegen  (23) 

(67)  f’oBQ  = XjJP^A^  XgPgXg  XqP^A^j 
wobei 

^0  = ^iPi  + ^2l>2  + ^3^3 
ist. 

Die  rechte  Seite  von  (67)  gestattet  wegen  (^j)  und  (^)  eine  be- 
merkenswerte Umformung. 

Nach  (%)  und  (%)  folgt 

^^iPi  ==  x^{(D^^Xi  -}-  cjja;,  -f-  cagXj) 

==  C)i{x^Xq  — COi)  -f  OgXgXi  -}-  GJ^X^X^ 

^ co^x^x^  “t*  c^g^g^r^  4"  cOqX-^x^  * 

Setzt  man  daher  zur  Abkürzung 

(68)  A = GiyX^x^  cOgaTgO',  -f  a^XiX^y 

so  folgt 

(?l,g)  xXiPi  = A-  af. 

Demnach  ergiebt  sich  aus  (67) 

xrQBQ  = A{A^  + ^2  -f  ^3)  — (wi^i  + (OgM,  -f  03*^3), 

oder  wenn  man 

(61))  4-  öj»^g  -h  GJ3M3  = M’*  W* 

setzt: 

(70)  xrQRQ  = 2>AG-  W*. 

Nach  (30)  ist 

W*'  = ÜI*  -j-  Wj*  -j-  OJg-  = — (OZy 

so  dafs  sich  (70)  auch  in 

(71)  xtqBq^^AG  (ozW* 
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verwandelt,  und  für  xr^  sich  ergiebt 
(72)  xTq  = 3^  + ae. 


34.  Ersetzt  man  die  x^  durch  die  o,.  und  läfst  die  unverändert, 
so  mögen  die  Punkte  in  Punkte  P,.  übergehen.  Dann  sind  nach  (2) 
die  P,.  wie  folgt  bestimmt: 


cjPj  = -f  (o^Ä^  -f 

(dP,  = 0,^1  + + (»1^3, 

(dPj  = C52./4j  + -f 


Bildet  man  nun  2P^^  = P^  + P,  und  p„],  so  erhält  man  ein 
Gleichungssystem,  welches  (24)  vollständig  entspricht  und  aus  diesem 
hervorgeht,  wenn  man  x^  durch  o,.  ersetzt.  Man  erkennt  daher,  ’dafs 
die  drei  Geraden  -4,P^,  sich  in  einem  Punkte  schneidern  Bezeichnet 
man  denselben  mit  N,  so  findet  man  für  ihn  aus  dem  Ausdruck  für 
S in  (25) 

(74)  cd((d  + d)iV=  ((Dl  -f  (Dj)((ö3  + C3^)Ä^  4-  (<»2  4-  »s)(®i  + 


+ (ojg  + Oi)(ö,  + (»8)^8* 


Die  Substitution,  die  S in  N überführt,  läfst  R unverändert,  führt 
aber  X Ln  3T  und  die  Punkte  in  J/,-  über,  wobei 


(0  6M^  = (DgCDgXj  + (Dg(Di^  + (DiCDgulg, 

(75)  (odJfj  = -f  (DjCögXg  + (Ö3(Dj^3, 

(ödAfg  = (DgCDiXi  4-  OiOJjXg  4"  052^3-^3 

ist.  Da  dieselbe  Substitution  die  in  (27)  definierten  Punkte  W und  Z 
in  W*  und  Z*  überführt,  wobei  W*  durch  (69)  und  Z*  durch 

(76)  g*Z*  — — owZ*  = (eJ2®®3  + “h  (®3^i  + ^^2*)-^ 

4-  (oiOo  + ßJs*)-^3 


definiert  ist,  verwandelt  sich  das  Gleichungs System  (26)  in  das  folgende: 

'(o4-d)A"=  (oY-hdM^, 

wZ*  + d{M,  + M,), 

= _ x^R  + 2d(M,-\-M,). 

Aus  (75)  ergiebt  sich  durch  Addition 

(78)  M,  + M,  + M,  = A,  + A,  + A,  = 3G, 

und  daher  folgt  aus  der  zweiten  und  dritten  Gleichung  (77),  ent- 
sprechend (29): 

(79)  zW*-wZ*  = öM^. 

18* 
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(80) 


Ebenso  erhält  man,  entsprechend  (38): 

UW*-\-cjY  =2dM^^, 


\x^R  -wZ*  = 2dM, 


2S> 


wobei  2M, 


23 


(81) 


Mg  + Mg,  und  entsprechend  (40): 

\-wZ*  -{■  x^X=2dM^, 

\ ivZ*  + x‘X’=2i\V*. 


Aus  der  ersten  Gleichung  (42)  ergiebt  sich 


x^T  = (xj“  + 2xgXg)Ai  + (xg*  4"  ^XgXj^^g  + (Xj*  4-  2xiXj)a4j. 

Ersetzt  man  hierin  x,-  durch  cj^,  während  Af  imverändert  bleibt, 
so  möge  T in  T*  übergehen.  Dann  folgt 


wT*  = (w  - 2d)  W*-h2ä-  Ml 
oder  wegen  (28)  und  (79) 


(82) 


jioT*  + x}V*=  2iM„ 
\(oT*  — z W*  = — 2wZ*. 


Hieraus  ergiebt  sich,  in  Verbindung  mit  der  zweiten  Gleichung  (80) 

(83)  cöT*A-x^R  = ^öG, 
und  wegen  (44),  entsprechend  (46): 

(84)  ’ (o{Y-T*)=  x\R-  X). 

Aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  erhält  man  unmittelbar: 
XXVI.  Die  durch  Y zu  RX  gelegte  Parallele  schneidet  RG  in  T*. 
35.  Wenn  man  in  (74)  die  A^  durch  die  in  (19)  gegebenen  Werte 
ersetzt,  folgt 

co^(a)  4"  d)A”  ==  (gjcl),  4-  (ag(Og)(G)iBi  4-  4- 

4"  (öiOg  4“  <^3*^i)(ö^3-®i  4"  Wj-Bj  “b 

4*  {coGig  4"  Wj  c3g)(og jBj  4"  ^iDg  4"  ^^Dg). 

Der  Faktor  von  R^  auf  der  rechten  Seite  wird 
cjj  j aoi  4-  «OgOj  4-  4*  tOj*)  4-  2«  • OgOg  = Oi((a*  — cod)  4-  2(d  • cd,Oj. 

Demnach  ergiebt  sich 

o)®(ci)  4“  d)AT=»=  (o*  — G)d)(oiBi  4-  Wgjßg  4-  ®3^s) 

4"  2 G)(^(Og(OgBi  4“  4“ 

oder  wegen  (20)  und  (21) 

(85)  (w  4-  d)W=  (oj  - d)R  + 2ö  • A. 

Diese  Relation  zieht  zwei  merkwürdige  Folgerungen  nach  sich. 
Multipliziert  man  die  erste  Gleichung  (51)  mit  2 

2(c3  4-d)0  = 2o)JR4“2d-i)j 
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and  subtrahiert  (85)^  so  erhält  man 

(86)  = 

oder: 

XXVII.  Der  Punkt  0 ist  der  Mittelpunkt  der  Strecke  NR. 

Setzt  man  zweitens  den  Wert  von  (cd  -f  d)W  aus  (85)  in  die  vierte 
Gleichung  (77)  ein,  so  erhält  man 

. (cd  - d)R  + 2SD^  = -x^R-^  2S(M^  + M^) 

oder 

(cd  - (J  + x^)R  = 2cJ(3fj  + M^  - Dl). 

Da  wegen  (28)  x*  = Sd  — cd,  also  cd  — d + a;*  = 2d  ist,  so  er- 
giebt  sich 

(87)  R=  M^~  D, 
oder 

D = 3D-(3fi-f  Dl). 

Setzt  man  daher 

il/i  + Dl  = 2Jlfi, 

bezeichnet  man  also  mit  Jlfi  den  Mittelpunkt  der  Strecke  üfjDi,  so 
folgt 

(88)  D+2J!fi  = 3G. 


Führt  man  in  (87)  für  R,  Tlf,,  Jf,,  ihre  Werte  aus  (22),  (75) 
und  (3)  ein,  so  erhält  man  das  bemerkenswerte  Identitätensystem: 

dPl  = CDi(cD2  + CDj)  — fOX^X^j 
(«lij)  dpj  = C02(cD3  + CDi)  - ax^x^, 

dpj  = CD3(cDi  H-  CDj)  — COX^X^y 


welches  sich  leicht  in 

(*,4)  + «>.■*) 


umformt  und  wegen  (^u)  auch  noch  das  Identitätensystem 
(31,5)  ■-p,(Di  = z?  + (aa:,* 

nach  sich  zieht.  Dabei  sind  die  Werte  der  p,  und  /I  durch  (23)  und 
(68)  bestimmt. 

36.  Um  die  in  (73)  und  (75)  definierten  Punkte  P,  und  Mi  zu  kon- 
struieren, greife  ich  auf  Theorem  7,  Nr.  16  zurück.  Ersetzt  man  dort 
den  Punkt  X durch  den  Schnittpunkt  Y der  Geraden  WDi  und  XG 
und  bezeichnet  die  Schnittpunkte  der  Transversalen  X,  Y mit  den  Drei- 
ecksseiten durch  so  gelangt  man,  entsprechend  den  Punkten 
zu  Punkten  P^^.  Dann  schneiden  sich  die  Geraden  A.^P^^\  A^P^\ 
.4jP/*)  im  Punkte  P,  und  die  Geraden  A^P^^\  A^P^^\  A^P^^'^  im 
Punkte  Mi.  Bezeichnet  man  also  den  Mittelpunkt  der  Strecke  M^D^ 
durch  Jfj,  so  folgt  aus  (88): 
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XXVIIL  Der  Mittelpunkt  My  der  Strecke  M^D^  liegt  auf  der 
Geraden  KG  und  zwar  derart,  dafs  RG  = 2GM^  ist. 

37.  Die  in  § 2 unter  III  bis  IX  gegebenen  Theoreme  verwandeln 
sich  in  entsprechende,  wenn  man  durch  durch  P„  P, 

durch  Jlf,,  X^^  durch  und  X durch  Y ersetzt  Diese  Substitution 
ist  die  nämliche,  wie  die  in  No.  34  verwendete,  bei  der  man  a:,-  durch 
oj,  ersetzt  und  die  unverändert  läfst,  und  welche  die  S in  N,  IT,  in 

= {A,l\  W,  T,  Z in  W*,  T*  Z*  überführt,  während  R 

und  G unverändert  bleiben.  Hieraus  erhält  man  das 

Erste  Übertragungsprinzip.  Vertauscht  inan  x^  mit  cd,  und  läfst 
die  Ai  unverändert,  so  bleiben  auch  .die  Funkte  G und  R unvet'ändert, 
während  die  Punkte 


D,,  X,  S,  W,  Z,  T,  0,  H, 

sich  in 

P„  Jtf,,  Y,  N,  TK,*  W*,  Z*  T*,  0*,  H*  B* 

verwandeln. 

38.  Die  in  Nr.  37  auftretenden  Punkte  0*,  H*,  R*  sind  bisher 
nicht  aufgestellt.  Dies  soll  jetzt  geschehen.  Aus  (50)  folgt  durch  Er- 
setzung von  r,  durch  cd,: 


(89) 


ca(4d  — cd)0*  = cDj(cd2  -j-  cd,  — oJXj  -4-  gJs(cJj  -f  cDj  — 

+ OjK  + 

= CDj(cD  — 2cDj)yli  -f  CDj(cD  — 2cD2)yl, -4-  CDj(cD  — 2cDj)Aj 


und  daraus 


(90) 


(4d  - cd) 0*  = d(Af,  + 3/,)  + (2d  - cd)  W*, 
= cDT-f  2(2d-cD)ir*, 

= - coT-f  2d(3f,  + 3f,), 

= (d-cD)Z*-3d  . G, 

= x*P-|-d-3f,. 


Die  dritte  dieser  Gleichungen  ergiebt  sich,  wenn  man  die  erste 
mit  2 multipliziert  und  die  zweite  abzieht;  zu  der  vierten  Gleichung 
gelangt  man  aus  der  ersten,  wenn  man  mittels  ^79)  (2d  — cd)  aus- 
drückt  und  (^78)  berücksichtigt;  die  fünfte  Gleichimg  endlich  ist  eine 
Folge  der  vierten,  wenn  man  aus  der  zweiten  Gleichung  (80)  den  Wert 
von  Z*  entnimmt. 

39,  Zur  Aufstellung  des  Ausdruckes  für  H*  benutze  ich  (59'.  Da 

•‘•»‘•j  - - (j,>  + X,'  + j-,»\ 
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80  folgt 

jej(4d  — (o)H*  = 2 |(eJi*  + + (öJa*  + 

l91)  + (<“j*+<o,(D,)^j|-((i),»+<a,>+<a,*)(4,  + ^ + ^,), 

I =2w»>K»+2a)tf-M, -3<»(<o-2tf)(? 

oder 


(92) 


(43  - to)H*  = - 2(24  - ib)  Tf*  + 24  • J!f,  - 3(<a  - 24) G 

2(4-ra)^-3(o-24)G. 

Hieraus  folgt,  wegen  der  vierten  Gleichung  (90) 

(93)  H*  + 20*  = ^G, 

d.  h.  diejenige  Relation,  welche  sich  aus  (56)  bei  Anwendung  des  ersten 
Übertragungsprinzipes  ergiebt.  Ganz  ebenso  folgt  mittels  dieses  Prin- 
zipes  aus  (86)  unmittelbar 

(94) -  20*  = 5+R. 

Durch  Rechnung  ergiebt  sich  diese  Relation,  wenn  man  zur  vierten 
Gleichung  (26)  sR  addiert  und  den  entstehenden  Ausdruck  mittels  (7) 
und  (88)  nmformt. 

40,  Ersetzt  man  in  (67) 


(67)  = ^iPiA  + 

li  durch  G3,  und  beachtet  (^l^),  so  erhält  man 

(95)  ff*  Rq*  = A^+  a^Pi  A^ , 

wobei 


(96)  rf,*  = OiPi  + GJsPi  + (OsPs 

ist  Multipliziert  man  die  erste  Gleichung  (24)  mit  gJj,  so  folgt 

XC^iPi  = -f  OjCöjiCj  + (OiOJs^s  , 

= (oj Oj  — 03  • a: • a^i)  a?i  + 03^ -f  Oj ©33:2, 

= A*—  cjxx^^ 

oder  allgemein 

(97)  xcaiPi  = ^ — (oxxi^f 
wobei 

(98)  A*  — 032  033^71  + 033  03ja72  + 03^032X3 
ist.  Demnach  folgt 

(99)  xr*R*=3^G  - mxwW. 


Dem  Ausdruck  zf*  liifst  sich  wegen  der  ersten  Gleichung  (21,)  die 
Form  geben 

A*=  03,  G>3a7i  + {X  'Pi  — 03j2:j), 

= (03,03  — «»1*)  + ^'Pi^it 

= G)XX^^+  xp^cj^f 

= X (03 a?!* 4-  PiOi) 
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oder  wegen 

Demnach  geht  (99)  über  in; 

(100)  - aw  W. 

Aus  (70)  und  (100)  folgt  noch 

xroRf^  -f  = oj  (z  — tv  W) , 

= d CO  R. 


§ 5- 

41.  Führt  man  die  Punkte  C,-  ein,  definiert  durch 


(101) 
so  folgt 

a=M.X  BiG], 

(102) 

Ci  Ci  = ZiAi  -]r  XkAk-\-  XiAi, 

wobei 

(»,  k, 

(103) 

und  nach  (58) 

Ci  = 2xk  — 2xi  + Xi , 

(58) 

Zi  =Xk-^  Xi—  Xi 

ist.  Aus  (101)  ergiebt  sich  leicht: 

CfCf  = a:X  + (x*  -f  X,  — 2x,.)  Af, 

(104) 

= 3 (x*  + X,)  G — xBf, 

= - XfBf  + (x*  + X,)  {B,  + B^. 

(»,  J=l,  2,  S;  2,  3,  1.  5,  1,  2) 


Aus  (101)  und  (104)  folgt: 

XXIX.  Der  Schnittpunkt  C,  der  Geraden  A^X  und  B^G  liegt  auf 
der  Geraden,  welche  den  Punkt  Bf  mit  dem  Mittelpunkt  der  Strecke  Bj^Bf 
verbindet. 

Setzt  man 

(105)  L,  = [B,C, 

SO  findet  man 

Li  ==  ©1 -f  x^  {x^  — xf)  Ag  - Xs  (x^  — ^3)^5, 

(106)  Ajj />8  = — Xf  (x^  — Xf)Aj  + «2^2  -f  x^  (x^  — x^)A^, 

~ ^1(^1  ^2)-^!  ^s(^l  — •^2) -^2  “f"  ^3  “^3» 


wobei 

(107) 

ist. 


A,  = (B,  + (xj  - x,y 


Aus  (106)  ergiebt  sich 

\Af^Lf  \ = x^[Af^A^]  + x^[A^Ai], 
\A^L^  = x^\A^A^  -f  xfiAf^A^, 

[^3-^3]  “ “b  ‘'^2  f"^2 -^s]- 
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Hieraus  findet  man  für  den  Durchschnittspunkt  der  Geraden 
und  A^L^  den  Ausdruck 

3/1  Aj  -f"  ^2-^2  “i“  ^3*^8» 

der  nach  (54)  den  Punkt  Xj  kennzeichnet.  Demnach  hat  man 

1108)  [A,L,  A,L,j  = X,, 

oder: 

XXX.  Bezeichnet  man  mit  L,  die  Durchschnittspunkte  der  Geraden 
BjC,  und  BfC^  und  mit  X,  die  Durchschnittspunkte  der  Geraden  A^L^ 
und  A^L^j  so  sind  die  Punkte  X,  die  zum  Punkte  X assoziierten. 

Multipliziert  man  die  Gleichungen  (106)  der  Reihe  nach  mit 
Ji(3-j  + ^3),  ^2(2*3  + 3Ti),  4-  ^2)  addiert  sie,  so  wird  der  Faktor 

Ton  A^  auf  der  rechten  Seite  gleich 

x^  I <a,(i,  + X,)  - x,{x*  - X*)  + - a;,*)) 


oder,  da  der  in  der  Klammer  stehende  Ausdruck  verschwindet,  gleich 
Null.  Demnach  folgt: 

(109")  Z*i  (3^2  4“  3’j')AiX<i  4"  ^2(^3  ~i”  ^3(^1  ^2)^3‘^8 


oder,  wie  Herr  Ripert  gefimden: 

XXXI.  Die  drei  Punkte  L^,  Aj,  liegen  auf  einer  Geraden^  die 
durch 

(110)  (a-,  — X,)*  [/4,/4s]  + (x,  - Xj)*  [A,A^]  + (a:,  - x,)*  [X,X,] 


ausgedrückt  ist. 

Da 

Pt  + (*s  - *1)*  Pt  + (*i  - ^t)'  Pt 
und 

(^2  - ^xPi  + (^’s  - ^1)*  ^2/^2  + (^1  - ^2) 


identisch  verschwinden,  so  liegen  auf  der  Geraden  (110)  die  Punkte  R imd 
R^.  Demnach  lassen  sich  A„  Xj,  X,  durch  R und  Rq  linear  ansdrücken. 

In  der  That  findet  man  aus  den  beiden  aus  (106)  hervorgehenden 
Gleichungen 


(111) 


I “i"  ^-^2  "I"  ^2^3  ~ — 

1^1  ^1-^1  4*  ^2^^2  "P  ^3^3^3  ~ “P 


in  Verbindung  mit  (109)  für  die  X,  die  folgenden  Werte 


(112) 

42.  Aus 
(113) 


PjAiXj  x^x^coR  x^r^R^j 

jp,  Aj  Xj  = x^x^  (oR~  x^ '^Q^ot 
P3^3^3  = x^x^toR  - x^r^R^. 


F,^[A,C,A,C,] 
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folgt 


-^1  ”1”  ^3'^S 

-j-  x^A^  -|-  z^A^f 

fi'T  7^  er  _U»^yl._l_'r>4 


(114) 


wobei 


(118) 

(119) 


Aus 


^xQ  — (3*2  “I“  X^A^  -f-  ((Tg  “f"  “b  (^1  “1"  ^i)-^3y 

xF  = + Z,A,  + ^^8^3- 

(1)  und  den  beiden  letzten  Gleichungen  ergiebt  sich 


(120) 

(121) 


X+2^  = 3G, 
P+2X  = 3G, 


und  daraus 


(122) 


2Q=F+X. 


Da  nach  (2) 

^(■®2  “b  -^s)  ~ 2ar^gg  = (3^2  -j-  x^A^  -j-  (^x^  -|-  x^A^  -j-  (^3  "h 


Aus  den  Formeln  (112)  bis  (124)  findet  man: 

XXXIL  Die  drei  Funkte  L^,  L^,  liefen  auf  der  durch  II  und 
Bq  gehenden  Geraden. 

XXXIII.  Bezeichnet  man  mit  F.  die  Durchschnittspunkte  der 
Geraden  Aj^C,  und  Aßf.y  so  schneiden  sich  die  Geraden  A^F^  in  F und 
die  Geraden  CfFf  in  Q. 

XXXIV.  Die  Geraden  GF^,  XJ5,,  B^ßf  H^F  sind  unter  einander 
und  den  Dreiecksseiten  A^A,  parallel. 

XXXV.  Die  Punk'tc  X,  G,  F,  Q liegen  auf  einer  und  derselben 
Geradett  und  zwar  so,  dafs  der  Funkt  Q die  Mitte  der  Strecke  FX  ist, 
und  XG=^{GF=^2GQ. 

43.  Um  aus  den  Formeln  und  Sätzen  dieses  Paragraphen  mittels  des 
ersten  Übertragungsprinzips  neue  herleiten  zu  können,  bedarf  es  noch  der 


so  folgt 

2x  (-B2S  Q)  ~ (^1  “b  -^s)  (^3  "b  ^1)  (-^8  -^a) 


= (^3  - ^3)  (^J  - ^3) 


und  allgemein 


(123)  2x{Q-B^)=^{x,-x,)(A,-A,). 


Ganz  ebenso  ergiebt  sich  unter  Benutzung  von  (57) 


(124)  ^x{F  - fl,)  = (xi,  - X,)  (A,  - A^. 
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Keiintnis  der  Punkte  C^*,  2^*,  F*,  Q*j  Hi*,  die  aus  den  ent- 
sprechenden Punkten  C,,  hervorgehen,  wenn  man  mit 

vertauscht,  aber  die  unverändert  läfst.  Man  findet: 


(125) 


• C*:=[AiY  PiG], 

Ci* Ci*  = 4-  cOf  — cOi)Ai  (o,^A^-\-  GJi  Ai, 

= 4-  CO,  — 2co,.)yl,  -\-  oY, 

= — coP,  4-  3(cot  4-  G', 

c,*  = 2(0,.  4"  2co,  — oj,. 


(126) 


L*  = {P,C*  Pfi*], 

ki*Li*  = x{G)XiAi  - (o,^(X;,  - Xi)A,^  4-  G)t{xt  - ar,)^), 
= (co,  4-  0J*)wP*  ~ («i  + Oi)c*C*, 

= (cd,  4-  «,)  CO  P,  - (co,  -b  wi)c^*C/. 


= AiC*], 

(127)  ^ + (öf  + - CO,) 

= (co,  4-  CO,  - 2coJ^*  4-  c*C*, 

= (co,  4- CO*  - 2co,)  J,  4- 

(128)  (oF*  = ‘2x^X-3eG, 

(129)  q*  = 3G-Y, 

(130)  o)H*  = 2x^Bi-SzG. 


Unter  Hinzufügung  und  Benutzung  dieser  Werte  läfst  sich  das  in 
Nr.  37  ausgesprochene  erste  Übertragungsprinzip  schematisch  in  folgen- 
der übersichtlichen  Form  darstellen. 


Erstes  Übertragungsprinzq). 


.4JJ?,!X|A|6'i  w,\w\ 

\Z\T\ 

\0\H,\U\C,\ 

LAF,\F\(i\ 

^,jp,l  r|Jf,liVi  TV,*i  W*\Z*\T* 

\0*\Hi*\H*\C*\ 

\B*ß.G 

x-i\  CO,  I d |s  = 4d  — 03|  w — 8 — (D  \ z = 28  — a 
co,|cojca',jcodl ^ 03(co  4"  8)  1 — oz  — co(co  — 28)\ — cjtv  = co(co  — 8) 

44.  In  den  Nr.  17,  21  und  26  ist  bereits  ein  anderes  Über- 
tragungsprinzip verwendet  worden,  bei  welchem  a:,  mit  co,  und  überdies 
Ai  mit  P,  vertauscht  wird.  Hierdurch  vertauschen  sich  und  D^, 
X und  B,  W und  Z,  S und  0,  T und  Y,  während  P,,  G,  TU,  un- 
verändert bleiben.  Die  anderen  bisher  eingeführten  Punkte,  wie 
H,  N, . . . gehen  in  neue  über,  die  bez.  Hi',  H',  N',  . . . bezeichnet 
werden  mögen.  Unter  Verwendung  dieser  Bezeichnungsweise  kann 
man  das  neue  Übertragungsprinzip  schematisch,  wie  folgt,  darstellen. 
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Zweites  Übertragungsprinzip. 

TYlSin  H,  I H\  N\  F,  \F\CAL,\Q\  i^|[D,|g|  W, 

B,\D,\B\  z\o\  y\n;\uw\Fmc:\L{\  Q'WmG\  w, 

Xf\  w,.  I d |s  = — Gj]  w = d — (o  I z — 2ö 


a 


(131) 

132) 


03, Io  • X • a;,|o3d|  03(03  + d)  |—  C3Z  = 03(03  — 2d)|—  ow  = 03(03  — 6) 
46.  Die  in  dem  zweiten  Übertragungsprinzip  vorkommenden,  mit 
oberen  Strichen  versehenen  Punkte  H/,  IT, . . Hq  sind  bisher  nicht 
bestimmt,  ich  beschränke  mich  im  folgenden  auf  die  Angabe  ihrer 
Werte,  wenn  die  Herleitung  keine  Schwierigkeit  bereitet: 

h;==-a,  + a,-\-a„ 

H/  + 2A,^SG, 

(4d  - o)H'  = 3(2d  - o3)G  - 2(d  - 03)  W. 

Um  die  Verwendung  der  Übertragungsprinzipien,  etwa  des  zweiten, 
an  einem  sehr  einfachen  Beispiele  zu  zeigen,  greife  ich  auf  Gleichung  (56) 

(56)  H+20  = ^G 

zurück.  Nach  dem  zweiten  Übertragungsprinzip  entsprechen  den  Punkten 
H imd  G die  unter  ihnen  stehenden  Punkte  IT  und  G,  während  dem 
Punkte  0 der  über  ihm  stehende  Punkt  S entspricht.  Daher  ergiebt 
sich  aus  (56)  die  Relation 

ir  + 25=3G, 

die  aus  der  zweiten  Gleichung  (26)  und  (126)  auch  direkt  leicht  her- 
geleitet werden  kann. 

46,  Für  N'  findet  man  aus  (74) 

{x^  d)N'  = (a:i  + x^)(x,^  + + x^){Xi  -f  x^)B, 

■p  (^8  ”P 

und  mittels  des  zweiten  Übertragungsprinzipes  aus  (85) 

(133)  (x^  + d)J\r  = _ d)X  -f  2dD^. 

Die  Gleichheit  der  beiden  Ausdrücke  für  iV  ergiebt  sich  ans  der 
Identität 

(Slie)  03(0:,.  -f  x^){x^  -f  x^)  = (z*  - d)p.  4-  203^03,. 

Für  Cf  ergiebt  sich 

C;  = [BfR  AfG], 

Cf  C;  = (o3*  4-  — ra,)jR<  4- 

= — (OfAf  4-  (o3^  4-  «,)(^*  4-  Af)f 
= (03*  4-  — 2c3,.)jB,.  4-  03 i?, 

= — 03.4,.  4"  3(o3;^  4-  c»,)  G^ 

cl  = 2c3j^  4-  2g3,  — 03^  = c,* 


(134) 
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(135) 


(136) 


(137) 


Ebenso  findet  man  für  die  i'V: 

f;  = [B,c: 

3o,.  j;/  = o^Bi  + {cOi  + CJ,  - (Ot)B^  + (OJ,.  + GJ*  - (0^)B^, 

= (m.  + m,  - + c/  C/, 

= («i  + - 2oj,)^,  -1-  c;  6V- 

47.  Für  und  F folgt 
2(oQ’  =c!C;  + dcü,F:, 

= (öj  + ^i)Bi  + (0J3  + (o^)B2  + (o>i  H"  (o^)B^f 

2Q'  = SG-R, 

oF  — (oj  4*  c?|  — 2(o^B^  + SojjjPf, 

= (Oj  + GJj  — CJj)  J5j  + (k>3  + C>1  — 03j)  -f  (gJi  + G>3  — öj)  jBj, 

==2x^T-3zG. 


Für  LI  und  Bq  erhält  man  endlich: 

l;  = [a,c; 

x;l;  = x[(0X.Bi  - (ü„{x^  - X^)B^  + C3*(xt  - x;)B^], 

= {cOi  4-  - (töf  4-  o,K  c; , 

= (m,.  4-  - (©..  4-  C3jt)c;  c; ; 

(139)  ( ^ ^ + (O^P^B^  4- 

^ 1 =3(^  + (Dd)G-m(a:*  + d)i\r. 

48.  Setzt  man 

U = A^  4“  Wj  A^  4”  '^^8  A^  j 

80  lautet  die  Gleichung  jedes  Kegelschnittes,  der  durch  Ai,  -4,,  A^ 
bindurchgeht: 

21  = 4-  «2 «8^1  + = 0. 

Soll  dieser  Kegelschnitt  auch  durch  und  Z),  hindurchgehen,  so 
muifl  21  = 0 sein,  für 

Mj  ~ ^1^2 f ^2  ^ ^*8  ~ ^8^1) 

«i=“^ia^8;  Ms==^8^8; 

d.  h.  es  muls 

(CC^X^  4“  4"  ^2^2  ~ 

\ ^2  ^8  ^8  ^ 

»ein.  Daraus  folgt 

ttj  : Oj  : «3  ==  coi  : Wj : 0)3. 

Somit  ergieht  sich  als  Gleichung  des  durch  Ai,  A^,  A^,  D^,  Z), 
hindurchgehenden  Kegelschnitt« 

(140)  5(  = ©1^2  «8  + 4-  =0. 
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Auf  diesem  Kegelschnitt^)  liegen  die  Punkte  R und  da  ihre  Ko- 
ordinaten Piy  Ps  (^1  + •'*2) (•'^1  + a-j),  (x^ + J's) (x^ + x^\  (x^ 4- {^s + Jj) 

der  Gleichung  (140)  wegen  der  beiden  letzten  Identitäten  (Hj)  genügen. 
Ebenso  wird  Gleichung  (140)  und  zwar  identisch  erfüllt  für  den 
Punkt  Rq*,  sowie  für  die  Punkte 


\<c;  = - 

Oi^l 

4- 

("2 

+ 

^s)(-^2  “b  -^s)^ 

(141) 

II 

1 

02^2 

4" 

("s 

4- 

"b 

tc;c;  = - 

03^3 

4- 

(0, 

4- 

ojg)(A  + 

und 

io,£,'  = 

Oi^l 

— 

(«^2 

— 

"s)(A  - 

(142) 

to,E^  = 

02  A^ 

— 

— 

"l)(^S  - 

-Ah 

= 

O3  Ag 

— 

(«1 

— 

02)(^'ll 

-A). 

Ersetzt  man  die  mittels  (19)  durch  die  B-,  so  folgt  aus  der 
ersten  Gleichung  (142) 

coraj  JE/  = { töj*  + (gjj  — cüj)*}  -f  0)2(03  + 0|  — ^s)B9 

-{-  Oj(oj  -f  Oj  — ^i)B^ 

oder  wegen  (25J 

OOj  JE/  = G){X^  Ö)S  -f  { Oj*  -f  (O2  — 03)^  — OjO,  — O,  O3  — Oj*}.ßi. 
Der  Faktor  von  Bi  nimmt  leicht  die  Gestalt  an 

(oj*  + 02*  + ^3^)  — (W2O3  4-  OjOj  4"  O1O2)  — (02O3  — Oj*) 

oder 

(o*  — 2od)  — od  — (oxx^  = o*  — 3od  — mxx^  = — ox*  — ojJj 

= ~ oa:(o;  4-  3'/). 

Demnach  folgt: 

(143)  (ö,e;  = (x^  + d)S  - x{x  4-  X,)B,. 

Also  erhält  man: 

XXXVI.  Der  durch  die  Tunkte  A^,  A^,  ^3,  D^,  D^  bestinwiie 
Kegelschnitt  ^ geht  auch  durch  die  Tunkte  R,  S,  JR^*;  C/,  Cj',  C,'; 
E^',  JE2',  E^'  hindurch. 

XXXVII.  Tunkt  E!  ist  der  Schnittpunkt  der  Geraden  Bß  mit 
der  durch  A-  zu  A,^Ai  gezogenen  Taratlele. 

49.  Wendet  man  auf  die  beiden  letzten  Sätze  das  zweite  Über- 
tragungsprinzip an,  so  erhält  man: 

XXXVIII.  Der  durch  die  Tunkte  B^,  B^,  B^,  D^,  D^  hcstininite 
Kegelschnitt  33  geht  auch  durch  die  Tunkte  X,  0,  Rq]  C\,  C\,  ü,; 
E^,  E^,  JE3  hindurch.^) 

1)  Vgl.  E.  Jahnke  a.  a.  0.  S.  25,  Theorem  XVLLl,  wo  der  Mittelpunkt  diese« 
Kegelschnitts  angegeben  wird;  es  ist  der  Punkt  Q*. 

2)  Vgl.  E.  Jahnke  a.  a.  0.  S.  24,  Theorem  XII,  wo  als  Mittelpunkt  des 
Kegelschnitts  gemäfa  dem  ersten  Übertragungsprinzip  der  Punkt  Q gefunden  ist. 
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XXXIX.  Tunkt  ist  der  Schnittpunkt  der  Geraden  Afi  mit  der 
durd  zu  gezogenen  Parallele. 

Demnach  findet  man  für  JEJ,: 

IXj  (x^  x^l^B^  f 

x^E^  — x^B^  {x^  — B^^ 

x^E^  = x^B^  (x^  B^)] 

(145)  xXfEi  = (o)  + d)0  — (ö  -f  w,)yl,. 

Mit  Benutzung  von  (55)  erhält  man  aus  (144) 

(2x^E^=  z^H^-\- z^H^, 

(146)  \2x^E^  = ZiH^  + z^  , 

\2x^E^  = z^H^  +z^H^, 

und  hieraus  und  (144) 


(147) 


xJ  = x^E^  + E^  -|-  x^E^f 
= x^H'^  x^äf  4" 

I — z^B^  -{■  z^B^  + 

[ = (a:  — 2x^)B^  + {x  — 2x^)B^  (x  — 2x^)B^. 


Aus  der  letzten  Gleichung  folgt  wegen  (41) 

X • J = Sx  • G — 2x  • Tj 

oder 

(148)  J+2T=3G. 

Ebenso  ergiebt  sich  mit  Hilfe  des  zweiten  Übertragungsprinzips 

(149)  J'-f2r=3G, 

wobei 

(150)  G)J'  = c)^Ei  + o^E^'  + (o^E^' 
ist. 

50.  Zum  Schlufs  will  ich  noch  ein  drittes  Übertragungsprinzip  an- 
geben, mittels  dessen  aus  den  bisher  aufgestellten  Formeln  und  Theo- 
remen zahlreiche  neue  hervorgehen. 

Vergleicht  man  die  Formeln  (1)  und  (119);  (2)  und  (57);  die  erste 
Gleichung  (3)  und  (59),  so  erkennt  man,  dafs  die  Punkte  X und  F, 
B.  und  7),.  und  H in  einander  übergehen,  wenn  man  x^  mit 
= Xf^-\-  x^  — x^  vertauscht,  die  A^  aber  unverändert  läfst.  Da  z^-— Zi 
= 2{x^  — a:J  und  Zj^  + z^  = 2a:,-,  bleibt  bei  der  Vertauschung  von  x. 
und  jp.  wegen  (29)  R unverändert,  Q verwandelt  sich  wegen  (118)  in  2X, 
S wegen  (25)  und  (3)  in  und  Dgg  s (-^2  + ^s)  wegen  (3)  und  (50) 
in  0.  Bezeichnet  man  noch  mit  W,  . . . diejenigen  Punkte^  welche 
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aus  W,  Zf  .. . durch  die  Vertauschung  von  mit  hervorgehen,  so 
kann  man  das  dritte  Übertragungsprinzip  schematisch,  wie  folgt,  dar- 
stellen: 


Drittes  Ühertragungsprinsnp. 


|X| 

iAIA.t  Ö 1 S| 

\w\z\o\ 

ir|Ti...||ij|G| 

1^,1 
1 Ä 

kl 

1 

\B\  0 |2X|D,| 

5 1 tc;  1 i 

kklo| 
' 1 

kl  r|---llB|G| 

m,  1 m 1 

I cj  d|4d|  d — 3cd  I 2d  — 2(d  I 2((d*  -f  cd,)  |4cd  | 

Dabei  haben  die  überstrichenen  Punkte  die  folgenden  Werte: 

W=  4dDi  — 3((d -f  d)(r,  w=  d — 3o, 
zZ  = AÖD^  - 2(cd  -f  d)0,  i = 2d  - 2cd, 

(5co-f-d)0=  4(Dii  + {ca $)Hf 
= -x^F+A{ca-\-ö)Of 
(5m  -f  d)W=  (3m  - $)D  -f  2(m  + $)Hy 
2Y=3G-  Y, 

(3d-m)r=3(m  + d)6?-4mi2. 

Charlottenburg,  den  15.  Dezember  1900. 
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Uber  die  Strahlung  der  Gase.') 

Von  E.  Pringsheim  in  Berlin. 

Einleitung,  a)  Bas  Kirchhoffsche  Gesetz.  Der  innige  Zusammen- 
hang, welcher  zwischen  der  Emission  und  der  Absorption  der  Strahlung 
besteht,  zeigt  sich  am  deutlichsten  bei  den  Linienspektren  der  Gase. 
Bei  diesen  ist  zuerst  der  schöne  Versuch  der  Umkehrung  der  Spektral- 
liüien  gelungen,  welcher  für  die  bis  dahin  rätselhafte  Erscheinung  der 
Fraunhoferschen  Linien  eine  so  einfache  und  fruchtbare  Erklärung 
gab,  und  welcher  mit  einem  Schlage  das  Gebiet  der  Spektralanalyse 
über  die  engen  Mauern  des  Laboratoriums  hinaus  auf  die  unermefs- 
lichen  Räume  der  Stemenwelt  ausdehnte. 

Das  Bestreben,  dieser  wichtigen  Entdeckung  eine  theoretische 
Grundlage  zu  geben,  führte  Kirch  ho  ff  zu  seinem  berühmten  Gesetze  über 
den  Zusammenhang  zwischen  Emission  und  Absorption  von  Licht  und 
Wärme.  Dieses  Gesetz  ist  die  Grundlage  der  gesamten  theoretischen 
Strahlungslehre  geworden.  Die  Strahlung  der  festen  und  flüssigen 
Körper  gehorcht  dem  Kirchhoffschen  Gesetze  vollkommen  — bis 
auf  bestimmte,  leicht  erkennbare  Ausnahmen  — und  seine  Bedeutung 
auf  diesem  Gebiete  ist  immer  mehr  und  mehr  hervorgetreten,  beson- 
ders in  der  jüngsten  Zeit,  seitdem  es  gelungen  ist,  die  Strahlung  des 
^schwarzen  Körpers"  praktisch  herzustellen  und  so  der  experimentellen 
Untersuchung  der  Strahlungsgesetze  eine  feste  wissenschaftliche  Basis 
zu  geben. 

Anders  auf  dem  eigentlichen  Heimatsgebiete  des  Kirchhoffschen 
Satzes,  der  Spektralanalyse  der  Gase!  Hier  ist  die  Bedeutung  dieses 
Gesetzes  immer  mehr  abgeschwächt  worden,  und  es  hat  sich  ergeben, 
dafs  für  sehr  viele  Strahlungsvorgänge  die  Bedingungen  nicht  erfüllt 
sind,  unter  denen  das  Kirchhoffsche  Gesetz  Gültigkeit  beansprucht. 

Kirch  hoff  hat  seinen  Satz  auf  thermodynamischem  Wege  abge- 
leitet, indem  er  den  zweiten  Hauptsatz  der  mechanischen  Wärmetheorie 

1)  Dieser  Aufsatz  ist  eine  kürzere  Bearbeitung  des  Rapports : „Sur  Tömisaion 
des  gaz“,  welchen  ich  für  den  Internationalen  Physiker- Kongrefs  zu  Paris  1900 
verfafst  habe. 

Arcbir  der  Mathematik  und  Pbyeik.  III.  Reihe  I. 
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auch  auf  den  Wärmeübergang  durch  Strahlung  an  wendete.  Die  Grond- 
bedingung,  welche  die  Strahlung  eines  Körpers  erfüllen  mufs,  damit 
der  zweite  Hauptsatz  auf  sie  anwendbar  ist,  läfst  sich  folgendermafsen 
aussprechen: 

Grundbedingung.  Die  von  dem  Körper  ausgestrahlte  Energie  muß 
vollständig  und  unmittelbar  der  ihm  innetvohnenden  Wärme  entnommen 
sein,  und  die  Energie  der  von  dem  Körper  absorbierten  Strahlung  muß 
sich  vollständig  und  unmittelbar  in  Wärme  umsetzen. 

Eine  Strahlung  welche  diesen  Bedingungen  genügt,  wollen  wir 
mit  B.  von  Helmholtz*)  als  reine  Temperaturstrahlung  bezeichnen. 
Nur  für  diese  gilt  der  K irchhoffsche  Satz,  durch  welchen  die  Strah- 
lung eines  beliebigen  Körpers  K in  eine  einfache  Beziehung  gesetzt 
wird  zur  Strahlung  eines  bestimmten  Körj)ers,  des  volllomnien  schwarzen 
Körpers.  Dieser  ist  ein  idealer  Körper,  dadurch  definiert,  dafs  er  „alle 
Strahlen,  die  auf  ihn  fallen,  absorbiert,  also  Strahlung  weder  reflektiert 
noch  hindurchläfst.“  Das  K irchhoffsche  Gesetz  lautet: 

E 

1 = ^- 

Hier  bedeutet  A das  Absorptionsvermögen  des  beliebigen  Körpers  K, 
e das  Emissionsvermögen  des  schwarzen  Körpers  für  die  Wellenlänge 
A und  die  Temperatur  T.  Demnach  ist  EdX  resp.  ed).  die  von  K, 
resp.  dem  schwarzen  Körper  für  die  Einheit  der  Oberfläche  in  der  Zeit 
1 ausgesandte  Energie  derjenigen  Strahlung  von  beliebiger  Richtung 
und  Polarisatiousebene,  deren  Wellenlänge  zwischen  X und  A -f  rfx 
liegt;  die  Zalil  A giebt  an,  welchen  Bruchteil  der  auf  ihn  einfallenden 
Strahlung  dieser  Art  und  Richtung  der  Körper  K absorbiert.  Das 
K irchhoffsche  Gesetz  sagt  also  aus,  dafs  für  alle  Körper  das  Ver- 
hältnis zwischen  dem  Emissionsvermögen  und  detn  Absorptionsvermögni 
für  dieselbe  Temperatur  und  Wellenlänge  dasselbe  ist,  und  zwar  gleich 
dem  Emissionsvermögen  des  schwarzen  Körpers  von  gleicher  Temperatur 
für  dieselbe  Welloüänge. 

b)  Theoretisch  mögliche  Fälle.  Wenn  ein  Körper  die  Grund- 
bedingung der  reinen  Temperaturstrahlung  nicht  erfüllt,  so  hat  zwar 
sein  Absorjitionsvermögen  A in  jedem  Strahlungszustande  einen  ganz 
bestimmten,  experimentell  feststellbaren  Wert,  aber  das  Emissions- 
vermögen E braucht  keineswegs  gleich  Ae  zu  sein,  sondern  es  kann 
gröfser  oder  kleiner  sein  als  dieses  Produkt.  Auch  hier  ist  es  nicht 

1)  R.  V.  Helmholtz:  Die  Licht-  und  Wärmestrahlung  verbrennender  Gase 
Gekrönte  Preisarbeit  des  Vereins  zur  Förderung  des  Gewerbefleifses  in  Deutsch- 
land. S.  29.  Berlin.  1890. 
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unmöglich,  dafs  für  eine  oder  die  andere  bestimmte  Temperatur  und 
Wellenlänge  E — Ae  wird.  Aber  dafs  diese  Gleichung  bei  einem 
solchen  Körper  für  ein  grofses  Temperaturgebiet  und  für  alle  von  ihm 
ausgesaudten  Wellenlängen  gelten  sollte,  ist  so  unwahrscheinlich,  dafs 
man  praktisch  mit  voller  Sicherheit  sagen  kann: 

„Wenn  ein  Körper  dem  Kirchho  ff  sehen  Gesetz  genügt^  so  ist  seine 
Strahlung  eine  reine  Tenqyeraturstrahlung ; wenn  ein  Körper  dem  Kirchhof f- 
$chen  Gesetz  nicht  genügt,  so  ist  seine  Strahlung  keine  reine  Temperatur- 
Strahlung.^^ 

Die  Frt^e,  ob  eine  Strahlung  reine  Temperaturstrahlung  ist  oder 
nicht,  wäre  daher  vollständig  durch  den  Versuch  zu  lösen,  wenn  es 
gelänge,  die  Temperatur  des  strahlenden  Körpers,  sowie  die  Gröfsen 
E und  ^1  genau  genug  zu  messen,  um  konstatieren  zu  können,  ob  für  alle 
in  Betracht  kommenden  Wellenlängen  die  Gleichung  (1)  befriedigt  ist. 
Aber  dieser  Messung  stehen  sehr  grofse  Schwierigkeiten  entgegen. 
Nur  in  wenigen  Fällen,  wo  eine  sehr  starke  Abweichung  vom  Kirch- 
hoffschen  Satze  vorhanden  ist,  ist  die  experimentelle  Aufgabe  leichter, 
und  es  giebt  Leuchtvorgänge,  bei  denen  man  nicht  nur  nach  weisen 
kann,  dafs  E^Ae  ist,  sondern  sogar,  dafs  > e für  die  betreffende 
Temperatur  ist. 

Die  Emission  e des  schwarzen  Körpers  ist  lediglich  eine  Funktion 
der  Wellenlänge  X und  der  Temperatur  T,  ihr  Verlauf  ist  durch  die 
Arbeiten  von  Lummer  und  Pringsheim  iimerhalb  w’eiter  Grenzen 
der  Variablen  bekannt.  Dagegen  können  die  Gröfsen  A und  E noch 
von  vielen  anderen  Variablen  abhängen.  Sie  sind  im  allgemeinen  ab- 
hängig von  dem  gesamten  physikalischen  und  chemischen  Zustande 
des  strahlenden  Körpers,  bei  Gasen  insbesondere  vom  Druck  und  der 
Dichte.  Sie  können  auch  von  sehr  komplizierten  Vorgängen  abhängen, 
bei  Gasen  besonders  häufig  von  chemischen  Umsetzungen  und  elektri- 
schen Entladungen.  Aber  auch  hier  kann  der  Kirchho  ff  sehe  Satz 
erfüllt  sein;  wenn  auch  E und  A noch  so  komplizierte  Funktionen 
vieler  Variablen  sind,  kann  doch  der  Quotient  E/A  — e sein,  also  eine 
reine  Funktion  der  Wellenlänge  und  der  Temperatur. 

Im  allgemeinen  sind  bei  denjenigen  Vorgängen,  bei  denen  ein 
Körper  nicht  durch  blofse  Erwärmung,  sondern  durch  andere  Er- 
regungen, z.  B.  chemische  oder  elektrische,  zur  Emission  veranlafst 
wird,  drei  Fälle  möglich: 

1.  Die  Vorgänge,  welche  die  Emission  veranlassen,  dienen  nur 
dazu,  die  zur  Emission  nötige  hohe  Temperatur  hervorzubringen,  die 
Bedingungen  des  Kirchhoffschen  Satzes  sind  erfüllt,  E und  A sind 
nur  mittelbar  von  jenen  anderen  Gröfsen  abhängig,  indem  diese  die 

i'j* 
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Temperatur  bestimmen,  wovon  A und  E Funktionen  sind.  Wenn  es 
gelänge,  den  strahlenden  Körper  durch  blofse  Wärmezufuhr  auf  die 
gleiche  Temperatur  zu  bringen,  würde  er  auch  die  gleiche  Emission 
und  Absorption  zeigen  müssen.  Früher  hat  man  wohl  ziemlich  allge- 
mein angenommen,  dafs  die  Emission  der  Gase  bei  chemischer  oder 
elektrischer  Erregung  auf  diese  Weise  zu  Stande  kommt. 

2.  Durch  die  chemischen  oder  elektrischen  Prozesse  wird  der 
Körper  in  einen  anderen  Zustand  versetzt,  in  welchem  A und  E 
andere  Werte  annehmen.  In  diesem  Zustande  aber  emittiert  er  durch 
seine  Temperatur,  wobei  diese  Temperatur  dann  auch  noch  von  den 
chemischen  oder  elektrischen  Einwirkungen  beeinflufst  sein  kann.  E 
und  A würden  also  Funktionen  dei^enigen  Parameter  sein,  von  welchen 
der  Vorgang  der  elektrischen  Entladung  oder  der  chemischen  Um- 
setzung abhängig  ist;  aber  diese  Gröfsen  müfsten  in  E und  in  A als 
identische  Faktoren  Vorkommen,  so  dafs  E/A  davon  unabhängig  und  eine 
reine  Punktion  von  k und  T wäre.  Durch  blofse  Erwärmung  könnte 
in  diesem  Falle  der  strahlende  Körper  nicht  bei  der  gleichen  Tempera- 
tur in  denselben  Zustand  versetzt  werden.  Durch  einfache  W'^änne- 
zufuhr  erhitzt  würde  er  zwar  auch  dem  Kirchhoffschen  Satze  gernäfs 
strahlen,  aber  sein  Emissions-  und  Absorptionsvermögen  würde  ein 
ganz  anderes  sein,  als  bei  der  Erregung  durch  jene  anderen  Verenge. 
Bei  Gasen  mit  geringem  Absorj)tions vermögen  könnte  der  Fall  ein- 
treten,  dafs  die  Emission  durch  blofse  Erwärmung  gar  nicht  nachweis- 
bar wäre.') 

3.  Die  chemischen  oder  elektrischen  Verenge  geben  ganz  oder 
teilweise  die  zur  Emission  nötige  Energie  her  und  werden  durch  die 
Absorption  beeinflulst.  Hier  sind  die  Bedingungen  des  Kirchhoffschen 
Gesetzes  nicht  erfüllt,  und  man  kann  aus  dem  zweiten  Hauptsatz 
der  Wärmetheorie  überhaupt  keine  Folgerungen  ziehen.  Hier  kann 
E'p-Ae  sein,  wie  es  z.  B.  bei  den  fluoreszierenden  Substanzen  der 
Fall  ist,  w^elche  Kirchhoff  deshalb  bei  der  Herleitung  seines  Satzes 
ausgeschlossen  hat.  Aber  es  könnte  auch  E <i  Ae  sein,  und  es  wäre 
ohne  W'iderspruch  mit  thermodynamischen  Sätzen  möglich,  dafs  solche 
Körper  bei  hohen  Temperaturen  ein  starkes  Absorptionsvenuögen  A 
besitzen,  ohne  überhaupt  Strahlen  der  betreffenden  W^ellenlänge  zn 
emittieren. 

I.  Die  verschiedeneii  Spektra.  Die  Emission  der  Gase  beschrankt 
sich,  ebenso  wie  die  der  festen  und  flüssigen  Körper,  nicht  auf  die 
sichtbaren  Strahlen,  sondern  sie  erstreckt  sich  auch  auf  das  ultrarote 


1)  Vgl.  Drude;  Lehrbuch  der  Optik.  S.  486.  Leipzig.  1900. 
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und  ultraviolette  Gebiet.  Während  das  letztere  infolge  der  bequemen 
Anwendbarkeit  der  photographischen  Methoden  ziemlich  genau  unter- 
sucht ist,  besitzen  wir  nur  wenige  Arbeiten^),  welche  sich  mit  den 
ultraroten  Gasspektren  beschäftigen.  Da  die  für  unsere  Frage  wich- 
tigsten Untersuchungen  sich  mit  wenigen  Ausnahmen  auf  das  sicht- 
bare Spektrum  beziehen,  so  werden  wir  uns  im  folgenden  gröfstenteils 
mit  dem  von  Gasen  ausgesandten  Licht  zu  beschäftigen  haben. 

Wir  unterscheiden  drei  Arten  von  Gasspektren:  kontinuierliche^ 
Banden-  und  Linienspektra. 

Einige  Gase  und  Dämpfe  geben  beim  Erhitzen  imd  beim  Ver- 
brennen kontinuierliche  Spektra,  bei  anderen  Gasen  verbreitern  sich  die 
unter  Einwirkung  elektrischer  Entladungen  emittierten  Spektrallinien 
mit  zunehmendem  Druck  so  stark,  dafs  sie  bei  sehr  hohen  Drucken 
den  Eindruck  kontinuierlicher  Spektra  machen.  Endlich  ist  fast  in 
allen  Fällen,  in  denen  Gase  intensive  Banden-  oder  Linienspektra  liefern, 
der  Zwischenraum  zwischen  den  einzelnen  hellen  Linien  und  Banden 
nicht  vollkommen  dunkel,  sondern  diese  scheinen  einem  schwach  kon- 
tinuierlich leuchtenden  Grunde  aufgelegt  zu  sein.  Woher  diese  kon- 
tinuierlichen Spektra  stammen,  ist  sehr  zweifelhaft;  ihre  Natur  ist  noch 
80  wenig  aufgeklärt,  dafs  ein  begründetes  Urteil  über  die  Art  ihrer 
Entstehung  wohl  kaum  abgegeben  werden  kann.  Eine  systematische 
Untersuchung  der  kontinuierlichen  Gasspektra  thäte  Not. 

Obwohl  die  Banden-  und  Linienspektra  in  ihren  Grenzfällen 
manchmal  schwer  von  einander  zu  unterscheiden  sind,  und  obwohl  es 
unter  Umständen  möglich  ist,  beide  Arten  von  Spektren  stetig  in 
einander  überzuführen,  so  mufs  man  doch  annehmen,  dafs  es  sich  dabei 
nicht  um  blofs  quantitative,  sondern  um  qualitative  Unterschiede  han- 
delt Das  wird  besonders  dadurch  sehr  wahrscheinlich  gemacht,  dafs 
die  sehr  bemerkenswerten  Gesetzmäfsigkeiten,  welche  sich  für  die  Ver- 
teilung der  Linien  in  den  Spektren  der  Elemente  haben  aufstellen 
lassen,  eine  ganz  andere  Form  für  Linienspektra  zeigen  als  für  Banden- 
spektra. *) 

1)  Abney:  Phil.  Mag.  (5)  7,  316,  1879;  Proc.  Roy.  Soc.  82,  443,  1881; 
H.  Becquerel:  C.  R.  97,  71,  1883;  Ann.  de  Chim.  80,  45,  1883;  C.  R.  99, 
374,  1884;  B.  W.  Snow:  Wied.  Ann.  47,  208,  1892. 

2)  Vgl.  Mitscherlich:  Pogg.  Ann.  121,  459,  1863;  Lecoq  de  Boisbau- 
dran:  C.  R.  69,  445,  606  u.  667,  1869;  Balmer:  Wied.  Ann.  26,  80,  1885; 
Deslandres:  C.  R.  108,  375,  1886;  104,  972,  1887;  Ann.  de  Chim.  (6)  15,  5, 
1888;  Rydberg:  Zschrf.  f.  Phys.  Chem.  6,  227,  1890;  Eongl.  Svenska  Vetensk. 
Akad.  Handl.  28,  1891;  Eayser  und  Runge:  Abhdl.  d.  Berl.  Akad.  d.  Wiss. 
1890,  1891,  1892. 
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Linienspektra  kommen  nur  bei  Elementen  vor,  Bandenspektra 
sowohl  bei  diesen  als  bei  chemischen  Verbindungen.  Man  hat  viel- 
fach angenommen,  dafs  bei  Elementen,  welche  sowohl  Banden-  wie 
Linienspektra  geben,  die  Bandenspektra  bei  niedrigerer  Temperatur 
auftreten,  die  Linienspektra  bei  bedeutend  höherer.  Dies  wird  durch 
einen  schönen  Versuch  von  Monkhöven*)  widerlegt,  welcher  in  der 
Kapillare  eines  Geifsl ersehen  Rohres  das  Banden-  und  das  Linien- 
spektrum des  Stickstoffs  gleichzeitig  hervorrief,  indem  er  mit  Hilfe  von 
vier  Elektroden  zwei  Ströme  gleichzeitig  durch  das  Gas  schickte,  einen 
gewöhnlichen  Induktionsstrom  imd  einen  zweiten  mit  eingeschalteter 
Leydner  Flasche.  Monkhöven  sieht  als  Ursache  des  verschiedenen 
Leuchtens  die  verschiedene  Art  der  elektrischen  Erregung  an. 

Von  vielen  Beobachtern  wird  der  Unterschied  zwischen  Linien- 
und  Bandenspektren  darauf  zurückgeführt,  dafs  die  letzteren  von 
zusammengesetzten  Molekülen,  die  ersteren  von  Atomen  herrühren. 
Diese  Ansicht  scheint  durch  den  von  Eder  und  Valenta“)  erbrachten 
Nachweis  unhaltbar  geworden  zu  sein,  dafs  das  einatomige  Queck- 
silbergas ebenfalls  ein  Bandenspektrum  besitzt.  Jedoch  ist  es  wohl 
nicht  ganz  ausgeschlossen,  dafs  das  nur  an  frisch  destilliertem  Ug  be- 
obachtete Bandenspektrum  von  komplizierteren  Molekülen  herrührt. 

II.  Die  verschiedenen  Arten  der  Erregung,  Jetzt  wollen  wir  die 
verschiedenen  Methoden,  durch  welche  wir  Gase  zur  Emission  veran- 
lassen können,  im  einzelnen  untersuchen,  die  Beziehung  der  Strahlung 
zum  Kirchh  off  sehen  Gesetze  prüfen  und  uns  ein  Urteil  zu  bilden 
suchen,  welcher  von  den  als  theoretisch  möglich  erkannten  Fallen  der 
Emission  vorliegt. 

a)  Fluoreszenz  der  Gase.  Dafs  Gase  infolge  von  Bestrahlung 
fluoreszieren  können,  hat  LommeU)  zuerst  für  Joddampf  nachgewiesen. 
Sehr  bemerkenswert  ist  die  von  Wiedemann  und  Schmidt“*)  gemachte 
Beobachtung,  dafs  die  für  das  A^a-Spektrum  in  Emission  und  Absorp- 
tion so  charakteristische  D-Linie  auch  bei  der  Fluoreszenz  des  ISa  auf- 
tritt.  Auch  die  Banden  des  Fluoreszenzlichtes  scheinen  für  Na  und  K 
nahe  mit  den  Absorptionsbanden  zusammenzufaUen,  wie  sie  von 
Roscoe  und  Schuster^)  in  heifsem  Na-  und  Ä”- Dampf  beobachtet 
worden  sind. 


1)  J.  van  Monkhöven:  C.  R.  96,  520,  1882. 

2)  Eder  u.  Valenta:  Wied.  Ann.  65,  479,  1896. 

.S}  E.  Lommel:  Wied.  Ann.  19,  356,  1883. 

4)  E.  Wiedemann  u.  G,  C.  Schmidt:  Wied.  Ann.  66,  18,  1896;  67, 
447,  1896. 

o)  Roscoe  u.  Schuster:  Proc.  Roy.  Soc.  22,  862,  1874. 
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In  allen  diesen  Fällen  fluoreszierender  Gase  ist  es,  wie  bei  der 
Fluoreszenz  überhaupt,  unzweifelhaft,  dafs  die  Bedingungen  der  Gültig- 
keit des  Kirchho  ff  sehen  Satzes  nicht  erfüllt  sind.  Denn  die  Fluo- 
reszenzerscheinungen treten  bei  Temperaturen  auf,  bei  denen  der 
schwarze  Körper  überhaupt  noch  keine  sichtbaren  Strahlen  aussendet, 
für  welche  also  e praktisch  gleich  Null  gesetzt  werden  kann.  Hier  ist 
also  die  emittierte  Energie  sicher  nicht  der  Wärme,  sondern  einer 
anderen  Energieform  entnommen.  Die  erregende  Energie  wird  in 
Form  Ton  Strahlung  zugeführt;  aber  die  absorbierte  Strahlung  setzt 
sich  wahrscheinlich  nicht  direkt  in  emittierte  Strahlung  um,  sondern 
sie  ruft  zunächst  eine  innere  Veränderung  der  fluoreszierenden  Substanz 
hervor,  welche  vielleicht  als  chemische  Veränderung  aufgefafst  werden 
kann  und  ihrerseits  die  zur  Ausstrahlung  des  Fluoreszenzlichts  nötige 
Energie  hergiebt. 

h)  Elektrische  Etrcgiing.  Die  am  allgemeinsten  anwendbare  Methode, 
die  Emission  der  Gase  hervorzurufen,  besteht  Ln  der  Anwendimg  elek- 
trischer Entladungen.  Hier  sind  drei  verschiedene  Arten  der  Erregung 
zu  unterscheiden:  1.  durch  Entladungen  in  verdünnten  Gasen,  2.  durch 
Funken  zwischen  Metallelektroden  oder  Salzlösungen,  3.  durch  den 
elektrischen  Lichtbogen. 

1.  Verdünnte  Gase.  Stark  verdünnte  Gase  werden  im  Inneren  von 
Glasröhren  zur  Emission  von  Strahlen  gebracht,  indem  man  sie  zu 
Trägem  elektrischer  Entladungen  macht.  Zu  diesem  Zwecke  werden 
entweder  Metallelektroden  in  die  Röhren  eingeschmolzen,  welche  den 
Strom  zuführen,  oder  man  benutzt  als  Elektroden  auf  der  Aufsen- 
seite  der  Röhren  angebrachte  metallische  Umhüllungen.  Als  Strom- 
quellen können  dienen  die  Influenzmaschine,  das  Induktorium,  eventuell 
mit  eingeschalteten  Leydner  Flaschen,  Hochspannungsbatterien,  Hertz- 
8che  Wellen  oder  Teslaströme.  Die  erzeugten  Spektra  sind  für  ein 
und  dasselbe  Element  oft  sehr  verschieden  und  hängen  von  der  Art 
und  Stärke  der  Erregung  ab.  Im  aUgemeinen  läfst  sich  sagen,  dafs 
bei  schwächerer  Erregung  die  Bandenspektra,  bei  stärkerer  die  Linien- 
spektra entstehen.  Bei  der  vielfach  benutzten  Form  der  Geifsl ersehen 
Röhre,  bei  welcher  zwei  weitere,  die  Elektroden  tragende  Rohre  durch 
ein  kapillares  Zwischenstück  verbunden  sind,  kann  man  häufig  in  den 
weiteren  Teilen  das  Bandenspektrum,  im  kapUlaren  Rohr  das  Linien- 
spektmm  beobachten. 

Dafs  das  so  erzeugte  Bandenspektnim  nicht  einer  reinen  Temperatur- 
Strahlung  entspricht,  sondern  von  der  durch  das  Gas  hindurchgehenden 
elektrischen  Entladung  direkt  hervorgebracht  wird,  hat  E.  Wiedemann 


1)  E.  Wiedemann:  Wied.  Ann.  6,  'iUS.  1879. 
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nachge wiesen.  Durch  kalorimetrische  Messungen  der  im  Geifsler sehen 
Kohr  erzeugten  Wärmemenge  konnte  er  die  Temperatur  bestimmen, 
welche  das  Gas  in  den  einzelnen  Teilen  des  Rohrs  haben  würde,  wenn 
die  der  produzierten  Wärme  entsprechende  Energie  auch  in  dem  Gase 
in  Form  von  Wärme  enthalten  wäre.  Dabei  fand  er,  dafs  in  dem 
30  mm  weiten  Teile  des  von  ihm  untersuchten  Rohres  das  Gas  schon 
hei  einer  Temperatur  von  weniger  als  100  ® C.  leuchtete.  Dieses  Re- 
sultat ist  auf  andere  Weise  von  Hasselberg')  und  von  Warbnrg*) 
bestätigt  worden.  Für  den  kapUlaren  Teil  des  Rohres  berechnete 
Wiede  mann  aufserordentlich  hohe  Temperaturen  bis  zu  87000®.  Diese 
hohen  Zahlen  entsprechen  aber  wohl  kaum  der  wirklichen  Temperatur 
des  Gases,  sondern  es  ist  wahrscheinlich,  dafs  die  bei  der  kalorimetri- 
schen Messung  als  Wärme  zu  Tage  tretende  Energie  in  dem  Gase 
grofsen  Teils  nicht  als  Wärme,  sondern  in  Form  von  elektrischer 
Energie  vorhanden  ist. 

Dafür  sprechen  auch  Versuche  von  Michelson.®)  Dieser  unter- 
suchte mit  Hülfe  hoher  Interferenzen  die  Breite  der  Wasserstofflinien, 
welche  von  der  Kapillare  eines  Geifslerschen  Rohrs  ausgesendet  wurden. 
Wenn  das  Rohr  von  aufsen  auf  300®  erhitzt  wurde,  so  wurde  die 
Interferenzerscheinung  wesentlich  undeutlicher;  es  war  somit  eme 
erhebliche  Verbreiterung  der  Linien  eingetreten.  Diese  Verbreiterung 
der  Linien  mit  steigender  Temperatur  erklärt  sich  voUständig  aus  dem 
Doppler  sehen  Prinzip,  wenn  die  Steigerung  der  Molekulargeschwindig- 
keit durch  die  Temperaturerhöhimg  beträchtlich  ist.  Dies  ist  der  Fall, 
wenn  die  Temperatur  des  strahlenden  Gases  bei  ungeheiztem  Rohr 
etwa  50®,  bei  geheiztem  300®  beträgt,  denn  hier  ist  das  Verhältnis  der 
Molekulargeschwindigkeiten  0,75.  Wären  die  entsprechenden  Tempe- 
raturen dagegen  etwa  7000®  und  7 300®,  so  wäre  das  Verhältnis  der 
Geschwindigkeiten  0,98  und  ein  merkbarer  Einflufs  auf  die  Breite  der 
Linien  wäre  ausgeschlossen.  Wir  müssen  daher  schliefsen,  dafs  in 
Geifslerschen  Röhren  nicht  nur  Banden-  sondern  auch  Linienspektra 
bei  Temperaturen  auftreten  können,  welche  unterhalb  der  Glühtempe- 
ratur liegen,  und  dafs  ihr  Licht  daher  nicht  durch  reine  Temperatur- 
Strahlung^  sondern  durch  die  elektrischen  Entladungen  selbst  hervorgebracht 
wird. 

Für  die  Bandenspektra  der  Geifslerschen  Röhre  hat  auch  HittorP) 
die  Ansicht  ausgesprochen,  dafs  sie  nicht  durch  die  hohe  Temperatur 

1)  B.  Hasselberg:  M»^m.  de  TAcad.  imp.  d.  St.  Pdtersbourg  27.  1879. 

2)  E.  Warburg:  Wied.  Ann.  54,  266.  1896. 

3)  A.  A.  Michelson:  Astrophys.  Joum.  2,  261,  1896. 

4)  W.  Hittorf;  Wied.  Ann.  7,  653,  1879;  19,  73,  1883. 
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bedingt,  sondern  als  eine  von  der  elektrischen  Entladung  herrührende 
Phosphoreszenzs-Erscheinung  zu  betrachten  sind.  Er  zeigte,  dafs  das 
Gas  die  Fähigkeit  verliert,  unter  Einwirkung  des  elektrischen  Stromes 
zu  „phosphoreszieren",  wenn  es  auf  sehr  hohe  Temperaturen  erhitzt 
wird.  Zu  dem  gleichen  Resultate  gelangte  neuerdings  J.  Stark.^) 

Mannigfache  Versuche*)  haben  gezeigt,  dafs  die  Spektralerschei- 
nungen für  das  gleiche  verdünnte  Gas  ganz  verschiedene  sind,  je  nach 
der  Art  und  Stärke  der  elektrischen  Erregung  (kontinuierliche  oder 
oscillatorische  Entladimg,  Hertz  sehe  Wellen  verschiedener  Stärke  und 
Schwingungszahl,  Teslaschwingungen  verschiedener  Periode).  Auch  hier 
erscheint  es  ganz  ausgeschlossen,  dafs  sich  alle  diese  verschiedenen 
Erscheinungen  als  Funktion  einer  einzigen  Variable,  nämlich  der 
Temperatur,  darstellen  lassen. 

Aufser  den  elektrischen  Kräften  können  in  Geifslerschen  Röhren 
auch  noch  chemische  Umsetzungen  bei  der  Emission  mitwirken.  Solche 
chemischen  Zersetzungen  nehmen  Schuster*)  und  Warburg‘),  letzterer 
selbst  in  chemisch  reinen  einatomigen  Gasen  an. 

2.  Fxmkenmtladung.  Schlägt  ein  elektrischer  Funke  in  einem  Gas 
von  gewöhnlichem  Druck  zwischen  Metallelektroden  über,  so  wird 
nicht  blofs  das  zwischen  den  Elektroden  befindliche  Gas  zum  Leuchten 
gebracht,  sondern  es  werden  auch  von  den  Elektroden  Teilchen  los- 
gerissen, welche  charakteristische  Spektra  geben.  Dabei  treten  im 
wesentlichen  die  Linienspektra  der  Metalle  auf,  gleichgültig  ob  die 
Elektroden  aus  Metall  bestehen  oder  aus  Metallverbindungen  in  Lösung. 
Hier  ist  der  Vorgang  ein  ziemlich  komplizierter,  und  es  liegen  keine 
speziellen  Versuche  vor,  aus  denen  sichere  Schlüsse  auf  die  Natur  der 
Emission  zu  ziehen  wären.  Was  die  nicht  den  Elektroden  entnommenen 
leuchtenden  Gase  betrifft,  so  kann  man  wohl  mit  Sicherheit  annehmen, 
dafs  der  Vorgang  des  Leuchtens  bei  ihnen  der  gleiche  ist,  wie  in  den 
Geifslerschen  Rühren.  Denn  hier  wie  dort  sind  sie  Träger  der  Elek- 
trizität, welche  sich  durch  den  Raum  zwischen  den  Elektroden  aus- 
breitet. 

Die  von  den  Elektroden  losgerissenen  Teilchen  befinden  sich,  so 
lange  sie  leuchten,  jedenfalls  auch  im  Gaszustande,  da  sie  Linienspektra 


1)  J.  Stark:  Ann.  der  Physik  1,  442,  1900. 

2)  J.  Trowbridge  u.  Th.  W.  Richards:  Phil.  Mag.  (5)  43,  77,  136  u.  349, 
1897;  H.  Ebert  u.  E.  Wiedemann:  Wied.  Ann.  48,  650,  1893;  49,  1 u.  32,  1893; 
•0,  1 u.  221,  1893;  E.  Wiedemann  u.  G.  C.  Schmidt:  Sitzgsbr,  phys.  med.  Soc. 
Erlangen  1895.  125;  Beibl.  20,  693,  1896;  H.  Ebert:  Wied.  Ann  58,  144,  1894. 

3)  A.  Schuster:  Proc.  Roy.  Soc.  37,  329,  1884. 

4)  E.  Warburg:  Wied.  Ann.  31,  545,  1887;  40,  1,  1890. 


DIgitized  byGoogls 


298 


E.  Pbikgsukim: 


zeigen.  Bei  Metallelektroden  handelt  es  sich  also  um  Teilchen,  welche 
von  den  Elektroden  losgerissen  und  dahei  entweder  von  der  elektrischen 
Erregung  direkt  oder  durch  die  von  ihr  hervorgebrachte  grofse  Temperatur- 
erhöhung verdampft  werden.  Bestehen  die  Elektroden  aus  Losungen, 
BO  müssen  diese  entweder  direkt  durch  die  Entladimg  oder  indirekt 
durch  die  Temperaturerhöhung  dissoziiert  werden.  Man  könnte  nun 
annehmen,  dafs  diese  metallischen  Gase  beim  Losreifsen  von  der  Elek- 
trode so  heifs  werden,  dafs  sie  in  Folge  ihrer  Temperatur  leuchten. 
Aber  wenn  sie  sich  einmal  in  gasförmigem  Zustande  in  dem  Raume 
zwischen  den  Elektroden  befinden,  so  ist  kein  Grund  einzusehen,  warum 
sie  sich  anders  verhalten  sollten  als  die  anderen  dort  befindlichen  Gase. 
Denn  das  Losreifsen  der  Elektrodenteilchen  scheint  nicht  der  primäre, 
sondern  ein  sekundärer  Vorgang  des  Elektrizitätsüberganges  zu  sein. 
Wenigstens  kennen  wir  Funkenentladungen,  bei  denen  das  Spek-trum 
der  Elektroden  nicht  auftritt,  dagegen  keine,  bei  welchem  hlofs  das 
Speldrum  der  Elektroden  y nicht  auch  das  der  zwischen  ihnen  befind- 
lichen Gase  zu  beobachten  wäre.  Wenn  das  Losreifsen  der  Teilchen 
von  der  Elektrode  der  primäre  Vorgang  der  Entladung  wäre,  so  müfste 
man  annehmen,  dafs  diese  bei  unveränderten  Elektroden  stets  bei  an- 
nähernd der  gleichen  Spannung  eintreten  müfste.  In  Wirklichkeit  aber 
hängt  das  Entladungspotential  sehr  wesentlich  von  der  Natur  und  der 
Dichte  des  zwischen  den  Elektroden  befindlichen  Gases  ab,  so  dafs  bei 
nahezu  vollkommenem  Vakuum  die  Funkenentladung  nur  bei  überaus 
hohen  Spannungen  und  auch  dann  nur  unter  Anwendung  besonderer 
Vorkehrungen  einzuleiten  ist. 

Bei  den  schwächeren  Formen  der  Entladung,  der  sogenannten 
Glimm-  und  Büschel entladung  dürfte  der  Vorgang  ein  ganz  analoger 
sein,  wie  bei  der  Funkenentladung. 

Aufser  der  elektrischen  Erregung  sind  bei  der  Funkenentladung 
auch  noch  mechanische  und  chemische  Wirkungen  möglich,  welche 
den  Emissionsvorgang  beeinflussen  können.  Angström  und  Thalen’) 
sprechen  sich  hierüber  folgendermafsen  aus: 

„Die  disruptive  Entladung,  welche  stets  dann  stattfindet,  wenn  die 
elektrische  Spannung  von  hinreichender  Gröfse  ist,  zerstäubt  den  Körper 
im  Allgemeinen  in  seine  kleinsten  Partikelchen,  sowie  sie  ihn  auch 
chemisch  zersetzt,  wenn  er  eine  Verbindung  ist.  Die  Erscheinung  des 
Glühens,  welche  beide  Vorgänge  begleitet,  darf  nicht  als  eine  Folge 
der  Temperaturerhöhung  betrachtet  werden;  man  kann  im  Gegenteil 


1)  A.  J.  Angström  und  T.  R.  Thalau:  Acta  Soc.  Upsal.  (3)  9;  Beibl.  1, 
39,  1877. 
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sagen,  dafs  die  hohe  Temperatur  selbst  von  dem  Einflüsse  der  chemi- 
schen oder  mechanischen  Kraft,  welche  den  Körper  zerteilt,  herrührt. 

* 

Aufser  der  unmittelbar  von  der  disruptiven  Entladung  hervorgebrachten 
Zerlegung  können  auch  noch  sekundäre  chemische  Wirkimgen  ein- 
treten.“ 

3.  Lichtbogen.  Der  elektrische  Lichtbogen  unterscheidet  sich  von 
der  Funkenentladung  nur  dadurch,  dafs  bei  ihm  die  Zufuhr  von  Elek- 
trizität zu  den  Elektroden  sehr  viel  reichlicher  stattfindet.  Daher 
werden  die  zwischen  den  Elektroden  befindlichen  Gase  sehr  heifs  imd 
in  Folge  der  hohen  Temperatur  — wahrscheinlich  auch  in  Folge  von 
Veränderungen,  die  sie  durch  den  Stromdurchgang  erfahren  — besser 
leitend,  und  die  Entladimg  nimmt  eine  stetige  Form  an.  Hier  tritt 
aufser  der  primär  vorhandenen  elektrischen  Energie  sekundär  nicht 
blofs  Wärme  auf,  sondern  es  spielen  sich  auch  sehr  lebhafte  chemische 
Prozesse  ab,  welche  ebenfalls  von  grofser  Bedeutung  für  die  aupgesandte 
Strahlung  sind.  Nur  durch  solche  chemischen  Prozesse  scheint  die 
Thatsache  erklärlich,  dafs  die  Spektrallinien  mancher  Metalle  im  Licht- 
bogen nur  dann  auftreten,  wenn  man  Spuren  anderer  Metalle  zusetzt. 

Dafs  bei  so  komplizierten  Vorgängen  mit  so  verschiedenartigen 
Energieumsetzungen  die  Strahlung  lediglich  direkt  durch  die  Wärme 
erzeugt  werden  sollte,  ist  an  sich  sehr  unwahrscheinlich.  Jedenfalls 
sind  die  im  Lichtbogen  leuchtenden  Gase  zum  grofsen  Teil  als  Träger 
der  elektrischen  Entladung  zu  betrachten  und  werden  ebenso  wie  in 
Geifslerschen  Röhren  durch  die  Entladung  selbst  zum  Leuchten  ge- 
bracht. Daneben  mögen  noch  Emissionen  auf  Kosten  von  chemischer 
Energie  vorhanden  sein.  Auf  keinen  Fall  aber  kann  man  behaupten, 
dai's  die  im  elektrischen  Lichtbogen  leuchtenden  Gase  die  Grund- 
bedingung des  Kirchhoffschen  Satzes  erfüllen. 

c)  Flammen  und  erhitzte  Gase.  Schon  Melloni*)  hat  die  Ansicht 
ausgesprochen,  dafs  das  blaue  Licht,  welches  die  Flammen  im  allge- 
meinen aussenden,  nicht  ein  Glühen  im  eigentlichen  Sinne  ist,  also  nicht 
unmittelbar  und  lediglich  aus  reiner  Temperaturerhöhung  entspringt, 
sondern  dafs  es  eine  Folge  des  chemischen  Vorganges  ist.  Zu  der- 
selben Anschauung  gelangte  Hittorf*)  bei  seinen  oben  erwähnten 
Versuchen  über  die  Elektrizitätsleitung  der  Gase.  Nachdem  er  gefunden 
batte,  dafs  die  beobachteten  Gase  (A",  Hy  CO)  bis  zur  Temperatur  der 
Iridiumschmelze  keine  Lichtentwicklung  geben,  wenn  sie  blofs  erhitzt 


1)  Liveing  u.  Dewar:  Proc.  Roy.  Soc.  80,  97,  1880;  88,  428,  1882. 

2)  Melloni:  Pogg.  Arm.  75,  62,  1848. 

3j  Hittorf;  Wied.  Ann.  7,  553.  1879;  19,  73,  1883. 
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und  nicht  gleichzeitig  in  der  Verbrennung  begriffen  sind,  zeigte  Hit- 
torf auch,  dafs  das  Licht  unserer  gewöhnlichen  Flammen,  welche  keine 
festen  Teilchen  enthalten,  nicht  durch  die  Temperatur,  sondern  durch 
die  chemischen  Prozesse  bedingt  ist.  Dieselben  Gase  senden  keine 
Spur  von  Licht  aus,  wenn  sie  sich  in  einem  von  der  Flamme  um- 
spülten dünnen  Platincylinder  oder  in  einer  durch  Kohlenfeuer  weifs- 
glühend gemachten  Röhre  befinden.  Dafs  Luft  bei  hohen  Temperaturen, 
bei  denen  die  festen  Körper  schon  hell  glühen,  kein  Licht  aussendet, 
hatte  schon  Wedgwood^)  gezeigt.  Von  der  William  Siemensschen 
Sonnentheorie  ausgehend,  ist  W erner  Siemens*)  zu  ähnlichen  Versuchen 
geführt  worden  wie  Hittorf.  In  einem  zur  Hartglasfabrikation  dienenden 
grofsen  Regenerativofen  wurden  heifse,  nicht  im  Verbrennungsprozefs 
begriffene  Gase  bei  der  Stahlschmelztemperatur  — zwischen  1 500  imd 
2000®  C.  — beobachtet,  imd  es  konnte  keine  Lichtemission  wahr- 
genommen werden,  obgleich  die  heifse  Gasschicht  eine  Tiefe  von  1,5  m 
besafs.  Das  Gas  bestand  aus  einem  Gemisch  0,  N,  CO^  und  ^,0-Dampf 

Durch  diese  Versuche  ist  bewiesen,  dafs  das  blaue  Licht,  welches 
die  „nichtleuchtende‘‘  Leuchtgasflamme  aussendet,  nicht  von  der  Tem- 
peratur der  verbrennenden  Gase  oder  der  Verbrennungsprodukte  her- 
rührt, sondern  nur  während  der  chemischen  Umsetzung  auftritt.  Das 
geht  auch  aus  dem  Spektrum  dieser  Flammen  hervor.  Sw  an*)  hat 
nachgewiesen,  dafs  alle  Kohlen  Wasserstoff  flammen  im  wesentlichen  das 
gleiche  Spektrum  zeigen,  welches  nach  den  Untersuchungen  von  Att- 
field^)  und  vieler  anderer*)  wohl  mit  Sicherheit  dem  Kohlenstoff  zu- 
zuschreiben ist.  Der  freie  Kohlenstoff  aber  kann  nur  ab  Zwbchen- 
produkt  der  chemischen  Umsetzung  entstehen,  und  sein  Spektrum  kann 
daher  bei  der  blofsen  Erwärmung  der  Gase  ohne  chemische  Umsetzung 
nicht  auftreten. 

Dafs  der  chemische  Vorgang  in  Flammen  allein,  ohne  Rücksicht 
auf  die  Temperatur,  imstande  ist  Lichtemission  hervorzubringen,  habe 
ich  an  einer  C’ä, -Flamme  zeigen  können.®)  Durch  Verbrennen  einer 
geeigneten  Mischung  von  Luft  imd  UÄ'j-Dampf  kann  man  eine  Flamme 
herstellen,  welche  an  ihrer  heifsesten  Stelle,  mit  einer  feinen  Thermo- 
nadel  gemessen,  eine  Temperatur  von  weniger  als  150®  C.  zeigt  und 
dabei  ein  schwaches  bläuliches  Licht  aussendet.  Dieses  Licht  lälst  sich 


1)  Ph.  Wedgwood:  Phil.  Trans.  London  p.  270,  1792. 

2)  W.  Siemens;  Wied.  Ann.  18,  311,  1883. 

3)  Swan:  Trans.  Roy.  Soc.  Edinburgh.  21,  411,  1857. 

4)  Attfield:  Phil.  Trans.  London  152,  221,  1862. 

ö")  Vgl.  Eayser:  Lehrbuch  der  Spektralanalyse  S.  244  ff*.,  Berlin  1883 
6)  E.  Pringshcim:  Wied.  Ann.  46,  437  ff.,  1892. 
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gut  photographieren,  es  zeigt  ein  kontinuierliches  Spektrum,  dessen 
Intensität  im  Blau  und  Violett  sehr  viel  gröfser  ist,  als  im  Rot  und 
Gelb. 

W.  Siemens  hat  seine  Untersuchungen  auch  auf  die  ultrarote 
Emission  erhitzter  Gase  ausgedehnt.  Der  über  dem  kurzen  Gascylinder 
einer  gewöhnlichen  Gaslampe  aufsteigende  Strom  heifser  Verbrennungs- 
gase gab  eine  so  lebhafte  Wirkung  auf  eine  Thermosäule,  dafs  Siemens 
die  Wärmestralilung  erhitzter  Gase  für  erwiesen  ansah.  Diese  war 
allerdings  schon  früher  in  einwandsfreierer  Weise  nachgewiesen  worden. 
Durch  die  Versuche  von  Magnus  und  Tyndall  ist  festgestellt  worden, 
dals  eine  Anzahl  Gase,  darunter  CO^,  ein  beträchtliches  Absorptions- 
Termögen  für  dunkle  Wärmestrahlen  besitzen.  Der  lange  Streit 
zwischen  Tyndall  und  Magnus  über  die  Absorption  des  Wasser- 
dampfes ist  durch  die  Versuche  von  Garibaldi ‘),  Hoorweg*),  Haga*) 
und  Röntgen*)  zu  Gunsten  der  von  Tyndall  verfochtenen  Ansicht 
entschieden  worden,  dafs  auch  der  Wasserdampf  ultrarote  Strahlen 
absorbiert.  Tyndall  hat  ferner  für  eine  Reihe  von  Dämpfen  nach- 
gewiesen, dafs  sie  im  erhitzten  Zustande  Wärmestrahlen  aussenden,  und 
dafs  dabei  die  Emission  der  Absorption  quantitativ  entspricht.  Somit 
war  bewiesen,  dafs  es  Gase  giebt,  welche  durch  blofse  Temperatur- 
erhöhung ultrarote  Strahlen  aussenden,  und  dafs  diese  Gase  eine  der 
Emission  quantitativ  entsprechende  Absorption  besitzen. 

Für  die  von  den  nichtleuchtendeu  Kohlen  Wasserstoff  flammen  aus- 
gehende ultrarote  Strahlung  hat  Tyndall  die  Ansicht  ausgesprochen 
und  durch  Versuche  gestützt,  dafs  sie  wesentlich  von  dem  Wasserdampf 
und  der  CO^  herrührt,  welche  in  diesen  Flammen  gebildet  werden. 
Ebenso  schrieb  er  die  dunkle  Strahlung  der  //-Flamme  dem  darin  ent- 
stehenden 0-Dampf  zu.  Diese  Ansicht  wurde  durch  die  Versuche 
von  Julius^)  bestätigt.  Er  fand  durch  spektralbolometrische  Unter- 
suchung der  Emission  verschiedener  Flammen,  dals  die  ausgestrahlte 
Wärme  wesentlich  von  den  Verbrennungsprodukten  herrührt,  und  dafs 
jedes  gasförmige  Verbrennungsprodukt  sich  durch  ein  charakteristisches 
Maximum  im  Emissionsspektrum  kenntlich  macht.  So  zeigen  aUe 
Kohlenwasserstoff  flammen  die  dem  0-Dampf  und  der  C Og  zugehörigen 


1)  Garibaldi:  Nuovo  Cimento.  (2),  8,  231,  1870. 

2;  Hoorweg:  Pogg.  Ann.  156,  386,  1875. 

3.  Haga:  Pogg.  Ann.  160,  31,  1877. 

4)  Röntgen:  Wied.  Ann.  23,  1 u.  259,  1884. 

5)  H.  W.  Julius:  Arch.  N^erl.  d.  Sciences  exactes  22,  310,  1888.  Die 
Licht-  und  Wärmestrahlung  verbrannter  Gase.  Gekrönte  Preisarbeit  des  Vereins 
mr  Befördenmg  des  Gewerbefleifses  in  Deutschland.  Berlin  1890. 
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Maxima.  Schon  Tyndall  hatte  gefunden,  dafs  i^jO-Dampf  die  Strah- 
lung einer  i/-Flamme,  CO^  die  einer  CO-Flamme  besonders  gut  absor- 
biert; und  Angström^)  hat  im  Absorptionsspektrum  der  CO^  ein  dem 
von  Julius  entdeckten  Emissionsmaximum  entsprechendes  Absorptions- 
maximum  nachgewiesen.  Nach  allen  diesen  Versuchen  konnte  kein 
Zweifel  darüber  bestehen,  dafs  das  ultrarote  Spektrum  der  Kohlen- 
wasserstoff fl  am  men  sich  aus  den  Spektren  des  i/jO-Dampfes  und  der 
COj  zusammensetzt,  welche  in  ihnen  gebildet  werden,  und  dafs  diese 
Spektren  mit  denjenigen  übereinstimmen,  welche  diese  Gase  im  erhitzten 
Zustande  aussenden.  Dieses  Resultat  hat  Paschen®)  durch  eine  genaue 
Untersuchung  über  die  ultraroten  Spektra  von  i/^O-Dampf,  CO,  und 
der  Bunsenflamme  bestätigt,  und  er  hat  die  Übereinstimmung  der  ana- 
logen Spektra  bis  in  alle  der  Beobachtung  zugänglichen  Einzelheiten 
nachgewiesen.  Rubens  und  Aschkinafs®)  haben  diese  Übereinstim- 
mung bis  zu  sehr  viel  gröfseren  Wellenlängen  hin,  etwa  bis  20  fi, 
verfolgt.  Paschen  zieht  aus  seinen  Versuchen  den  Schluls,  dafs  in  der 
Bunsenflamme  und  ebenso  wohl  in  anderen  Gasflammen  die  Emission 
der  Verbrennungsprodukte  eine  reine  Temperaturstrahlung  ist.  Diese 
Folgerung  steht  im  Widerspruch  zu  der  Ansicht,  zu  welcher  Julius 
durch  seine  Versuche  geführt  wurde,  und  zu  den  Resultaten  von 
R.  V.  Helmholtz.^) 

Die  Bunsenflamme  ist  ein  sehr  bequemes  Mittel  zur  Erzeugung 
von  monochromatischen  Lichtquellen.  Wenn  man  gewisse  Metalldämpfe 
in  ihr  zum  Verdampfen  bringt,  so  nimmt  sie  eine  charakteristische 
Färbung  an  und  zeigt  im  Spektrum  die  längsten  Linien  derjenigen 
Metalle,  welche  in  den  eingeführten  Salzen  enthalten  sind.  Den  Vor- 
gang stellte  man  sich  früher  wohl  ziemlich  allgemein^)  so  vor,  dafs 
die  Salzdämpfe  in  Folge  der  hohen  Temperatur  dissoziiert  werden,  und 
dafs  der  frei  gewordene  Metalldampf  die  der  Flammentemperatur  ent- 
sprechende Emission  zeigt.  Diese  Vorstellung  ist  jedoch  nicht  richtig. 
Denn  bringt  man  ein  solches  Metallsalz  z.  B.  Na^CO^  in  ein  beider- 
seitig mit  Glasplatten  geschlossenes,  mit  einem  neutralen  Gase  gefülltes 
Porzellanrohr  und  erhitzt  dieses  in  einem  Ofen  auf  sehr  hohe  Tempe- 
raturen, so  ist  keine  Spur  der  Metalllinie,  weder  in  Emission  noch  in 
Absorption  zu  entdecken.  Die  Licht-Emission  und  -Absorption  tritt  aber 


o 

])  K.  .Angström:  Deutsche  Revue  1,  597,  1892. 

2)  F.  Paschen:  Wied.  Ann.  50,  409,  1893;  62,  209,  1894. 

3)  H.  Rubens  u.  E.  Aschkinafs:  Wied.  Ann.  64,  584,  1898. 

4)  R.  V.  Helmholtz,  1.  c.;  vgl.-  a.  E.  Pringsheim:  Wied.  Ann.  51,  441, 
1894;  F.  Paschen:  Wied.  Ann.  52,  228  ff.,  1894. 

5)  Vgl.  z.  B.  Eayeer:  Spektralanalyse  S.  19;  Mousson:  Physik  2,  558,  1881. 
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sofort  ein,  wenn  man  das  Porzellanrohr  mit  einem  reduzierenden  Gase 
(H  oder  Leuchtgas)  füllt.  Dadurch  ist  bewiesen,  dafs  in  den  Flammen 
die  Lichtemission  der  in  den  eingeführten  Salzen  enthaltenen  Metalle 
nicht  durch  Verflüchtigung  und  Dissoziation,  sondern  durch  chemische 
Reduktion  hervorgerufen  wird. 

Durch  diese  Erkenntnis  ist  aber  die  Frage  nach  der  Natur  der 
Emission  selbst  noch  keineswegs  entschieden.  Es  bleibt  noch  zweifel- 
haft, ob  der  durch  Reduktion  hervorgebrachte  Metalldampf  dann,  wenn 
er  reduziert  ist,  in  Folge  der  hohen  Temperatur  der  Flamme  durch 
Temperaturstrahlung  emittiert,  oder  ob  sein  Leuchten  eine  Folge  des 
Reduktionsvorganges  selbst  ist.  Wenn  es  sich  um  Temperaturstrahlung 
handelt,  so  mufs  die  Lichterscheinung  im  Porzellanrohr  unverändert 
fortbestehen,  wenn  man  den  Reduktionsvorgang  plötzlich  unterbricht. 
Denn  der  vorhandene  Metalldampf  wird  in  Folge  der  hohen  Temperatur 
so  lange  weiter  leuchten,  als  er  sich  in  der  Glühhitze  befindet,  also  so 
lange,  bis  er  vollständig  an  die  kälteren,  aus  dem  Ofen  herausragenden 
Enden  des  Rohrs  hinüber  destilliert  ist,  ein  Vorgang,  der  nur  sehr  all- 
mählich von  statten  geht.  Wenn  dagegen  die  Leuchterscheinung  durch 
den  chemischen  Vorgang  selbst  bedingt  ist,  so  mufs  sie  ganz  plötzlich 
verschwinden,  wenn  der  Reduktionsvorgang  plötzlich  unterbrochen  wird. 
Die  plötzliche  Unterbrechung  der  Reduktion  wurde  bei  meinen  Ver- 
suchen dadurch  hervorgebracht,  dafs  das  zu  reduzierende  Salz  sich  in 
einem  Nickellöffel  befand,  welcher  mit  Hülfe  eines  Magneten  innerhalb 
des  geschlossenen  Porzellanrohrs  verschiebbar  war  und  nach  Belieben 
in  die  Glut  hinein-  oder  an  das  kalte  Ende  des  Rohres  herausgezogen 
werden  konnte.  Diese  Versuche  zeigten  bei  Na-  und  Li-Salzen  in 
einer  H- Atmosphäre,  dafs  beim  Herausziehen  der  Salze  aus  der  Glut 
die  Erscheinung  der  Emission  und  Absorption  plötzlich  aufhörte. 
Meine  sehr  zahlreichen  und  verschiedenartigen  Experimente  führten  zu 
dem  Resultat,  dafs  bis  zu  den  der  Untersuchung  zugänglichen  Tempe- 
raturen (Nickelschmelze)  diese  Metalle  nur  in  Folge  der  chemischen 
Reaktion,  nicht  in  Folge  der  Temperatur  leuchten  und  absorbieren. 
Analoges  würde  für  alle  Elemente  zu  schliefsen  sein,  welche  in  Flammen 
ein  Linienspektrum  aussenden.  Im  einzelnen  mögen  die  chemischen 
Prozesse,  welche  hier  auftreten,  noch  der  Aufklärung  bedürfen,  aber 
dafs  es  sich  um  chemische  Wirkimgen  handelt,  das  geht  unzweideutig 
aus  dem  verschiedenen  Verhalten  hervor,  welches  einerseits  dieselben 
Metalle  in  verschiedenen  Gasen,  andrerseits  verschiedene  Metalle  in  den 
gleichen  Gasen  zeigen.*)  Dafs  das  im  Bunsenbrenner  erzeugte  iVa-Licht 

1)  E.  Pringsheim:  Wied.  Ann.  46,  428,  1892;  49,  347,  1893. 

2)  S.  die  Zusammenstelluug  bei  Pringsheiin;  Wied.  Ann.  49,  360,  1893. 
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keine  reine  Temperaturatrahliing  ist,  sondern  intensiver  leuchtet,  als  es 
nach  dem  Kirchh  off  sehen  Gesetze  zu  erwarten  wäre,  haben  auch 
E.  Wiedemann  und  Paschen*)  ausgesprochen. 

Wenn  man  metallisches  Wo,  Liy  K oder  TI  in  einem  neutralen 
Gase  erhitzt,  so  zeigen  diese  Metalle  unter  Umständen  ein  kontinuier- 
liches Emissionsspektrum,  manche  von  ihnen  in  der  Absorption  ein 
kannelliertes  Bandenspektrum.  Ähnliche  Erscheinungen  lassen  sich 
bei  vielen  anderen  Elementen,  z.  B.  dem  Jod,  beobachten.  Dabei  senden 
diese  Dämpfe  ein  kontinuierliches  Spektrum  aus,  auch  wenn  sie  in  der 
Absorption  ein  Bandenspektrum  zeigen;  nur  Konen*)  scheint  auch  in 
der  Emission  von  erhitztem  J ein  Bandenspektrum  beobachtet  zu 
haben.  Trotzdem  ist  wohl  kaum  zu  bezweifeln,  dafs  es  sich  bei  diesen 
Spektren  um  reine  Temperaturstrahlung  handelt.  Nicht  ganz  verständ- 
lich ist  der  Standpunkt  von  Evershed^),  welcher  die  Emission  und 
Absorption  von  J,  Wr,  67,  Se  und  Äs  bei  Erhitzung  untersucht 
hat.  Da  alle  diese  Elemente  dabei  ein  kontinuierliches  Spektrum  aus- 
senden, auch  wenn  ihre  Absorption  selektiv  ist,  so  schliefst  Evershed, 
dafs  die  Emission  eine  reine  Temperaturstrahlung  sei,  dafs  aber  keine 
so  nahe  Beziehung  zwischen  Emission  und  Absorption  vorhanden  ist, 
wie  das  Kirchhoffsche  Gesetz  fordert.  Dieser  Schlufs  ist  wohl  un- 
haltbar. Weim  es  sich  um  reine  Temperaturstrahlung  handelt,  so  mufs 
das  Kirchhoffsche  Gesetz  erfüllt  sein.  Aber  man  darf  nicht  den  durch 
dieses  Gesetz  gegebenen  Zusammenhang  zwischen  dem  Emissions-  und 
dem  Absorptionsiwmö^e»  eines  strahlenden  Körpers  von  bestimmter 
Temperatur  mit  dem  Zusammenhang  zwischen  dem  Emissions-  und 
Absorptions5^eÄ7rM??i  einer  Gasmenge  verwechseln,  die  man  beobachtet. 

Hier  hat  man  es,  besonders  bei  Versuchen  in  erhitzten  Röhren, 
mit  verschieden  temperierten  Schichten  zu  thun,  welche  hinter  einander 
liegen.  Im  Absorptionsspektrum  summieren  sich  dabei  die  Absorp- 
tionen der  verschiedenen  Schichten,  im  Emissionsspektrum  werden  die 
Emissionen  der  entfernteren  Schichten  durch  die  Absorption  der  Tor- 
deren,  meistens  kälteren,  geschwächt.  Aufserdem  ist  noch  zu  beachten, 
dafs  eine  etwaige  selektive  Reflexion  der  Gase  Diskontinuitäten  im 
Absorptionsspektrum  hervorbringen  könnte,  welche  sich  nach  dem 
Kirchhoffschen  Satze  im  Emissionsspektrum  nicht  bemerkbar  machen 
würden.  Über  diesen  Punkt  sind  jedoch  keine  experimentellen  Unter- 
suchungen bekannt,  und  es  mufs  dahin  gestellt  bleiben,  ob  dieser 

1)  E.  VViedemann:  Wied.  Ann.  87,  215,  1889. 

2)  F.  Paschen:  Wied.  Ann.  61,  42,  1894. 

3)  Konen:  Wied.  Ann.  65,  257,  1898. 

4)  J.  Evershed:  Phil.  Mag.  (5)  89,  460,  1895. 
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theoretisch  mögliche  Grund  der  Nichtübereinstimmung  zwischen  Emis- 
sions*  und  Absorj)tions8pektrum  thatsächlich  in  Wirksamkeit  tritt. 

d)  Zusammenfassung.  Überblicken  wir  das  ganze  vorstehend  be- 
handelte Material^  so  kommen  wir  zu  folgendem  Resultate: 

1.  Um  reine  Temperaturstrahlunyj  wobei  also  die  Bedingungen  des 
Kirchhoffschen  Gesetzes  voll  erfüUt  sind,  bandelt  es  sich  höchst  wahr- 
scheinlich bei  den  kontinuierlichen  und  Banden- Spektren  der  Gase  und 
Dämpfe,  welche  solche  Spektren  hei  Erhitsung  aussenden:  //gO,  CO^ 
I Br,  CI,  S,  Se,  Äs,  Na,  K,  Li,  TL 

2.  Wenn  die  kontinuierlichen  und  Bandenspektren  dieser  und 
anderer  Elemente  in  Flammen  erzeugt  werden,  tritt  Emission  infolge 
chemischer  Umsetzung,  daher  Abweichung  vom  Kirchhoffschen  Ge- 
setze ein. 

3.  Bei  den  Banden-  und  Linienspektren,  welche  die  fluoreszierenden 
Gase  und  Dämpfe  aussenden,  sind  die  Bedingungen  des  Kirchhoffschen 
Satzes  nicht  erfüllt. 

4.  Dasselbe  gilt  von  denjenigen  Banden-  und  Linienspektren, 
welche  durch  elektrische  Entladungen  erzeugt  werden.  Sie  verdanken 
ihren  Ursprung  nicht  der  hohen  Temperatur,  sondern  den  elektrischen 
Vorgängen,  wobei  noch  Komplikationen  durch  chemische  Umsetzungen 
eintreten  können. 

5.  Bei  den  bisher  der  Untersuchung  zu^nglichen  Temperaturen 
sendet  kein  Gas  von  selbst  ein  Z/tw^nspektrum  aus.  Dies  tritt  nur 
unter  der  Einwirkung  besonderer  Erregungen  (chemischer,  elektri- 
scher etc.)  auf. 

6.  Kontinuierliche  und  Bandenspektra  können  die  Gase  demnach 
durch  blofse  Temperaturerhöhung  emittieren.  Ob  sie  auch  fähig  sind 
Linienspektra  auszusenden,  wenn  sie  zu  höheren  Temperaturen  als  den 
bisher  untersuchten  erhitzt  werden,  ist  eine  Frage,  auf  welche  die 
eiperimentelle  Antwort  fehlt.  Wer  diese  Frage  bejaht,  mufs  sich  he- 
wnfst  sein,  dals  er  eine  experimentell  nicht  bewiesene  Hypothese 
einfahrt. 

7.  Bei  allen  Lichtquellen,  in  denen  chemische  oder  elektrische 
Vorgänge  die  Emission  begleiten,  scheinen  Abweichungen  vom  Kirch- 
hoffschen Gesetze  vorhanden  zu  sein. 

Da  elektrische,  chemische  und  Fluoreszenz-Erscheinungen  auch  auf 
den  leuchtenden  Weltkörpem  höchst  wahrscheinlich  vorhanden  sind,  so 
ist  die  allgemeine  Anwendung  des  Kirchhoffschen  Gesetzes  auf  astro- 
physikalische  Probleme  nicht  gestattet. 

III.  Theoretische  Anschauiingeii.  Von  einer  wirklichen  Theorie 
der  spektralen  Emission  sind  wir  noch  sehr  weit  entfernt,  vielmehr 

Archir  der  Mathematik  und  Physik.  £□.  Beihe.  I.  20 


306 


E.  Pringshrim: 


müssen  wir  uns  mit  sehr  allgemeinen  Andeutungen  begnügen.  Da  wir 
die  emittierten  Strahlen  nach  der  ündulations-  und  nach  der  elektro- 
magnetischen Lichttheorie  als  Schwingungsbewegungen  betrachten,  so 
ist  die  nächstliegende  und  wohl  auch  allgemein  gemachte  Annahme 
die,  dafs  diese  Schwingungen  durch  analoge  Schwingungen  im  strah- 
lenden Körper  verursacht  werden.  Die  Perioden  der  emittierten 
Schwingungen  werden  zu  denen  der  emittierenden  Teilchen  eine  ge- 
wisse Beziehung  haben;  die  einfachste  Annahme  wäre  die,  dafs  die 
Perioden  beider  identisch  sind.  Wird  diese  Anschauung  angenommen, 
so  folgt  aus  dem  Prinzip  der  Resonanz,  dafs  ein  Körper  diejenigen 
Schwingungen,  welche  er  selbst  besonders  stark  auszusenden  fähig  ist, 
auch  besonders  stark  absorbiert,  es  muls  also  für  jeden  Körper  in 
einem  gegebenen  Zustande  einem  Maximum  der  Emission  ein  solches 
der  Absorption  entsprechen. 

Obwohl  schon  Euler^)  das  Prinzip  der  Resonanz  sehr  klar  und 
sehr  allgemein  ausgesprochen  hat,  so  hat  er  es  doch  unrichtig  ange- 
wandt, nämlich  auf  die  Farben  der  Körper.  Erst  Angström^)  hat  die 
Bedeutung  dieses  Prinzipes  für  das  Problem  der  Emission  und  Absorp- 
tion richtig  erkannt. 

Durch  das  einfache  Prinzip  der  Resonanz  erklärt  sich  also  ganz 
allgemein  jene  wichtige  qualitative  Beziehung,  welche  sich  auch  als 
Folge  des  Kirchhoffschen  Gesetzes  für  die  diesem  Gesetze  gehorchen- 
den Körper  herleiten  läfst,  und  es  wird  erklärlich,  dals  sich  diese  Be- 
ziehung auch  dort  erfüllt  zeigt,  wo  der  Kirchhoffsche  Satz  nicht  gilt. 
So  ergab  sich  ein  vollkommener  Parallelismus  zwischen  Absorption 
und  Emission  bei  meinen  Versuchen  über  die  Strahlung  von  Na,  K. 
Li  und  TI',  ferner  haben  Liveing  und  De  war*)  nachgewiesen,  dafs 
auch  bei  der  Emission  der  Gase  in  Geifs  1er sehen  Röhren  eine  Um- 
kehrung der  Spektrallinien  stattfindet,  und  sogar  für  die  Fluoreszenz 
hat  Burke"*)  gezeigt,  dafs  Uranglas,  so  lange  es  sich  im  fluoreszierenden 
Zustande  befindet,  eine  starke  Absorption  derselben  Strahlen  zeigt, 
welche  es  aussendet. 

Was  ist  aber  bei  den  Gasen  das  schwingende  Prinzip,  welches 
das  Licht  aussendet?  Nach  den  Anschauungen  der  kinetischen  Gas- 
theorie bewegen  sich  die  Molekeln  in  einer  ganz  wirren  und  unregel- 

1)  L.  Euleri  nova  theoria  lucis  et  colorum.  Opascula  varii  argumenti,  p.  235. 
Berolini  1746. 

2)  A.  J.  Angström;  Pogg.  Ann.  94,  141,  1865;  vgl.  Stokes:  Pogg.  Ann. 
Ergbd.  4,  326,  1864. 

3)  Liveing  und  Dewar:  Chein.  News.  47,  122,  1888. 

4)  J.  Burke:  Phil.  Trans.  London.  191,  87,  1898. 


Digitized  by  Google 


über  die  Strahlung  der  Gase. 


307 


mäfsigen  Weise,  während  die  Atome  wahrscheinlich  Schwingungs- 
bewegungen ausführen. Dies  führte  dazu,  die  Emission  des  Lichts 
auf  Grund  der  Undulationstheorie  den  intramolekularen  Schwingungen 
der  Atome  zuzuschreiben.  Dabei  tritt  aber  eine  grofse  Schwierigkeit 
auf.  Bei  den  einatomigen  Gasen  können  keine  intramolekularen 
Schwingungen  Vorkommen,  und  trotzdem  senden  auch  diese  Gase,  z.  B. 
Hg,  ein  sehr  linienreiches  Spektrum  aus.  Wenn  wir  daher  die  Atome 
als  Träger  der  Lichtemission  betrachten  wollen,  so  dürfen  wir  sie  nicht 
als  homogene,  starre,  nahezu  punktförmige  Gebilde  voraussetzen,  wie 
es  die  kinetische  Gastheorie  thut;  sondern  wir  müssen  ihnen  eine  sehr 
viel  kompliziertere  Beschaffenheit  zuschreiben.  Im  allgemeinsten  Falle 
kann  man  annehmen,  dafs  ein  Atom  aus  einem  Aggregat  von  beliebig 
vielen  hypothetischen  Elementaratomen  und  mit  ihnen  verbundenen 
Atheratomen  besteht.*)  Wir  verlassen  dann  allerdings  die  einfachen 
Annahmen  der  kinetischen  Gastheorie,  deren  Stärke  gerade  in  der 
Einfachheit  ihrer  Annahmen  besteht,  um  dafür  sehr  komplizierte  und 
sehr  hypothetische  Anschauungen  zu  substituieren.  Wenn  wir  das 
aber  thun,  so  haben  wir  in  den  verschiedenen  hypothetischen  Bestand- 
teilen der  Atome  eine  solche  Mannigfaltigkeit  schwingender  Systeme 
zur  Verfügung,  dafs  ihre  Grund-  und  Oberschwingungen  sowie  deren 
Kombinationsschwingungen  mehr  als  ausreichen,  um  die  Möglichkeit 
der  Emission  noch  so  komplizierter  Spektra  begreiflich  zu  machen. 
Uber  die  Verteilung  der  verschiedenen  Arten  der  Spektra  unter  die 
theoretisch  denkbaren  Atomschwingungen  sind  nur  ganz  willkürliche 
Annahmen  möglich. 

Wie  wir  in  der  kinetischen  Gastheorie  annehraen,  dafs  im  statio- 
nären Zustande  das  Verhältnis  zwischen  der  Energie  der  fortschreiten- 
den und  der  der  intramolekularen  Bewegung  für  jedes  Gas  bei  jeder 
Temperatur  ein  ganz  bestimmtes  ist,  so  können  wir  auch  hier  die 
Energieverteilung  unter  die  verschiedenen  Arten  der  Leuchtbewegung 
eines  jeden  Gases  im  stationären  Zustand  als  durch  die  Temperatur 
gegeben  ansehen.  Daher  würde  im  stationären  Zustande  reine  Tempe- 
raturstrahlung herrschen.  Sobald  aber  Fluoreszenz  oder  elektrische 

1)  Vgl.  Maxwell:  Theory  of  heat,  London  1877,  p.  326. 

2)  Vgl.  Boltzmann:  Wiener  Ber.  (2)  74,  p.  ö63,  1876;  E.  Wiedemann: 
Wied.  Arm.  5,  600,  1878  und  87,  177,  1889;  A.  Wüllner:  Wied.  Ann.  84,  668,  1888; 
Lehrbuch  der  Experimentalphysik,  Bd.  2,  419  f.  Leipzig.  1899;  H.  Kayser  in 
Winkelmaims  Handbuch  der  Physik,  2,1,  p.  419  ff.  Breslau  1894  spricht  von 
einer  variablen  Anzahl  von  Atomen,  welche  je  nach  Druck  und  Temperatur  im 
MolekvÜ  enthalten  sein  sollen.  Wenn  unter  „Atomen“  die  chemischen  Atome  ge- 
meint sind,  so  kann  eine  solche  Anschauung  die  Spektra  einatomiger  Gase  wohl 
kaum  erklären. 

20* 


Digitized  by  Google 


308 


E.  Prinosiieim; 


oder  chemische  Erregungen  eintreten,  ist  der  stationäre  Zustand  ge- 
stört. Die  eine  oder  die  andere  mögliche  Schwingungsform  der  intra- 
molekularen Bestandteile  kann  durch  die  elektrische  oder  chemische 
Energie  direkt  stark  vermehrt  werden  und  so  zu  Emissionen  Veran- 
lassung geben,  welche  der  Mittelteraperatur  des  Gases  nicht  entsprechen. 
Das  würde  derjenige  Vorgang  sein,  welchen  E.  Wiedemann  als  Lumi- 
neszenz, R.  V.  Helmholtz  als  irmßdärc  Strahlung  bezeichnet.  Wöllner 
scheint  anzunehmen,  dafs  auch  chemische  und  elektrische  Kräfte  nur 
auf  die  Moleküle  als  Ganzes  wirken  können,  dafs  sie  aber  nicht  auf  alle 
Moleküle  gleichmäfsig  wirken,  sondern  nur  einzelnen  von  ihnen  eine 
stark  vermehrte  Geschwindigkeit  der  fortschreitenden  Bewegung  er- 
teilen. Diese  sollen  bei  den  Zusammenstöfsen  in  anderen  Molekülen 
die  lieh  taussendenden  Schwingungen  erregen  und  so  Lichtemission  ver- 
ursachen, welche  der  mittleren  Temperatur  des  Gases  nicht  entspricht. 
Im  Erfolg  käme  diese  Anschauung  auf  dasselbe  hinaus  wie  die  oben 
angedeutete,  welche  mir  plausibler  erscheint.  Wenn  aber  Wüllner 
sagt^):  „Den  lichtaussendenden  Molekülen  mufs  man  aber  nach  der 
jetzigen  Auffassung  der  Temperatur  die  Glühtemperatur  zuschreibeu 
Die  Temperatur  der  Gasmasse  ist  eine  niedrige,  weil  es  nur  eine  kleine 
Anzahl  von  Molekülen  ist,  welche  die  Glühtemperatur  besitzen“,  so 
scheint  mir  in  diesen  Worten  eine  andere  Definition  der  Temperatur 
zu  liegen,  als  sie  allgemein  angenommen  wird.  Die  augenblickliche 
Temperatur  einzelner  Moleküle  ist  weder  experimentell  bestimmbar, 
noch  nach  der  kinetischen  Gastheorie  definiert. 

Aus  der  oben  angedeuteten  Anschauung  über  die  Entstehung  der 
Gasspektra  ist  es  verständlich,  dafs  die  gleiche  Emission,  wie  sie  imter 
Einwirkung  chemischer  oder  elektrischer  Erregungen  auftritt,  bei  be- 
deutend gesteigerter  Temperatur  auch  als  reine  Temperaturstrahlung 
entstehen  kann.  Aber  es  folgt  daraus  nicht,  dafs  alle  unter  Ein- 
wirkung jener  Kräfte  auftretenden  Leuchtbewegungen,  in  gleicher  Weise 
auch  als  reine  Temperatürstrahlung  zu  Stande  kommen  müssen.  Denn 
möglicherweise  können  die  chemischen  und  elektrischen  Kräfte  Ver- 
änderungen in  der  Anordnung  der  Atom-Bestandteile  hervorbringeu, 
welche  durch  keine  noch  so  grofse  Temperaturerhöhung  verursacht 
werden  können.  Aber  selbst  bei  unveränderter  Atombeschatfenheit  ist 
es  sehr  wohl  denkbar,  dafs  z.  B.  die  besondere  Art  der  Bewegung, 
welche  zur  Emission  der  Linienspektra  führt,  durch  die  blofsen  Zu- 
sainiuenstöfse  infolge  der  Wännebewegung  gar  nicht  ausgelöst  werden  kann. 

Dies  wird  noch  deutlicher,  wenn  man  sich  auf  den  Standpunkt 
der  elektromagnetischen  Lichttheorie  stellt.  Hier  müssen  wir  die  licht- 

1)  Wüllner:  Experimentalphysik  p,  404,  1899. 
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erregenden  Schwingungen  der  Moleküle  und  Atome  auf  elektrische  Ur- 
sachen zurückführen,  indem  wir  annehmen,  dafs  elektrische  Ladungen 
entweder  selbständige  oder  an  materielle  Teilchen  gebundene  Schwingungs- 
bewegungen  ausführen.  Hier  wäre  es  sehr  möglich,  anzunehmen,  dafs 
diejenigen  als  besonders  frei  zu  betrachtenden  Schwingimgen,  welche 
den  Linienspektren  entsprechen,  nicht  durch  mechanische  Stöfse,  son- 
dern nur  durch  elektrische  Kräfte  hervorgebracht  werden  können. 

Die  Zurückführung  der  Lichtemission  auf  elektrische  Bewegungen  in 
den  Atomen  ist  von  mehreren  Seiten  versucht  worden.  Diese  Theorien 
können  ebenso  wie  die  rein  mechanischen  nur  aUgemeine  Andeutungen 
über  den  Vorgang  der  Emission  geben,  zu  einer  Erklärung  der  En* 
scheinungen  im  einzelnen  oder  gar  zu  quantitativen  Resultaten  sind  sie 
noch  nicht  vorgedrungen. 

Leichter  ist  es  für  die  Theorie,  bestimmte  Resultate  zu  erhalten, 
wenn  sie  die  Lichtemission  als  gegeben  annimmt  und  nur  die  Ver- 
änderungen betrachtet,  welche  die  Emission  durch  bestimmte  äufsere 
Einwirkungen  erleidet.  Die  Versuche,  die  Verbreiterung  der  Spektral- 
lim'en  theoretisch  zu  erklären,  sind  allerdings  noch  nicht  zu  einem  all- 
gemein anerkannten  Resultate  geführt  worden,  was  schon  deshalb  nicht 
wunderbar  ist,  weil  die  Bedingungen  dieser  Erscheinung  experimentell 
noch  nicht  vollständig  bekannt  sind.  Dagegen  hat  die  Theorie  das 
Zee  man  sehe  Phänomen  wenigstens  in  einigen  Fällen  bis  ins  einzelne 
verfolgen  können. 

Betrachten  wir  unsere  gesamte  Kenntnis  von  der  Natur  der  Gas- 
emission, so  müssen  wir  eingestehen,  dafs  wir  trotz  der  ungeheuer 
grofsen  Anzahl  von  experimentellen  und  theoretischen  Arbeiten  die 
sich  mit  diesem  Gegenstände  beschäftigen,  in  das  Wesen  der  Erschei- 
nungen noch  sehr  wenig  eingedrungen  sind.  Vielleicht  werden  die 
Grundlagen,  von  denen  die  Theorie  der  Lichtemission  auszugehen  hat, 
durch  die  neueren  Fortschritte  in  der  Erkenntnis  der  elektrischen  Ent- 
ladungen in  verdünnten  Gasen  wesentlich  gefestigt  werden.  Das 
Studium  der  Kathoden-  und  der  Kanalstrahlen  hat  neuerdings  zu  der 
Annahme  geführt,  dafs  elektrisch  geladene  Teilchen  existieren,  deren 
Masse  sehr  klein  ist  gegen  die  der  chemischen  Atome.  Sollten  diese 
kleinsten  Teilchen  und  ihre  Ladungen  vielleicht  mit  jenen  hypothe- 
tischen Trägem  der  Leuchtbewegung  in  den  Atomen  identisch  sein? 

1)  Vgl.  Koläeck:  Wied.  Ann.  32^  224,  1887;  F.  Richarz;  Sitzgsbr.  d.  Nieder- 
rhein. Ges.  Bonn  48,  18,  1891;  Sitzgsbr.  d.  K.  Akad,  d,  Wiss.  München  24, 
1894;  H.  Ebert:  Wied.  Ann.  48,  1,  1893;  49,  651,  1893. 


Sur  quelques  nouveaux  tliöoröines  relatifs  au  triangle; 

(suite  ä un  article  de  M.  F.  Caspary). 

Par  M.  L.  Ripert  a Paris. 

1.  — M.  F.  Caspary  a publie  dans  les  Nouvdles  Anndles  de  MaiM- 
matiques  (fev.  1900,  p.  79)  un  article  sur  quelques  nouveaux  thcoremes 
relatifs  au  triangle,  dont  l’objet  est  de  montrer  que  les  principales  pro- 
pri^tes  rÄjentes  du  triangle  qui,  comme  Ton  sait,  derivent  du  point  de 
Lern  eine  K,  existent  encore  lorsque  Ton  substitue  ä Ä"  un  point  X 
arbitrairement  choisi  dans  le  plan.*) 

Cet  article  ofire  un  interet  considerable;  il  presente  sous  une  forme 
concise  un  grand  nombre  de  resultats  relatifs  ä la  Geometrie  du  triangle; 
ainsi  que  M.  Caspary  l’a  indique,  il  peut  etre  notablement  developpe, 
de  maniere  ä embrasser  les  Zements  les  plus  importants  de  cette  Geo- 
metrie nouvelle,  et  epargner  ainsi  de  laborieuses  recherches. 

Ce  qui  suit  est  un  complement  et  un  commentaire  de  l’etude  de 
M.  Caspary  qui  resultent  de  la  correspondance  echangee  avec  ce  geo- 
metre  ä la  suite  d’etudes  communes. 

Pour  plus  de  clarte,  je  reproduirai  en  italiques  et  sous  les  memes 
numeros  l’article  des  Nouvelles  Ännales;  celles  des  propri^tes  ajoutws 
qui  pourront  paraitre  nouvelles  appartiennent,  d’apres  ce  qui  vient 
d’etre  dit,  au  moins  autant  ä M.  Caspary  qu’ä  l’auteur  du  present 
article. 

2.  — Soit  un  triangle,  X un  point  absolument  quelconque 

de  son  plan  et  X*,  X*,  X*  les  points  oü  les  droites  A^X,  A^X,  A^X 
coupent  les  cotes.  Soient,  de  plus,  et  B^  les  points  oü  les  paral- 

1)  Voir  dans  le  m^me  ordre  d’id^ea:  — E.  Lemoine:  PropriöWs  relatives  ä 
deux  points  co  et  ta'  du  plan  d’un  triangle  ABC  qui  se  ddduisent  d’un  point  K 
quelconque  du  plan  comme  les  points  de  Brocard  se  ddduisent  du  point  de 
Lemoine  {AFAS,  Grenoble,  1886).  — L.  Ripert:  La  dualite  et  rhomographie 
dans  le  triangle  et  le  tdtraedre  (Gauthier-Villars,  1898)  et  divers  articles  des  N.  A. 
(1898  et  1899).  — E.  Jahnkc:  über  dreifach  perspektivische  Dreiecke  in  der 
Dreiecksgeometrie  (Berlin,  1900).  — Consulter  enfin  le  travail  en  cours  de  publi- 
cation  de  M,  Caspary:  Zur  neueren  Dreiecksgeometrie. 
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IMes  menees  par  et  X*  respectivement  aux  cotes  et  Ä^A^ 

coupent  ^^3;  et  de  meme,  les  points  jB|  et  ei  obtenus 

par  permutation  cyclique.  Soient  enfin  les  points  situes 

respectivement  sur  A^A^,  A^A^,  AyA^  et  construits  de  fa^on  que  les 
Segments  A^B\,  A^B\,  A^B\  soient  egaux  respectivement  aux  segments 
X*-^3,  X^-4j  (en  d’autres  termes,  B[,  sont  les  isotomiques 

des  points  X*,  X*,  X*). 

Alors  on  a les  theoremes  suivants: 

I.  Ij€S  (iroites  AiB],  A^W,  A^Bf  concouretU  au  jwint  Bi  (i=  1,2,3). 

II.  Les  (Iroites  BiX  sont  parallUes  aux  cotes  AjtAi  (t,  k,  l—  1,  2,  3; 
2,  3,  1;  3,  1,  2). 

En  d’autres  termes,  les  paralleles  menees  par  les  points  Bi  aux 
cotes  AkAi  concourent  au  point  X,  propriete  que  nous  rapproch ons 
imm^iatement  de  la  suivante  (Caspary,  n®  17):  Les  paralleles  memes 
j)ar  les  p<nnts  Ai  aux  cotes  BkBi  coticourent  au  point  IO) 

III.  Les  deux  triangles  A^A^A^  et  B^B^B^  ant  le  mhne  centre  de 
gravite  G. 

IV.  Les  (iroites  AiG  pass(mt  par  les  milieux  des  segments  BiX.  — 
Et  comparativement  (Caspary,  n®  18):  Les  droites  BiG  passent  par 
les  milieux  des  segments  AiE. 

l{emar(/ue.  — Par  suite  des  proprietes  II.  et  IV.,  pour  construire 
le  triangle  B^B^B^^),  on  determine  le  centre  de  gravite  G de  A^A^A^, 
on  prend  les  points  B'i  d’intersection  des  medianes  AiG  avec  les  paral- 
IHes  menees  par  X aux  cotes  AkAi,  et  Ton  porte  enfin,  sur  ces  paral- 
IMes,  une  longueur  Bi  Bi  = XB].  En  termes  plus  simples  encore,  on 
construit  les  trois  semi-reciproques  du  point  X. 

IV*.  Si  Ion  dmgne  par  Aki  et  Bki  les  milieux  respectifs  des  cotes 
AkAt  et  BkBif  les  droites  AkiBki  concourent  au  point 

IV^.  Les  droites  Bi  Akt  concourent  au  point  0.  — Et  comparative- 
ment:  Les  droites  AiBki  concourent  au  point  S. 

IV®.  Si  V(m  dcsigne  par  Hi  les  points  anticompldmentaires  des  points 
Bi,  les  droites  Ai  Hi  concourent  au  point  H anticomplementa  ire  de  0.*) 
— Et  comparativement:  Si  Von  designe  par  H{  le^  points  anticomplemenr- 

1)  X ^tant  (ou  faisant  fonctions  de)  point  de  Lemoine,  E est  (ou  fait 

fonctions  de)  point  de  Steiner  de  c’est  le  eecond  point  fondamental 

de  cetto  ötude.  [Nota:  Les  mots  entre  parenthöses  seront  dor^navant  sous- 
eatenduB  dans  les  d^nominations  rappcläes]. 

2)  E^  est  le  premier  triangle  de  Brocard  (sccond  triangle  fondamental) 

3)  Z>,j  est  le  milieu  de  la  droite  de  Brocard. 

4)  Les  droites  Ai  Hi  sont  les  hauteurs  et  H Yorthocentre  de  A^A^A^. 
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taires  des  jmnts  A„  les  droites  BiH!  concourmt  au  point  H'  anticom- 
plementaire  de  S. 

IV**.  Les  paralleles  menees  par  les  milieux  Bm  des  cötes  BtBi  aux 
cötes  ÄkAi  coneourent  au  point  Q,  complementaire  de  X (Caspary,  n®  16). 
— Et  comparativement:  Les  paralleles  menees  par  les  milieux  Aki  des 
rotes  AkAi  atix  aUes  BkBi  roncourent  au  point  Q',  complemeniam 
de  R. 

IV*.  La  conique  circonscitr  au  friangle  A^A^A^  et  hiscrite  ä m 
triangle  anticomplementaire  est  une  elUpse  ayant  son  ee>dre  en 

G et  qui  passe  par  le  point  R,  ses  deux  isohariques  et  ses  trois  seniMm- 
proques^).  — Et  comparativement:  La  conique  circonscrife  au  triamile 
B^B^B^  et.  hiscrite  ä son  triangle  anticomplementaire  est  une 

ellipse  ayant  son  eentre  en  G et  qui  passe  par  le  point  X,  ses  deux  iso- 
barique^  et  ses  trois  semi-reciproques  (ces  derniers  e'tant  les  points  Bi}.’) 

Remarque.  — On  peut  apercevoir,  dans  ce  qui  precede,  les  premiers 
elemeiits  d’une  correspondance  importante  (Zweites  Übertragungsprinzip 
de  M.  Caspary),  dont  la  base  est  Verhänge  de  A(  avec  i?,,  de  X avec  J?, 
de  0 avec  S,  de  H avec  H\  etc.,  et  qui  sera  developpee  plus  loin.  — 
Definissons  maintenant  la  generalisation  de  quelques -uns  des  cercles 
remarquables  du  plan  du  triangle  A^A^A^. 

Conique  0 (cercle  circonscrit).  — La  conique  circonscrite  ä A^A^A^ 
et  dont  le  eentre  est  0 (IV’’),  passe  par  R et  est  teile  que  le  triangle 
A^A^A^  et  le  triangle  circonscrit  (dont  les  sommets  sont  les  pöles 
des  cötes  A,^A^  ont  pour  eentre  d’homologie  le  point  X (de  Lemoine) 
et  pour  axe  d’homologie  la  polaire  a;  de  X {droite  de  Lemoine). 

Conique  Oe  (cercle  rf’Euler  ou  des  neuf  points).  — La  conique 
circonscrite  au  triangle  A^^A^iA^2  et  ayant  pour  eentre  le  milieu  Oe 
du  Segment  OH  est  homothetique  a la  conique  0;  les  deux  centres 

d’homothetie  sont  i/  et  G;  le  rapport  d’homothetie  est  Cette  conique 

passe  par  les  points  de  rencontre  des  droites  A.H  et  AkA(,  par  les 
milieux  des  segments  A,H,  par  le  point  Q'  ßlc. 

Conique  Oc  {cercle  conjugue).  — La  conique  homothetique  a 0, 
ayant  H pour  eentre  et  passant  par  les  points  communs  aux  coniques 
0 et  Oe  est  conjuguee  au  triangle  AiA^A^. 


1)  Ellipse  de  Steiner  de  A^A^A^. 

2)  Ellipse  de  Steiner  de  jB,  Rj.  On  sait  qu’au  point  X dont  les  coor- 

donn^es  harycentriques  sont  a,,  a,  correspondent  les  deux  isohariques  (o,,  a, 
et  a,)  et  les  trois  semi-rcciproquos  («,,  otj,  a, ; a,,  «s);  je 

suppose  d’ailleurs  le  lecteur  au  courant  de  la  tenninologie  habituelle  du  triangle 
et  des  constructions  ^lömentairea. 
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Conique  Ogh  (cercle  orthocentrdidal).  — La  conique  homothetique 
ä 0 d^rite  sur  GH  comme  diametre  passe  par  les  points  communs 
am  coniques  0,  Oej  Of  En  d’autres  termes,  les  quatre  coniques  0 
Ofj  Oc,  Ooj/  ont  meme  axe  radical. 

Coniques  Ai  (cerdes  ^rApollonius).  — Les  trois  coniques  homo- 
thetiques  ä Oy  ayant  pour  centres  les  points  d’intersection  de  la 
droite  x (de  Lemoine)  et  des  cotes  AkAi,  et  passant  respectivement 
par  les  sommets  A^y  ont  deux  a deux  meme  axe  radical  qui  est  la 
droite  XO  (diametre  de  Brocard). 

Coniques  I et  /,  (cerdes  inserit  d ex-insents).  — Si  l’on  designe 
par  ff.  et  a\  les  points  (reels  ou  imaginaires)  d’intersection  de  la 
conique  Ai  et  du  cote  les  droites  et  Aia\  sont  conjuguees 

par  rapport  ä la  conique  0.  Les  six  droites  et  Aia\  se  coupent 
trois  a ti'ois  en  quatre  points  I et  (reels  ou  imaginaires).  Les 
coniques  ayant  ces  points  pour  centres  et  touchant  les  trois  cotes 
A^A^  sont  homothetiques  ä la  conique  0 et  tangentes  ä la  conique 
Oe  (aux  points  de  Feuerbach). 

Remarque.  — On  peut  generaliser  de  meme  la  notion  d’autres 
Cercles  remarquables  (cerdes  de  Lemoine,  de  Longchamps,  de  Neu- 
berg, de  Mackay,  de  Taylor,  etc.).  On  trouve,  dans  les  Notes  de 
Bibliographie  des  Courbes  geometriques  de  M.  Brocard  des  proprietes 
se  pretant  a cette  generalisation. 

Je  vais  maintenant  definir  les  deux  coniques  les  plus  importantes 
au  point  de  vue  de  cette  etude,  savoir:  la  conique  Ob  (faisant  fonctions 
de  cerde  de  Brocard;  Caspary,  n®  19)  et  la  conique  SIa  (Caspary, 
n®  20). *)  Ces  deux  coniques,  par  la  possibilite  d’echange  des  divers 
dements  qui  s’y  rattachent,  donnent  la  clef  de  la  correspondance  ci- 
dessus  indiquee,  pour  laquelle  j’emploierai  dorenavant  l’abreviation  (F); 
je  designerai  en  outre  les  triangles  A^A^A^y  B^B^B^y . . . par  la  notation 
abregee  Ay  By 


Conique  Ob  (cerde  de  Brocard). 

La  conique  Ob  est  ceUe  qui  est 
circonscrite  au  triangle  et  a pour 
centre  le  milieu  0/<  du  segment 
X 0;  eile  passe  par  les  points  X 
et  0;  le  diametre  XO  (diamHre 
de  Brocard)  passe  par  La 


(F):  Conique 

La  conique  SIa  est  ceUe  qui  est 
circonscrite  au  triangle  X et  a pour 
centre  le  milieu  SIa  du  segment 
RS'\  eile  passe  par  les  points  R 
et  Sy  le  diametre  RS  (diametre 
de  i2.i)  passe  par  corde 


1)  J'avais  signale  cette  conique  SIa  dans  ma  brochure  de  1898  (La  dualite, 
etc.;  p.  14);  eile  a 6t4  rencontr^e  (5galement  par  M.  Jahnke  (Über  dreifach  etc., 
p.  'io). 
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corde  conjuguee  de  XO  menee 
parDjg  coupe  la  conique  auxpoints 
Dj  et  7)3  [brocardiens  {points  de 


conjuguee  de  RS'  men^  par  S 
coupe  la  conique  aux  memes  points 
D3  et  — La  corde  DjZ),  a 

pour  pole  un  point  Z (voir  n'^S). 

J’appellerai  conique  S la  conique 
homothetique  ä SIa^  circonscrite  ä 
B\  eile  a pour  centre  S. 


Brocard)  de  X].  La  corde 
a pour  pole  un  point  W (yoir  n®  8). 

La  conique  Ob  est  homothetique 
ä la  conique  0,  circonscrite  ä A 
et  ayant  pour  centre  0. 

V.  Le  point  d'intersection  Ci  des  droiies  A,X  et  B.G  est  situe  sur 
la  droite  qui  passe  par  et  le  milieu  du  Segment  B^Bj^  et  sur  h co- 
nique Oß. 

En  d’autres  termes,  le  triangle  C (second  triangle  de  Brocard) 
est  homologique  a A avec  centre  X et  k B avec  centre  G — 
(F):  Le  point  d’intersection  Ci  des  droites  B{R  et  A,G  est  situe  sur  la 
conique  le  triangle  C'  {second  triangle  de  Slj)  est  donc  homolo- 
gique a B avec  centre  ü et  ä X avec  centre  G. 

V“.  La  polaire  de  G par  rapport  ä la  conique  Ob  coupe  la  conique 
0 au  point  B et  en  un  second  point  Rq  situe  sur  la  droite  GOß^); 
le  second  point  d’intersection  de  GOb  et  de  la  conique  0 est  le 
point  N diametralement  oppose  ä R (point  de  Tarry).  — (F):  La  po- 
laire de  G par  rapport  ä la  conique  SIa  coupe  la  conique  S au  point 
X et  en  un  second  point  X^  situe  sur  la  droite  GSljj  le  second  point 
d’intersection  de  GSIa  et  de  la  conique  S est  le  point  X',  diaraetrale- 
ment  oppose  (dans  cette  conique)  au  point  X. 

VI.  Les  triangles  A et  B sont  triplement  hojnologiques,  de  fa^on  que 

les  droites  A^B^y  ^3^3  concourent  au  jmnt  (re'ciproquc  de  X 

par  rapport  au  triangle  AJ;  les  droites  A^B^y  ^2-^?  ^s-®i  A 

et  les  droites  A^B^j  A^B^y  au  point  D^.  — (F):  Les  triangles  B 

et  A sont  triplement  homologiques,  de  fa9on  que  les  droites 
B^A^f  B^AL^  concourent  au  point  (reciproque  de  R par  rapport  au 

triangle  J5);  les  droites  BiA^,  B^A^,  ^3X1  au  point  Z>j  et  les  droites 
J?jXg,  B^A^y  B^A^  au  point  7)g. 

VI*.  Les  triangles  A et  D sont  triplement  homologiques,  de  fa^on 
que  les  droites  A^D^,  A^D^,  A^D^j  concourent  au  point  B^\  les  droites 


1)  On  verra  plus  loin  pourquoi  D,  s’^change  avec  D,,  et  X),  avec  D,. 

2)  Cette  paitie  de  la  propri^t^  pourrait  6tre  supprimde  comme  dvidente,  les 
droites  Bi  G dtant  les  mddianes  de  J5,  J?,  J?,  (n®  8). 

3)  La  droite  importante  RB^  est  Taxe  d'homologie  des  triangles  B et  C, 

comme  la  droite  est  celui  des  triangles  Ä et  C'\  mais,  pour  abrdger,  je  sup- 

prime  systdmatiquement  la  considdration  des  axes  d'homologie,  bien  qu’elle  con- 
duise  ä un  grand  nombre  de  propridtes. 
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point  et  les  droites  A^D^,  A^I^n  -^3^1 
point  B^.  — (F):  Les  triangles  B et  D sont  triplement  homologiques, 
de  fa9on  que  les  droites  B^D^y  ^s-^s  concourent  au  point  Ai\ 

les  droites  B^D^,  B^D^,  B^D^  au  point  A et  les  droites  B^D^y 
au  point  ^g. 

Bemarques.  — Des  correspondances  (F)  dans  les  proprietes  VI  et 
VI*  resulte  nettement  l’echange  de  Dj  avec  Dj,  avec  Dg,  Dg 
arec  Dj. 

Les  triangles  Ay  B,  D sont  tels  que  deux  quelconques  sont  tri- 
homologiques,  les  trois  centres  etant  les  sommets  du  troisieme  triangle. 
De  tels  triangles  sont  dits  complcmentaires  du  type  brocardien  (E.  Jahnke, 
loc.  cit.). 

VI ^ Le  point  est  l’intersection  des  droites  (rDgg  et  RON.  — 
(F):  II  est  l’intersection  des  droites  et  XSN'  (V*). 

VI®,  Si  Ton  designe  par  F,  les  points  d’intersection  des  droites 
AiO  avec  les  paralleles  menees  par  les  sommets  B;  aux  cötes  BkBiy 
les  droites  D,C,,  B^E^y  B,Ei  concourent  aux  points  i/,  (IV®).  — 
(F):  Si  Ton  designe  par  E'i  les  points  d’intersection  des  droites  BS  avec 
les  paralleles  menees  par  les  sommets  A^  aux  cötes  A^A^y  les  droites 
Ä.C'iy  AkE’ky  AiE'i  concourent  aux  points  Hi  (IV®). 

VI**.  Les  points  F,  sont  situes  sur  la  conique  Ou.  Les  triangles 
C et  Ey  inscrits  a Os,  sont  homologiques,  le  centre  etant  sur  la  droite 
GOßN,  — (F):  Les  points  F/  sont  situes  sur  la  conique  SIa-  Les 
triangles  C'  et  F',  inscrits  a SIa,  sont  homologiques,  le  centre  etant 
snr  la  droite  GSIaN'. 

VII.  Le  centre  de  gravite  du  triangle  D est  le  point  Gy  centre  de 
gravite  des  triangles  A et  B. 

VIII.  Si  Von  designe  j>ar  Wi  les  points  d'intersection  des  droites 
A^D^  et  AfD^y  les  droites  -4,  TT,-  coticourent  au  point  Wy  pole  de 

par  rapport  ä Oß.  — (F):  Les  droites  BkD^  et  BiD^  concourent  aux 
mhnes  points  Wj,  et  les  droites  B,  Wi  concourent  au  point  F,  pole  de 
DjZ),  par  rapport  ä 

V^III*.  Le  point  Z est  sur  les  droites  GO  Hy  D^^SR  et  D^W.  — 
(F):  Le  point  W est  sur  les  droites  GSH\  DjgOX  et  D,  F. 

IX.  La  droite  WX  passe  par  le  milieu  Djg  du  segment  D,Dg;  par 
suite,  les  points  W,  X,  Dg 3,  0^,  0 sont  en  ligne  droite  (diametre  de 
Oß).  — (F):  Les  points  F,  F,  Djg,  SIa,  S sont  en  ligne  droite  (dia- 
m^e  de  Ä,,). 

IX*.  Si  Ton  designe  par  U,  les  points  d’intersection  des  droites 
Ci  Tl’i  avec  les  cötes  AkAi,  les  trois  points  Ui  sont  sur  une  droite  u 
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passant  par  W.^)  — (F):  Si  Ton  designe  par  Ui  les  points  d’inter- 
section  des  droites  C,'  W,  avec  les  cotes  les  trois  points  V,  sont 

sur  une  droite  u'  passant  par  u. 

IX*’.  Si  l’on  designe  par  Xb  et  Xc  les  centres  d’homologie  respec- 
tifs  des  triangles  B et  C et  de  leurs  triangles  circonscrits  (par  rapport 
a la  conique  Ob),  ces  points  sont  sur  la  droite  G B.  Le  point  Xb 
(jx)int  de  L emo  ine  du  triangU  B)  est  en  outre  sur  la  droite  D,  WZ 
et  le  point  Xc  (point  de  L emo  ine  du  triangle  C)  sur  le  diametre 
XO  (de  Brocard).  Le  point  Xc  est  le  pole  (par  rapport  a Ob)  de  la 
droite  x.  II  en  resulte  que  les  triangles  yl  et  C ont  meme  droite  de 
Lemoine.  — (F):  Si  Ton  designe  par  Bj  et  Bc  les  centres  d’homo- 
logie  respectifs  des  triangles  A et  (J'  et  de  leurs  triangles  circonscrits 
(par  rapport  ä Slj),  ces  points  sont  sur  la  droite  GX,  le  point 
etant  en  outre  sur  la  droite  Di  ZW  et  le  point  Bc'  sur  le  diametre 
BS  (de  SIa). 

X.  Si  Von  designe  par  Li  les  points  d’iniersextion  des  droiks  B^Ci 
et  BiCk  et  par  Xi  les  points  d'intcrsection  des  droiks  AkLk  et  AiLi,  ces 
points  Xi  sont  les  trois  points  assodes  de  X (par  rapport  au  triangle 
A).  — (F):  Si  Ton  designe  par  LI  les  points  d’intersection  des  droites 
AkC'i  et  AiC'k  et  par  F,  les  points  d’intersection  des  droites  B^L[  et 
BiL',,  ces  points  B,  sont  les  trois  points  associes  de  B (par  rapport 
au  triangle  B). 

X*.  Les  trois  points  Li  sont  sur  la  droite  BBq  (V“).  — (F):  Les 
trois  points  L\  sont  sur  la  droite  XX^,  (V“). 

XI.  Les  droiks  Bi  Xi  passent  par  ks  points  Akt;  par  suite  (H^), 
les  points  B,,  Auy  0,  X;  sont  collineaires.  — (F):  Les  points  A, 
Bkt,  S,  B,  sont  collineaires. 

XII.  Si  Von  designe  par  Fi  les  points  d’intersection  des  droites  A^C,  et 
AiCk,  les  droiks  FiG  sont  paralleles  aux  droiks  F,X  et  atex  cotes  AiA,. 

— (F):  Si  Ton  designe  par  F]  les  points  d’intersection  des  droites 
BkC'i  et  Bid,  les  droites  FIG  sont  parallMes  aux  droites  AiB  et  am 
cotes  Bf.By 

XIII.  Les  droites  A.Fi  concourent  au  point  F (anticomplementaire 
de  X).  — (F):  Les  droites  B,F'i  concourent  au  point  F'  (anticompl^ 
mentaire  de  F). 

XIV.  Ij€S  droites  CiF,  conrx)urent  au  jyoint  Q (complementaire  de  X). 

— (F):  Les  droites  F/F/  concourent  au  point  Q'  (complementaire  de  Bl 

1)  Les  coordonndea  barycentxiquea  de  X ^tant  («,,  cf,,  cf,),  Tr  est  son 
deuxi^mo  potentiel  (a|,  a|,  aj).  La  droite  u paaae  auaai  par  le  troiai^me  potentiel 
('aj,  aj).  Pour  ^noncer  la  propriöt<5  correapondante  (F)  de  la  droite  il  fao- 
drait  donner  quelques  d^fiuitiona  preliminairea  que  le  lecteur  trouvera  aia^ment. 


N 
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XV.  Les  pointß  X,  G,  Q sont  situes  sur  la  mi^rne  droUe  et  de 

tdle  faron  que  le  point  Q est  le  milieu  du  segment  FX  et  le  segment 

XG  = \-GF=2GQ.  — 11  en  est  de  meine  (F)  pour  les  points 

(jr,  F',  Q\  et  Ton  peut  observer  que  ces  relations  sont  celles  qui,  par 
definition,  existent  entre  tont  point  du  plan,  son  complementaire  et 
son  anticomplementaire. 

XVI.  — XX.  — Pour  memoire:  les  proprietes  c'mma'cs  par  M.  Caspary 
SOUS  ces  numeros  ont  ete  reproduites  ci-dessus{rP*  II, IV, IV**,  coniques  Ob  et  SIa). 

XX*.  La  conique  circonscrite  au  triangle  A et  passant  par  G et 
H est  une  byperbole  ayant  son  centre  au  point  Q';  eile  est  conjugude 
au  triangle  complementaire  de  A,  et  ses  asymptotes  sont 

conjuguees  par  rapport  a la  conique  0;  eile  passe  en  outre  par  les 

points  D^,  Nf  S,  etc.  (hgperbole  de  Kiepert  de  AiA^A^).  — 

i r):  La  conique  circonscrite  au  triangle  B et  passant  par  G et  U'  (n®  IV*) 
est  une  byperbole  ayant  son  centre  au  point  eile  est  conjuguee  au 
triangle  B^B^^B^^y  complementaire  de  B,  et  ses  asymptotes  sont  con- 
jugue'es  par  rapport  a la  conique  S]  eile  passe  en  outre  par  les  points 
Dl,  X'y  Oy  etc.  (byperbole  Q). 

Remarque.  — L’ellipse  de  Steiner  du  triangle  B coupant  la  co- 
üique  Oß  en  X (IV*),  le  point  X est  le  point  de  Steiner  du  triangle 
B et,  par  suite,  0 est  son  point  de  Tarry.  L’hyperbole  Qy  ainsi  de- 
terminee  par  les  points  B^y  B^y  B^  6r,  0,  est  donc  Vhyperhole  rfe  Kiepert 
du  triangle  B]  eile  passe  notamment  par  le  point  Hßy  anticomplemen- 
taire de  Oß  et  orthocentre  de  B.  Ses  asymptotes  sont  conjuguees 
par  rapport  a la  conique  Oß,  et  elles  le  sont  deja  par  rapport  ä la 
conique  il  en  est  de  meme,  en  vertu  de  (F),  pour  les  asymptotes 
de  l’byperbole  Q'  de  A.  Donc,  les  hyperholes  de  Kiepert  de.s  triangles 
A et  B sont  homothetiques , les  directions  communes  des  asymptotes 
etant  celles  des  droites  conjuguees  a la  fois  par  rapport  aux  coniques 
Ob  et  Äj. 

Supposons  maintenant  que  X soit  X,  on  sait  (Neu b erg  et  Gob, 
AFAS,  Paris,  1889)  que,  dans  tout  triangle,  les  axes  de  Steiner  sont 
parallMes  aux  asymptotes  de  l’hyperbole  de  Kiepert.  D en  rdsulte 
que  les  dlipses  de  Steiner  des  triangles  A et  B et  la  conique  SIa 
leurs  axes  paralleles.^) 

Des  thmremes  precedents  — conclut  M.  Caspary  — se  deduisent 
d'autres  si  Von  echange  .4-  avec  et  consequemment  avec  D„  X 

avec  Ry  etc.  C’est  bien  le  principe  de  la  correspondance  F,  que  je 

1;  Si  C03  demiers  r^sultats  sont  nouveaux,  ils  auffisent  ä juatifier  l’iiittJret  de 
la  correspondance  F. 
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viens  de  developper  longuement  et  dont  le  lecteur  peut  poursuivre 
l’etude  ä volonte. 

On  peut  allonger  indefiniment  la  double  liste  des  propriet^  qui 
precedent,  et  je  terminerai  par  l’indication  de  quelques  directions  faciles 
ä explorer.  J’ai  deja  fait  observer  que  j’ai  laisse  de  cöte  le  groupe 
des  proprietes  provenant  de  la  consideration  des  axes  d’homologie. 

Un  autre  groupe  important  resulte  de  l’extension  de  la  notion  des 
points  inverses:  Les  coordonnees  barycentriques  de  X etant  «„  Cj, 
deux  points  (Xj,  et  x\y  x^,  rrä)  sont  dits  inverses  par  rapport  ä 

X,  s’ils  sont  lies  par  les  relations  A cette  definition 


analytique  correspondent  des  constructions  geometriques  (Voir,  par  ex., 
El  Progreso  Matematico,  1900,  p.  378).  Dans  l’dtude  actuelle,  les  points 
Gr  et  X,  Z>2  et  Dj,  et  W,  et  S,  H et  0,  Bi  et  IF/,  etc.,  sont 
des  points  inverses  par  rapport  a X. 

Le  centre  d’homologie  du  triangle  A et  de  son  triangle  circon- 
scrit  par  rapport  ä la  conique  est  un  point  tres  important  1';  ce 
point,  son  inverse,  ses  associes,  les  droites  qui  en  dependent,  etc., 
donnent  lieu  a de  nombreuses  proprietes.  II  pennet  d’etablir  une 
correspondance  tr^s  interessante  entre  les  coniques  0 et  ‘) 

On  peut  aussi,  et  m§me  de  plusieurs  manieres,  etablir  la  correspon- 
dance  entre  les  coniques  0 et  0^;  j’ai  indique  la  base  de  deui 
systemes  de  correspondance  en  determinaut  (IX**)  les  points  (deLemoine) 
Xß  et  Xc  des  triangles  B et  C. 

Tous  les  theor^mes  enonces,  etant  projectifs,  ont  des  correlatifs. 
J’observerai  enfin  que  tous  ces  theoremes  peuvent  subir  une  seconde 
generalisation,  si  Ton  substitue  a la  droite  de  l’infini,  qui  est  la  droite 
fundamentale  dans  les  questions  oü  interviennent  des  droites  parallMes, 
des  coniques  homothetiques,  des  centres,  des  milieux  des  segments,  etc. 
une  droite  fundamentale  arbitrairement  choisie  z/.  On  peut  alors  gene- 
raliser  et  dualiser  meme  les  proprietes  metriques,  en  s’appuyant  sur  le 
principe  de  l’invariance  du  rapport  anbarmonique  (Voir  N.  A,  1899, 


p.  101  et  30(3). 


Paris,  19  decembre  1900. 


1)  Le  point  Y est  celui  dont  les  coordonnees  barycentriques  sont  a,ccj— o|, 
etc.  Les  coniques  Oh  et  SIa  ont  pour  equations  respectives  X = 0 et 

^ = 0.  Sur  le  point  Y,  voir  notamment  E.  Lemoine  (AFAS,  Car- 
thagc,  1896;  point  W). 
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über  einige  Yerallgemeinernngen  des  Fermatschen  und 

des  Wilsonschen  Satzes. 

Von  K.  Hensel  in  Berlin. 

Der  sogenannte  Wilsonsche  Satz,  oder  die  Congruenz: 

1 • 2 • • • (p  — 1)  — 1 (mod.  p) 

lehrt,  dafs  eine  gewisse  symmetrische  Function  der  (p  — 1)^®“  Dimen- 
sion von  den  (p  — 1)  modnlo  p inkongruenten  und  p nicht  enthaltenden 
Zahlen  kongruent  (—1)  ist.  Dieser  Satz  wird,  wie  ich  zunächst  er- 
wähnen möchte,  durch  ein  allgemeineres  Theorem  über  symmetrische 
Funktionen  jener  Zahlen  ergänzt,  dessen  Beweis  ebenfalls  auf  der  That- 
sache  beruht,  dafs  jene  p — 1 Zahlen 

(1)  1,  2,  — , p — 1 , 

modulo  p betrachtet,  eine  Gruppe  bilden,  dals  nämlich,  wenn  h irgend 
eine  Zahl  jener  Reihe  ist,  die  p — 1 Produkte 

(la)  h,  2Ä,  (p-l)Ä 

modulo  p den  Zahlen  (1),  abgesehen  von  der  Reihenfolge,  kongruent 
sind.  Es  besteht  nämlich  der  Satz: 

Jede  ganze  symmetrische  Funktion  einer  beliebigen  v*®“  Dimension 
der  Zahlen  (1)  ist  stets  durch  p teilbar,  sobald  v kein  Multiplum 
von  p — 1 ist. 

Ist  nämlich  (T,  2,  • • •,  p — 1)  jene  Funktion  und  h eine  der  p — 1 
Zahlen  (1),  so  folgt  aus  der  Grundeigenschaft  der  symmetrischen  Funk- 
tionen und  aus  der  soeben  erwähnten  Gmppeneigenschaft  der  Zahlen 
(1),  dass: 

S.(h,  2h,-;  0-  1)A)ee  S.(l,  2,  = 2, 

ist,  d.  h.  für  jede  der  p — 1 Zahlen  h besteht  die  Congruenz: 

{h*  — 1)  Sy  eeO  (mod.  p). 

Ist  aber  v kein  Multiplum  von  p — 1,  so  ist  die  Differenz  h*  — 1 nicht 
jedes  h durch  p teilbar;  also  mufs  in  diesem  Falle  wirklich  Sy  durch 
p teilbar  sein,  w.  z.  b.  w. 
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So  folgt  z.  B.,  dafs  alle  elementaren  symmetrischen  Funktionen  der 
Zahlen  (1),  mit  Ausnahme  der  letzten,  und  auch  dafs  alle  Potenzsumraeii 
Sy  derselben  p enthalten,  mit  Ausnahme  der  Summen  welche 

gleich  ;;  — 1 sind,  u.  s.  w. 


Ich  möchte  aber,  und  das  ist  der  Hauptgegenstand  dieser  Zeileu, 
auf  eine  andere  Klasse  von  Sätzen  hin  weisen,  welche  darauf  beruhen, 
dafs  man  die  (p  — 1)  Zahlen  (1)  irgendwie  in  zwei  Abteilungen 

(2)  ttg,  •••,  au  und  />,,  ‘>,hy 


teilt  und  nun  die  symmetrischen  Funktionen  der  Elemente  von  einer 
dieser  beiden  Klassen  mit  denen  der  anderen  Klasse  vergleicht. 

Es  sei  jetzt  nämlich: 

(3)  <p  (x)  = (x  — «,)  (x  — aj  • • • (x  — a^,) 

das  Produkt  der  zu  Oj,  • • •,  gehörigen  Linearfaktoren,  so  besteht  für 
grofse  Werthe  von  x die  konvergente  Entwicklung 


(4) 


(jp(x) 


r 

a 


X 


h = I 

wo  allgemein: 


(l  + T + F«  + -)  = 


f''»  '"’f 


c c 


die  Summe  aller  Kombinationen  mit  Wiederholung  zu  je  i unter  den 
Elementen  «j,  ttj,  • ••,  der  ersten  Abteilung  bedeutet. 

Es  sei  ferner 


(5)  ^ (x)  = (x  — (x  — h^)  > ‘ • {x  — by)  — x^'  — BiX* ~ ^ — ±B, 

das  Produkt  der  zu  b^,  b^,  • • ■,  />,•  gehörigen  Linearfaktoren,  so  dafs  also 
allgemein 

Bk  {bl,  •••,  by) 

die  Summe  aller  Kombinationen  ohne  Wiederholung  zu  je  k von  den 
Elementen  der  zweiten  Abteilung  bedeutet.  Multipliziert  man  dann 
die  Gleichung  (4)  mit  .r^  ~ ^ — 1 und  beachtet,  dafs  für  die  beiden  kom- 
plementären Funktionen  (3)  und  (5) 

(G)  (f  (x)  (x)  .‘H  x^  ~ — 1 (mod.  p) 

ist,  so  ergiebt  sich,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  von  Vielfachen  der 
Primzahl  })  absieht,  die  Kongruenz 

(7)  x^^(x)  = xf*  (.x*'  — Z^jX’ ^ -f  B^x'’~^ ± By)  “ xP ~ ^ -f 

+ ■■■  + C,_*x  + (0,_,  - 1)  + + ■■•  (mod.  ;.)■ 

00 


Da  aber  hier  bekanntlich  die  Koefficienten  links  und  rechts  modulo  p 
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kongruent  sein  müssen,  so  ergeben  sieb  durch  Koefficientenvergleichung 
die  folgenden  Kongruenzen: 

Cj  — — Cv  -f  1 = 0,  Cp  _ 1 = 1 , 

Cj  = + B^y  Cr-i-  2 = 0,  Cp  =C^=  — B^ 

^ ^ : Cp  + ,~C,  = + B, 

C.^±B.y  Cp_2  = 0,  

Alle  diese  Relationen  können  wir  aber  jetzt  in  die  eine  sehr  allgemeine 
Kongruenz  zusammenfassen: 

(9)  Ci  {a^y  Oj,  . • ttp)  = (—  l)*»  B,^  (b^y  6j,  • • •,  (mod.  p)y 
wenn  Iq  den  kleinsten  Rest  von  l modulo  p — 1 bedeutet.  In  der  That 
ergeben  sich  die  Kongruenzen  der  ersten  Kolonne  in  (8)  unmittelbar, 
wenn  man  in  (9)  l = Iq=  ly  2,  • • •,  v setzt,  aber  auch  die  der  zweiten 
Kolonne  folgen  aus  (9)  für  ? = ==  i/  + 1,  v + 2,  • • •,  — 2;  in  der  That 

ist  ja  für  Z > V die  Summe  Bt  • • ♦,  b„)  aller  Kombinationen  ohne 
Wiederholung  zu  je  Z gleich  Null;  weil  keine  einzige  solche  Kom- 
bination existiert.  Setzen  wir  endlich  Bq  • * •,  by)  = 1,  so  ergeben 

sich  auch  die  Kongruenzen  der  dritten  Kolonne  für  l = p — ly  !>,  ••• 
Es  gilt  also  der  allgemeine  Satz:  Teilt  man  die  p — 1 Zahlen 
1,  2,  • • p — 1 irgendwie  in  zwei  Abteilungen 

öj,  • • dfi  und  b^y  • • *,  byy 

80  ist  modulo  p die  Summe  Cj  aller  Kombinationen  der  Elemente 
(Uj,  • • •,  Gp)  mit  Wiederholung  zu  je  l kongruent  der  Summe  (—  l)'”.®/, 
aller  Kombinationen  der  Elemente  (b^y  •••,  b,)  ohne  Wiederholung  zu 
je  Iq  mit  abwechselnden  Zeichen,  wenn  Iq  den  kleinsten  Rest  von  l 
modulo  p — 1 bedeutet;  hierbei  ist  speziell  JBq=  1 anzunehmen. 

Dafs  die  Summen  Cy ^ly  Cy^^y  •••,  Cp -2  und  diejenigen,  deren 
Indices  um  Multipla  von  p — 1 gröfser  sind,  durch  p teilbar  sind,  hat 
zuerst  Steiner  beobachtet  und  in  einer  Abhandlung  „Ein  neuer  Satz 
über  die  Primzahlen",  Grelles  Journal  13,  356  bewiesen.  Im  nächsten 
Bande  hat  Jacobi  denselben  speziellen  Fall  unseres  Satzes  einfacher  be- 
wiesen. Der  allgemeine  Satz  scheint  jedoch  noch  nicht  bekannt  zu  sein. 

Für  p = 1 und  Z = p — 1 ergiebt  sich  speziell  aus  (9) 

(mod.  p), 

also  der  Fermatsche  Satz.  Für  p ==  1,  Z = p — 2,  a,  = 1 folgt: 
l = Cp_*(l)  = (-  1)p-2^p_2(2,  3,  --vp-  l)  = -(p-l)!(mod.  p), 
also  der  Wilsonsche  Satz. 

Endlich  möchte  ich  noch  eine  andere  Reihe  von  Relationen  an- 
geben, welche  zwischen  den  symmetrischen  Funktionen  der  beiden  Sy- 
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steme  • • •,  O4,)  und  • • •,  hy)  bestehen.  Entwickelt  man  nämlich  auch 


den  Quotienten  nach  fallenden  Potenzen  von  x.  so  erffiebt  sich 

genau  wie  in  (4)  die  Gleichung: 


wo  allgemein  Dt  die  Summe  aller  Kombinationen  zu  je  k mit  Wieder- 
holung der  Elemente  • • •,  hy)  bedeutet,  und  durch  Multiplikation  jener 
beiden  Gleichungen  folgt  weiter: 

V ^ 1 4.  _i _J 

und  durch  Koeffizienten  Vergleichung  erhält  man  somit  den  Satz: 

Teilt  man  die  Zahlen  (1,  2,  •••,  p — 1)  irgendwie  in  die  beiden 
Gruppen  (a^,  •••,  a,,)  und  •••,  hy\  und  sind  Ci{a^f-'-af,),  bzw.  “'jh,) 
die  Summen  aller  Combinationen  mit  Wiederholung  zu  je  i der  Ele- 
mente (rtj,  • • (if,)  bez.  (ftj,  • • •,  ht),  so  läfst  jede  Summe: 


Ci  -4-  C'j _ 1 Dj  -f-  -f-  • • • -}-  Dl 


durch  p geteilt  den  Rest  Eins  oder  Null,  je  nachdem  l durch  p — 1 
teilbar  ist,  oder  nicht. 

Aus  diesen  Kongruenzen  kann  man  in  bekannter  Art  die  Funk- 
tionen Di  durch  die  Summen  Cj,  C\,  • • • ausdrücken.  — Ganz  analoge  Re- 
lationen gelten  für  die  elementaren  symmetrischen  Funktionen: 


■^1»  -^27  ’ " ’t  ^Jid  ' * V 

jener  Elemente  nur  mit  dem  Unterschiede,  dals  die  entsprechend  ge- 
bildeten Summen: 

~h  -Al  — 1 Dl  -j-  ‘ -j-  Al  Bl  — 1 -j-  Dl 

zwar  auch  für  / = 1,  2,  • • — 2 durch  j)  teilbar  sind,  aber  für  1 = 0 

(modulo  (j)  — 1))  durch  p geteilt  den  Rest  (—  1)  lassen.  Diese  Rela- 
tionen ergeben  sich  unmittelbar  aus  der  Kongruenz 

9) (a;) ^ (x)  = xP~^  — 1 (inod.  p) 

durch  Koeffizientenvergleichung. 


Berlin,  den  24.  Februar  1901. 
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Principes  de  66om6trografle  on  Art  des  constmctions 

göomötriques; 

Par  M.  E.  Lemoine  ä Paris. 

(Saite.) 

Quelques  exemples. 

Je  veus  seulement  doner  cinq  constmctions  geometrografiques  come 
eiemples  tres  simples  de  traces,  en  montrant  ä leur  propos  la  fa9on  de 
chercher  a reduire  le  simbole.  II  est  d’ailleurs  evident  que  tont  trace 
geometrografique  doit  etre  precede  d’im  croquis  somaire  sur  lequel  on 
etudie  les  constmctions  pour  chercher  les  simplifications,  s’il  y en  a, 
et  l’ordre  dans  lequel  doivent  s’executer  les  constmctions  — qui 
nest  pas  toujours  celui  oü  ^les  se  presentent  dans  la  solution  — 
pour  remplacer  souvent  les  constmctions  geometrografiques  auxiliaires 
par  d’autres  non  geometrografiques  mais  qui,  en  se  servant  des  lignes 
deja  tracees  sur  Tepure,  seraient  plus  simples,  etc. 

XXII.  Placer  les  deus  somets  inconus  d’une  elipse  dont 
on  conait  un  axe  ÄÄ'  et  un  point  M.  Suposons  que  ce  soit  le 
grand  axe  ÄA'  — 2a  qui  soit  done;  il  faut  placer  les  extrdmites  B et  B' 
du  petit  axe  BB'  = 2 h.  C^te  constmction  est  excessivement  simple, 
et  Ton  n’a  que  l’embaras  du  chois  des  procedes  pour  l’executer. 
Si  l’on  remarque  le  teor^me  suivant:  Lorsqu’une  droite  ßß'  de 
longueur  constante  a — b o,  ses  deus  extremites  ß et  ß'  sur  deus 
droites  rectangulaires  ox,  oy  et  que  l’on  prend  sur  Me  un  point  M 

tel  que  ß' M = a {ß' M — ßM  ~ ß' ß ~ a — h),  le  lieu  de  M est  une 
Mipse  qui  a son  grand  axe  AA'  — 2a  sur  ox,  son  petit  axe  BB'  = 2b 
sur  oy  et  son  centre  en  o,  on  voit  que  ce  teoreme  relie  imm^diate- 
ment  les  axes  et  la  position  dun  point,  il  y a donc  grande  chance 
pour  que  Ton  en  deduise  la  constmction  geometrografique. 

(Construction  geometrografique.)  Je  trace  la  perpendiculaire 
oy  au  milieu  o de  AA'  {2B^ B.^ 2C^ 2C^,  je  trace  M{A6) 
(3Ci  -f-  Cj)  qui  coupe  oy  en  ß'  de  l’autre  cote  de  AA'  que  ilf,  je 
trace  Mß'  (2Bj^  + J?j)  qui  coupe  oA  en  ß,  Mß  est  la  longueur  du 

21* 
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petit  axe,  je  trace  o (M ß)  C^)  les  points  B et  B'  sont  placw 

sur  oy  op.:  (4 JRj  + 2i?3  + 8(71  + 4(73)  S.:  18;  E.:  12;  2 droites;  4 cercles. 
On  aurait  iine  construction  identique  en  utilisaut  le  teoreme:  si 

ß'ß  = a h,  et  que  ß' M = a,  on  a Mß  ==  h etc.  On  peut  comparer  ce 
siinbole  avec  celui  de  constructions  deduites  d’autres  Solutions  geonietriques 
evidentes.  Par  exemple:  en  decrivant  la  circonference  sur  ÄA'  come 
diametre,  en  joignant  le  point  B^  oil  la  perpendiculaire  au  milieu  de 
-4^1'  coupe  cete  circonference  au  point  oü  la  perpendiculaire  abaissw 
de  M sur  ÄA'  coupe  cete  circonference  du  meme  cote  de  AA'  qae 
B^]  puis  le  point  y oü  B^M^  coupe  AA'  au  point  M;  My  coupe  oB^ 
en  Bf  pour  placer  B'  il  faudrait  encore  decrire  o{oB).  On  trouverait 
un  co^ficient  de  simplicite  28.  Ou  encore:  en  apelant  l,  m les  coor- 
donees  de  M par  raport  ü oXj  oy  on  deduit  de  l’equation  de  l’flipse 


l)  — ^ on  construirait  la  moyene  proportionele  X entre  a et  ;w, 

puis  ya^—l^=y,f  puis  la  troisieme  proportionale  — et  enfin  o placerait 


B et  jÖ';  c’est  evidemment  encore  beaucoup  moins  simple  a tracer. 

Remarque.  Les enonces geometriques doivent toujours etre precis, 
mais  les  enonces  qui  ont  a etre  traduits  geometrografiquement  par  une 
construction,  doivent  etre  precis  encore  d’une  autre  maniere,  en  spwi- 
fiant  tout  ce  qui  doit  etre  construit  et  rien  que  cela,  afin  que  Ton 
puisse  comparer  entre  eus,  sans  les  modifier,  les  simboles  corespondant  ä ime 
meme  question.  Ainsi:  Trouver  la  longueur  du  cote  d’un  triangle  equilateral 
inscrit  dans  un  cercle  done  et  tracer  le  triangle  equilateral  inscrit  dans  un 
cercle  done  sont,  pour  le  geometre,  deus  questions  tout  ä fait  equi valentes; 
en  geometrografie  la  premiere  a pour  coeficient  de  simplicite  6 et  la 
seconde  15.  De  meme  la  question  que  nous  venons  de  traiter  n’est  pas  la 
meme  pour  le  resultat  geometrogratique  que  cele-ci:  Trouver  la  lon- 
gueur d’un  axe  d’une  elipse  conaissant  l’autre  axe  et  un  point 
II  faudrait  ari ver  a tracer  Mß'  come  precedemment  (4 2 Rj+  4 (7^ + 3 C^), 
puis  tracer  31  (Mß)  (2C\  + C^)  qui  placerait  3£'  sur  Mß  de  l’autre  cote 
de  31  que  /3,  et  ß3I'  serait  la  reponse  avec  16  de  simplicite;  si  c’etait 
le  I axe  qu’on  avait  a construire,  l’enonce  devrait  specifier  ^ axe  et  la 
reponse  31  ß,  obtenue  par  le  trace  de  31  ß',  n’aurait  plus  que  13  come 
coeficient  de  simplicite. 

XXIII.  Tracer  la  bissectrice  de  l’angle  de  deus  droites 
AB,  CD  que  l’on  ne  peut  prolonger  jusqu’a  leur  rencontre. 

Cete  question  qui  se  presente  frequemment  dans  les  aplications,  se 
trouve  traitee  dans  presque  tous  les  livres  classiques;  le  proc^de  que 
l’on  done  ordinairenient  pour  le  trace,  est  le  suivaut.  On  mene  une 
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perpendiculaire  quelconque  EP  sur  AB  et  ime  perpendiculaire  quel- 
conque  FQ  sur  CD,  E etant  sur  AB,  F sur  CD.  Sur  ces  perpen- 
dicuiaires,  dans  le  sens  convenable,  on  prend  deus  longueurs  dgales 
FH  et  EG\  puis,  par  H,  on  mene  une  parallele  k CD,  et,  par  G,  une 
parallele  ä AB'^  le  point  de  rencontre  M de  ces  deus  lignes  est  un  point 
de  la  bissectrice  cherchee;  on  repete  la  meme  construction  pour  obtenir 
un  aiitre  point  M'  de  c^te  bissectrice,  il  n’y  a plus  qu’ä  tracer  MM'‘ 
quelquefois,  come  dans  le  traite  de  MM.  Rouche  et  de  Comberousse 
par  exemple,  au  lieu  de  dire:  on  repete  la  meme  construction  etc. 
on  termine  ainsi:  En  prenant  deus  autres  longueurs  egales  sur  EP  et 
FQ,  on  obtiendrait  un  second  point  M'  de  la  bissectrice  et  il  ne  reste 
qu’ä  tracer  MM\  C’est  evidemment  preferable,  mais  lä  se  boment  les 
simplifications  essayees  et  on  va  voir  ce  qu’il  resterait  ä faire. 

Il  faut  remarquer  qu’il  ne  s’agit  pas,  dans  cet  exemple,  de  l’expose 
d’une  Solution,  mais  d’un  procede  de  tracej  on  y saisit  donc  sur  le 
vif  la  fa^on  dont  les  geometres  ont  traite  jusqu’ici  la  question  des 
traces  qui  est  pour  les  modernes  (Me  ne  l’etait  pas  chez  les  Grecs)  le 
bnt  final  de  la  geometrie. 

Executons  rigoureusement  cete  constniction,  en  ne  nous  servant  pas 
quand  il  y aurait  lieu,  des  traces  geometrografiques.  Trace  de^^Petdol^^ 
(4J?,  + 2i?j  -}-  4Cj  + 6 Cg);  pja^ons  H et  G (2  Cq  -f  2 Cg);  tra^ons 

par  G et  II  les  paralMes  qui  placent  Jlf  (4  -f  27^2  + lOC^  + ß Cg);  faisons 
les  memes  constructions  pour  avoir  M'  (87?^  + 4722-)-  16Cj-f-  2C2-I- 14 Cg); 
traijons  MM'  (272,  + 72.)  op.:  (1872,  + 9722  + 32C,  + 4C, -f  28Cg) 

(S.:  91;  E.:  54;  9 droites,  28  cercles). 

En  prenant  la  seconde  indication  qui  evite  le  trace  inutile  de  deus 
nouvMes  perpendiculaires  ä ^7?  et  ä CD,  le  simbole  serait  de  73 
seulemcnt. 

La  geometrografie  pousse  plus  loin  la  rechercbc  et  se  propose  come 
nouveau  but  de  trouver  la  construction  la  plus  simple  en  ne  chan- 
geant pas,  d’abord,  le  principe  de  la  solution;  ici  ce  principe  est  de  tracer 
2 couples  de  droites  equidistantes  de  AB  et  de  CT),  les  couples  deter- 
minant  Tun  M,  l’autre  3/';  on  peut  y ariver  de  diverses  fa9ons  plus 
simples  que  le  procede  que  nous  venons  d’analiser;  celui  qui  dono  lieu 
au  simbole  le  plus  reduit  me  parait  etre  le  suivant:  tracer  les  deus 
fcrcles  E{q),  F{q),  E et  F Mant  respectivement  sur  AB  et  sur  CD 
(2C, -f  2Cg),  E(q)  coupant  AB  en  A et  72,  F{q^  coupant  CD  en  C 
H Z);  tracer  ^(p');  ^{q')  (2C,  + 2Cg)  qui  coupent  E{q)  en 
<lu  meme  cote  de  AB  dans  l’interieur  de  l’angle;  tracer  C (9 
ß(p')(2C,  -f  2Cg)  qui  coupent  F (q)  en  qp  et  du  tneiue. 
cote  de  CD  dans  l’interieur  de  l’angle;  peudant  que  la  pomt© 
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en  Dj  tracer  D{q")  {C^)  qui  determine  gjj  sur  F(q),  puis  C(p") 
(C\  + 63)  qui  determine  sur  F(q),  tracer  ä(q”),  B(q")  (2C\-\-2C\) 
qui  placent  €^,  sur  F{q).  Tracer  ££\  (p(p'  (4iij  + qui  placent 
M,  £i£,',  (Pifp'i  (4i^i  H"  2i?3)  qui  placent  J/';  enfin  tracer  MM’ 
(2Jfi  + i?3)  op.:  (102?i  + 5J^s+7C;  + 2C3+10C^);  S.:  34;  E.:  19; 
5 droites,  10  cercles. 

Enfin  come  but  final,  la  geometrografie  se  propose  de  changer  s’il 
y a lieu  le  principe  de  la  solution  et  d’ariver  a celui  qui  done  le  trace 
le  plus  simple.  Apres  divers  essais  voici  la  solution  que  nous  croyons 
la  meilleure.  Tracer  une  paralele  AE  a CD  par  le  point  yl;  une  per- 
pendiculaire  a la  bissectrice  de  BAE  coupera  CD  en  Z>,  BA  en  B et 
la  perpendiculaire  au  milieu  de  2?Z)  sera  la  droite  chercbee.  On  realise 
cela,  au  mieus,  come  il  suit; 

(Construction  geometrografique.)  — C etant  un  point  arbi- 
traire  de  CD,  je  trace  C{q)  (C2+  C3)  qui  coupe  CD  en  Dy  AB  en  A. 
Je  trace  ^ (p)  (C'^  + Cg)  qui  coupe  AB  en  B.  Les  sens  de  CD  et  de 
AB  etant  ceus  de  points  qui  s’eloigneraient  du  somet  de  l’angle  done'. 
Je  trace  D{g)  (6\+  63)  qui  coupe  vl(p)  en  E.  Je  trace  BE(2B^-\- 
qui  coupe  CD  en  D\  Come  la  figure  AE  CD  serait  un  losauge, 
AE  serait  paralele  a CD,  EAB  serait  isocele,  ainsi  que  BOD'  {0  etant 
le  somet,  hors  de  l’epure,  de  BOD).  Je  trace  done  la  perpendiculaire 
au  milieu  de  BD'  i^2B^  -j-  -f  2(7,  + 263);  c’est  la  droite  chercbee; 
op.:  (42?i  + 2 4- 4C\  + C'g 4* ÖC3);  S.:  16;  E.:  9;  2 droites,  5 cercles. 

Si  ABy  CD  sont  paraleles,  la  solution  est  illusoire,  il  faut  tracer 
la  droite  egalement  distante  de  deus  droites  paraleles  ABy  CD.  En  voici 
le  trace  geometrografique.  Je  trace  A (p)  (Q  4-  C^)  qui  coupe  CD  en 
C et  en  i>;  au  moyen  des  2 cercles  (7(p),  D(q)  (2(7, 4-  2C3)  je  trace  la  per- 
pendiculaire au  milieu  A'  de  CD  (2B^  -f-  B^.  Je  trace  -.4'(p)  (Cj-j-Cj) 
qui  coupe  -4  (p)  en  2 points  qui  donent  la  droite  chercbee  .(2  Ji,  4- 
op.:  (4JR,  -f  2B^  + 3(7,  -f  Q 4-  4Cg);  S.:  14;  E.:  8;  2 droites,  4 cercles. 

XXIV.  Trouver  deus  longueurs  conaissant  leur  some  BC 
et  leur  moyene  proportionale  Z*. 

(Construction  habituele.)  — Sur  BC  come  diametre  je  decris 
une  circonference  (2/Z,  -f  iZo  4-  4C,  4-  3 (7g),  je  trace  la  langen te  en  B 
(Construction  classique  XV,  p.  105)  (6/Z,4-  3/?2  4-  C,4-  C'3)  sur  laquele  je 
prends  BD  — I (3(7,  4-  C'a)?  par  D je  trace  une  paralele  k BC  (con- 
struction classique  fran^aiseXII,  p.  104)  (2jR,-f  iZj-j-  5C,-|-  36g)  qui  coupe 
le  cercle  en  E et  E']  j’abaisse  de  E la  perpendiculaire  EF  sur  BC 
(2/Z,  -f  /Zg  4-  3C’,  4-  3Cy,  BF  et  FC  sont  les  longueurs  cherchees;  op  : 
(12 /Z,  4-  O/Zg  4-  16(7,  4-  11  (’s);  S.:  55;  E.:  28;  6 droites,  11  cercles. 

Si  nous  examinons  la  construction,  nous  voyons  que  le  trace  de 
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la  tangente  en  B est  inutile,  car,  pour  tracer  le  cercle  decrit  sur 
BC  come  diametre  nous  avons  eleve  une  perpendiculaire  au  milieu  0 
de  BC,  uoiis  pouvons  porter  en  OD'  \&  longueur  l sur  cete  perpendiculaire, 
ou  bien  si  nous  tra^ons  cete  tangente  il  est  inutiJe  d’abaisser  de  E 
ime  perpendiculaire  sur  BC  puisque  les  2 longueurs  cherchees  sont 
DE  et  DE']  mais  il  vaiit  mieus  ne  pas  tracer  cete  tangente  et  con- 
duire  geometrografiquement  ainsi  la  construction:  Sur  BC  come 
diametre  je  decris  un  cercle  {2  B^  -f  + dOj  + ^C\)  de  centre  0]  sur 
la  perpendiculaire  k BC  menee  par  0 je  prends  OD'  = l (3C\  + Q); 
par  D’  je  trace  une  paraleie  k BC  (Construction  XII,  2**“®  geometro- 
grafique)  (2  B^-\- B^-{- 4C^-{-2C^)  qui  coupe  le  cercle  en  E]  je  reporte 
D'Een  OF  sur  BC{3C^-{- C,)]  op.:  (4i?^  + 2i^,+ 14Ci+ 7(,y  S.:  27; 
E.:  18;  2 droites,  7 cercles. 

Nous  pouvons  aler  plus  loin  dans  la  simplification  eh  montrant 
un  autre  procede  de  la  geometrografie  qui  est  de  voir  directement 
sur  le  trace  lui-meme  des  relations  qui  le  simplifient;  ainsi  le 
resultat  final  consiste  ä placer  F,  or  si  nous  examinons  la  figure 
OD'EF  c’est  un  rectangle  dans  lequel  D'F  — OD'=  OB,  donc  le  trace 
du  cercle  decrit  sur  BC  come  diametre,  celui  de  la  paralele  D' E a BC, 
tout  cela  est  inutile,  il  sufit  de  placer  D'  et  de  decrire  D'  (OB)  qui 
coupe  BC  cn  F.  On  a alors  la  construction  suivante. 

(Construction  geometrografique.)  Je  trace  la  perpendiculaire 
au  milieu  0 de  BC  (2JR,  + 7?,  -f  + 263);  je  prends  sur  eie  OD'  — I 
(3Cj  + Cj);  je  trace  D' (^OB)  (2C\  + C'3)  en  ayant  cu  soin  pour  gagner 
un  C,  de  prendre  OB  dans  le  compas  pendant  que  sa  pointe  etait 
en  0 pour  placer  D':  op.:  (2 7?^ -f + 7 -|- 4^^;  S.:  14;  E.:  0; 

1 (Iroite,  4 cercles, 

Si  l’oD  pose  BC  — a,  le  probleme  que  nous  venons  de  resoudre 

traduit  l’equatiou  x*  — «jp  -f  C d’oü  a:  ==  | + ~ 

struction  geometrografique  que  nous  venons  d’exposer  se  deduirait 

inunediatement  aussi  de  cete  valeur  de  x,  puisque  OB  = ” et  qu’il 

faut  y ajouter  et  en  retrancher  Vf  — P,  c’est  ä dire  OF,  pour  avoir 

les  2 longueurs  qui  donent  la  reponse. 

D est  assez  rare  d’ailleurs  que,  dans  une  question,  ce  soit  la  Solu- 
tion algebrique  qui  done  immediatement  la  construction  geometrografique. 

XXV.  Trouver  deus  longueurs  conaissant  leur  diference 
BC  et  leur  moyene  proportionale  P. 

(Construction  habituele.)  Sur  BC  come  diametre  on  decrit 
un  cercle,  en  B on  fleve  une  perpendiculaire  AD  — I k BC,  on  joint 
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D au  centre  0 du  cercle,  lequel  est  coupe  par  OD  en  E ei  F.  Les 
deus  longueurs  cherchees  sont  DEj  BF.  Cete  construction,  men^ 
geometrografiquement,  a pour  simbole  op.:  (67?i  -f  3jRj  4-  9Ci  + 6C5); 
S.:  24;  E.:  15;  3 droites,  6 cercles. 

(Construction  geometrografique.)  — Je  trace  une  perpen- 
diculaire  sur  le  milieu  0 de  C (2  + -Rj  + 2 Cj  -f  2 et  je  prends 

sur  eie  OG  — Z (3Cj  -f  O3);  je  trace  C (OG)  (20^  + Gj)  qui  coupe  BQ 
en  H et  en  //',  OH  et  OH'  sont  les  deus  longueurs  cherchees.  op.: 
(21?|  -f  "h  ^ d"  ^^3)5  S-*  9;  1 droite,  4 cercles. 

XXVI.  Construire  la  moyene  geometrique  entre  deus 
droites  placees  OA,  0.B  (Construction  geometrografique). — 
Ce  Probleme  qui  consiste  ä porter  sur  la  bissectrice  de  l’angle  BOA 
une  longueur  egale  a la  moybne  proportion^e  entre  OA  et  OB  Qe  pre- 
sente souvent  dans  les  aplications  et  on  en  a done  de  nombreuses 
Solutions,  nous  mentionons  ici  seulement  cele  qui  nous  a amene  ä la 
construction  geometrografique. 

(Construction  geometrografique). — OA  etant  la  plus  petite 
des  longueurs  OAj  OB  tra9ons  0 {OB)  (26j  -|-  C3)  qui  coupe  OA  en 
C dans  le  sens  OAj  puis  sans  deranger  l’ecartement  des  branches  du 
corapas,  en  nous  servant  de  ce  cercle,  tra^ons  la  bissectrice  de  l’angle 
A0B{2B^  -f  -f  2Gi  -f  2G3);  tra^ons  A{OB)  (G^  -f  G3)  qui  coupe  OA 
en  B au  delä  de  0 dans  le  sens  A 0;  tra^ons  B(OB)  (Gj  + C\)  qui  coupe 
en  E le  cercle  C{OB)  dejä  trace.  En  se  reportant  a la  construction 
geometrografique  XX  on  voit  que  OE  est  la  moyene  proportionele 
entre  0.4  et  BA  ou  OB.  Tra9ons  0{0E)  (2Gj  -f  Gj)  qui  coupe  la 
bissectrice  de  AOB  en  y dans  Tangle  AOB,  et  en  y';  y est  le  point 
cherche,  y'  corespond  a la  moyene  geometrique  entre  0.4  et  — OB. 
Op.:  (2JRj  4-  + SGj  + 6G3);  S.:  17;  R.:  10;  1 droite,  6 cercles. 


Simboles  de  divers  instruments  soit  pratiques,  soit  iddaus. 

La  Geometrografie  canonique  est  edifiee  ä l’aide  des  seuls  simboles 
que  nous  avons  consideres,  mais  son  essence  speculative  a permis  ce- 
pendant  a la  pratique  du  tracd  de  profiter  de  ses  enseignements,  de 
Sorte  qu’il  est  tout  naturel  d’etendre  la  mdtode  qu’Me  indique,  ä tous 
les  cas  de  cete  pratique.  D’ailleurs,  meme  dans  les  principes  que  nous 
avons  exposes,  nous  n’avons  pas  perdu  de  vue  son  utilite  concrete;  par 
exemple,  dans  le  cas  suivant:  En  ne  considerant  que  son  cote  specu- 
latif  nous  avons  pris  les  deus  simboles  diferents  Gj  et  Gj  parce  qu’il 
est  speciüativement  tout  a fait  diferent  de  metre  une  pointe  en  un 
point  place  ou  de  la  m^tre  en  un  point  indetermine  d’une  ligne  tracee 
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et  que  si,  au  point  de  Tue  pratique,  ces  simboles  eussent  pu  etre  reunis  en 
la  distinction  n’ofre  cependant  aucun  inconvenient.  C’est  encore  sur  le 
cote  speculatif  que  nous  nous  somes  apuye  pour  admetre  qu’il  n’y  avait 
a employer  qu’un  seul  simbole  pour  raetre  une  pointe  en  un  point 
place,  que  l’autre  pointe  soit  libre  ou  qu’ele  soit  ddjä  placee  en  un  autre 
point;  de  sorte  que  tracer  successivement  les  deus  cercles  0(0 A)j  0(0B)  est 
compte  (2  Cj  + C3)  pour  0(0 A)  plus  (C^  + C3)  pour  0(0B\  ce  qui,  du  reste, 
est  fait  en  pratique  si  Ton  ne  souleve  pas  de  0,  la  pointe  quand  on 
a trace  le  premier  cercle.  Speculativement,  nous  devrions  de  meme 
compter  (3ü?j  -f  2J?^)  pour  tracer  successivement  les  deus  droites 
OAj  0B\  mais  come,  en  pratique,  il  est  absolument  impossible  de  main- 
tenir  le  bord  de  la  regle  en  0 quand,  apres  avoir  trace  OA^  on  la  de- 
place  pour  tracer  Oi?,  nous  serions  conduits  a une  Convention  absurde 
et,  c est  en  nous  apuyant  sur  le  cote  pratique  cete  fois,  que  nous  comp- 
tons  (42?i  -f  2i?j)  pour  tracer  OA,  OB  exactement  come  pour  tracer 
OA,  O'B. 

Les  traces  pratiques  derivant  de  la  geometrie  canonique  s’efectuent 
soavent  en  employant  Tequ^e  pour  mener  des  paraleles  ou  des  per- 
pendiculaires  a des  droites  donees,  dissimulant  ainsi  Tintervention  neces- 
saire,  speculativement,  du  cercle  dans  ces  operations.  Tout  ce  qui  est 
necessaire  ä Taplication  de  la  metode  geometrografique  a l’equere  sera 
dit  quand  nous  aurons  done  les  simboles  relatifs  a l’dquere  et  que  nous 
les  aurons  apliques  ä etablir  le  simbole  des  deus  seules  constructions 
speciales  qu’ele  permet  d’executer. 

Les  operations  et  (i?j)  de  la  regle  conservent  le  meme  nom 
quand  eles  sont  faites  avec  l’equere;  cependant,  mais  uniquement  pour 
raontrer  a vue  du  simbole  final  d’une  construction,  quel  y a ete  ä peu 
prM  le  röle  de  l’equ^re,  nous  accentuons  (J^i)  et  ecrivons  (-Ri);  nous 
accentuons  alors  aussi  le  (iJj)  de  la  regle  quand  il  va  servir  i mm e diä- 
tem ent  a une  Operation  faite  avec  l’equere;  ces  specifications  sont 
d’ailleurs  d’importance  tres  secondaire,  L’equere  etant  apuyee  sur  la 
regle,  nous  apelons  (E)  l’operation  qui  consiste  a faire  glisser  l’equere 
sur  la  regle  jusqu’ä  ce  que  le  bord  de  l’equere  le  long  duquel  on 
doit  -tracer  la  droite,  passe  par  un  point  place.  C’est,  en  definitive,  le 
seul  simbole  special  ä l’equere. 

Il  y a une  Operation  que  l’on  fait  souvent  avec  la  regle  ou  avec 
lequere  dans  les  traces  qui  admetent  ce  demier  instrument,  c’est:  metre 
le  bord  de  la  regle  ou  de  l’equere  en  coincidence  avec  une  droite  tracee, 
nous  Tassimilons  a faire  passer  im  bord  de  ces  instruments  par  deus 
points  places  et  nous  comptons  (27?i).  Cete  Operation  n’est  jamais 
faite  dans  la  Geometrografie  canonique. 
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Par  un  point  A tracer  une  paraleie  ä une  droite  J5C.  Seit 
(J  le  somet  de  l’angle  droit  de  l’equere,  r et  r'  les  extremites  de  l’ipote- 
Duse.  Je  place  0t  en  coincidence  avec  BC(2R^).  Je  plaque  la  regle 
sur  rr'  (cete  manoeuvre  na  pas  de  sirabole,  ce  n’est  pas  une  Ope- 
ration proprement  dite,  il  n’y  a pas  plus  de  raisons  pour  lui  en  doner 
un  que  d’en  doner  un  ä la  manoeuvre  qui  ecarte  ou  raproche  arbi- 
trairement  les  branches  du  compas,  ou  qui  pose  sa  pointe  n’importe  oö 
sur  l’epure);  je  fais  glisser  Tequere  sur  la  regle  jusqu’ä  ce  que  0t  passe 
en  A(E),  je  trace  la  droite  cherchee  le  long  de  0t  Op.: 

{2R[-\-  EA-  Simplicite:  4;  Exactitude:  3;  1 droite. 

Par  un  point  A tracer  une  perpendiculaire  ä BC, 

On  arive  ä un  simbole  identique  op. : (2R^  E -Rj)- 

Tracer  un  angle  droit. 

On  ne  peut  pratiquement  tracer  une  droite  le  long  de  0t  et  une 
droite  le  long  de  0t'  parce  que  le  somet  de  l’angle  droit  serait  fort 
mal  determine  ainsi;  on  evite  la  dificulte  en  plaquant  la  regle  contre 
rrj  en  tra^ant  0t  (R^),  puis  faisant  arbitrairement  glisser  l’equere 
le  long  de  la  regle  dans  le  sens  oü  err'  coupera  la  droite  öt  tracee,  enfin 
tra^ant  0t'  dans  sa  noiivele  position  (R3),  en  tout  op.:  (27?,).  Ce  trace  de 
simplicite  2 n’a  pas  de  coeficient  d’exactitude,  eie  ne  depend  que  de  cele 
de  l’equere.  Nous  renvoyons  pour  plus  de  details  sur  la  Geometro- 
grafie  des  constructions  avec  Tequere,  a nos  memoires  de  l’Association 
fran^aise  pour  l’Avancement  des  Sciences,  Congres  de  Caen  1894  (celui- 
ci  particulierement  pour  l’aplication  a la  Geometrie  descriptive),  ä notre 
travail  des  Recueils  „Scientia“,  au  memoire  du  Congres  deBologne  1899, 
Comparaison  geom  etrografique  etc. 

Si  Ton  se  sert  du  compas  de  proportion,  on  admetra  les  simboles 
ordinaires  du  compas  avec,  en  plus,  le  simbole  {G)  par  exemple  qui 
indiquera  la  mise  au  point  du  compas  de  proportion  pour  doner  la 
reduction  voulue. 

Monsieur  Hilbert  dans  un  admirable  memoire  publie  a propos  de 
l’inauguration  du  monument  de  Gauss  et  Weber  ä Göttingen  a iraa- 
gine  de  distinguer  des  autres,  ceus  des  problemes  de  la  Geometrie  canonique 
de  la  regle  et  du  compas  qui  peuvent  etre  construits  au  moyen  de  la 
regle  et  d’un  Instrument  ideal  qu’il  apMe  „Streckenübertrager“  et 
ne  conserverait  du  compas  que  la  propriete  de  prendre  la  longueur 
d’un  Segment  de  droite  et  de  la  transporter  sur  une  autre.  Pour  ana- 
liser  les  constructions  faites  avec  cet  instrument  on  n’a  qu’ä  adopter 
pour  designer  l’operation  qu’il  permet  le  simbole  (o)  representant 
(3Ci  C’3)  ou  {2C\  -f  C\  -f  Cg).  Le  simbole  general  d’une  construction 

faite  avec  le  Streckenübertrager  sera  donc  Op.:  {l^R^ l^R^  + sö\ 
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et  pour  revenir  au  simbole  de  la  geometrografie  canonique  ordinaire 
on  n’a  qu’a  y remplacer  ((»)  par  (3  + Cg)  ou  (2  C^  4-  Cj  + Cg). 

La  Geometrografie  est,  on  le  voit,  une  metode  generale  fort  large 
qui  n est  pas  forcement  bornee  au  simbolisme  que  nous  avons  adopte. 
Chacun  peut  meme  modifier  ä son  gre  les  conventions  proposees  generale- 
ment  une  fois  pour  toutes,  afin  que  les  geometres  puissent  se  com- 
prendre  dans  ce  domaine;  il  sufit  de  prevenir  de  la  modification  qu’on 
adopte  dans  l’exemple  que  Ton  traite.  Ainsi  il  est  convenu  que  le 
traceur  en  Geometrografie  n’a  qu’un  seul  compas,  mais  il  y a des  cas 
oü  la  construction  peut  se  simplifier  notablement  si  Ton  en  a plusieurs, 
ipar  exemple  lorsque  des  cercles  de  rayon  diferent  doivent  etre  alterna- 
tirement  traces  plusieurs  fois,  puisque  Temploi  d’autant  de  compas 
qu’il  y a de  rayons  eviterait  de  reprendre  la  longueur  du  rayon  entre 
les  brancbes).  Dans  ce  cas  on  peut  doner  le  simbole  reduit  en  prdve- 
nant  qu’il  exige  l’emploi  simultane  de  tant  de  compas. 

Il  resulte  des  etudes  precedentes  qu’il  y a deus  simplicites  tres  distinctes 
a considerer  dans  chaque  question  de  Geometrie:  1®  la  simplicite  de- 
ductive,  c’est  ä dire  la  simplicite  de  la  demonstration,  laseulequiaitete 
vraiment  consideree  jusqu’ici;  2®  la  simplicite  du  trace efectue.  Pour 
la  premiere  les  geometres  n’ont  rien  ii  modifier  a leurs  errements,  mais 
pour  la  seconde  tout  etait  ä faire.  Quand  un  geometre  disait:  voici 
une  construction  simple,  cela  voulait  dire:  simple  ä enoncer,  rien  de 
plus;  une  construction  plus  simple  qu’une  autre  etait  une  construction 
plus  simple  a faire  comprendre  et  a expliquer,  L’idee  geometrografique 
etait  si  peu  dans  le  courant  de  la  conaissance  que  nul  ne  s’ etait  arete  a 
etudier  un  trace  en  lui  meme  et  que  les  afirmations  les  plus  fausses  au  sujet 
des  constructions  etaient  faites  meme  dans  les  Elements  de  geometrie  oü 
les  constructions  sont  simples;  nous  en  avons  eite  quelques  exemples, 
par  exemple  la  construction  X,  et  l’apreciation  relative  des  sim- 
plicites des  3 constructions  classiques  de  la  moyene  proportionale  entre 
deus  droites  donees  etc.  S’il  en  etait  ainsi  dans  les  Elements,  a plus 
forte  raison,  entre  les  geometres,  le  mot  de  construction  simple 
n’avait  aucun  sens,  et  l’on  n’avait,  d’ailleurs,  point  de  critere  pour  lui  en 
doner  un.  La  construction  de  Bobillier  et  Gergonne,  pour  n’en  citer 
qu’un  exemple,  du  celebre  probleme  d’Apollonius  (cercle  tangent  ä 
3 cercles  dones)  etait  universHement  citee  come  la  plus  simple;  c’est  de 
beaucoup  la  plus  compliquee  de  celes  que  j’ai  examinees,  Le  sujet 
que  je  traite  est  donc  absolument  vierge  et  aucune  recberche  y tenant 
de  pres  ou  de  loin,  ne  l’a  encore  efleure  a ma  conaissance;  c’est  d’autant 
plus  singulier,  come  je  le  constatais  en  comen^ant  cet  article,  que  le 
Probleme  a ete  pose  pour  ainsi  dire  netement  par  l’iUustre  Steiner, 
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qui  a explore  tous  les  domaines  de  la  geometrie,  dans  un  passage  que 
je  vais  citer,  mais  la  tradition  de  pure  logique  des  Grecs,  ipnotisait 
jusqu’aus  modernes  heritiers  de  leur  metode  et  persone  n’avait  remarqne 
ce  passage  pour  ce  qu’il  valait;  c’est  M.  L.  Gerard,  professeur  au  Lycee 
Charlemagne  ä Paris  qui  me  l’a  signale,  il  y a trois  ans  enyiron. 

,,Es  scheint,  dafs  man  im  allgemeinen  bis  jetzt  noch  zu  wenig 
Sorgfalt  auf  die  geometrischen  Construktionen  verwendet  habe.  Die  her- 
gebrachte von  den  Alten  uns  überlieferte  Weise,  wonach  man  nämlich  Auf- 
gaben als  gelöst  betrachtet,  sobald  nachgewiesen  worden,  durch  welche 
Mittel  sie  sich  auf  andere  vorher  betrachtete  zurückführen  lassen,  ist 
der  richtigen  Beurteilung  dessen,  was  ihre  vollständige  Lösung  erheischt, 
sehr  hinderlich.  So  geschieht  es  denn  auch,  dafs  auf  diese  Weise 
häufig  Construktionen  angegeben  werden,  die;  wenn  man  in  die  Not- 
wendigkeit versetzt  wäre,  alles,  w'as  sie  einschliefsen , wirklich  und 
genau  auszuführen,  bald  aufgegeben  würden,  indem  man  dadurch  sich 
gewifs  bald  überzeugen  müfste,  dafs  es  eine  ganz  andere  Sache  sei,  die 
Construktionen  in  der  That,  d.  h.  mit  den  Instrumenten  in  der  Hand, 
oder,  um  mich  des  Ausdruckes  zu  bedienen,  blofs  mittelst  der  Zunge 
auszuführen.  Es  läfst  sich  gar  leicht  sagen:  ich  thue  das,  und  dann 
das,  und  dann  jenes;  allein  die  Schwierigkeit,  und  man  kann  in  ge- 
wissen Fällen  sagen,  die  Unmöglichkeit,  Construktionen,  welche  in 
einem  hohen  Grade  zusammengesetzt  sind,  wirklich  zu  vollenden,  ver- 
langt, dafs  man  bei  einer  vorgelegten  Aufgabe  genau  erwäge,  welches 
von  den  verschiedenen  Verfahren  bei  der  gänzlichen  Ausführung  das 
einfachste,  oder  welches  unter  besonderen  Umständen  das  zweckmäfsigste 
sei,  und  wieviel  von  dem,  was  die  Zunge  etwas  leichtfertig  ausführt, 
zu  umgehen  sei,  wenn  es  darauf  ankommt,  alle  überflüssige  Mühe  zu 
sparen,  oder  die  gröfste  Genauigkeit  zu  erreichen,  oder  den  Plan  (das 
Papier),  worauf  gezeichnet  wird,  möglichst  zu  schonen,  u.  s.  w.  Es 
käme  also  mit  einem  Worte  darauf  an:  „zu  untersuchen,  auf  welche 
Weise  jede  geometrische  Aufgabe  theoretisch  oder  praktisch 
am  einfachsten,  genauesten  oder  sichersten  construirt  werden 
könne,  und  zwar  1)  welches  im  allgemeinen,  2)  welches  hei 
beschränkten  Hülfsmitteln  und  3)  welches  bei  obwaltenden 
Hindernissen  das  zweckmäfsigste  Verfahren  sei"  (Steiner, 
Ges.  W.  I,  509,  510). 

C’est  le  programe  complet  de  la  Geometrografie  et  je  suis  charme 
que  le  profond  geometre  me  l’ait  laisse  ä remplir. 

H y a des  questions  qui  n’ont  pas  de  Solutions  geometrografiques 
generales,  ce  sont  celes  dans  lesqueles  s’introduit  l’idee  de  norahre, 
de  fayon  ä faire  dependre  la  solution,  d’un  probleme  d’aritmologie 
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non  encore  resolu.  Par  exemple.  Construire  (avec  le  compas  et la regle) 
une  longueur  nl,  l etant  une  longueur  don^e  et  n un  nombre 
entier.  On  peiit  cbercher  une  construction  geomdtrografique  pour 
ciiaque  valeur  particuli^re  de  w,  mais  non  une  metode  s’apliquant  quel  que 
soit  n.  La  solution  dependrait  de  cete  question  posee  par  M.  le  Pro- 
fesseur  Dellac  et  qui  ne  parait  pas  resoluble  dans  l’etat  actuel  de  la 
Science  des  noinbres:  Quel  est  le  nombre  minimum  de  multipli- 
cations  necessaires  pour  dlever  un  nombre  ^ u la  puissance 
w?  Cete  question  generale  de  geometrografie  a eu  pour  moi  une  im- 
portance  capitale  car,  a cause  d’ele,  j ai  ete  bien  pres,  au  nioment  oü 
l’id^  de  la  Geometrografie  m’etait  venue,  de  n’en  point  poursuivre 
letnde;  le  probleme  de  la  multiplication  d’une  longueur  s’etait  natu- 
relement  pose  des  le  debut  et,  ne  pouvant  le  resoudre,  j’avais  dte  tente 
Je  conclure  que  mon  idee  ne  pouvait  avoir  de  portee  et  de  m’en  tenir 
la,  avant  d’avoir  reflechi  ä l’ordre  exceptionel  des  dificultes  qu’il  presentait. 

Je  veus  encore  dire  quelques  mots  au  sujet  de  la  facilite  d’in- 
troduire  la  Geometrografie  dans  l’enseignement  meme  tres  elementaire. 
Je  ne  suis  point  professeur  et  je  ne  puis  parier  que  d’apres  l’experience 
des  autres,  mais  il  parait  qu’en  l’introduisant  par  la  definition  des 
simboles  en  meme  temps  que  Ton  dessine  les  droites  et  les  cercles 
du  Premier  trace  que  le  professeur  explique,  eie  entre  immediatement 
dans  l’esprit  des  ^eves,  qu’ils  s’amusent  a la  recherche  de  simboles 
plus  simples  que  ceus  trouves  par  leurs  camarades,  etc.  Un  professeur 
a ajoute,  en  m’ecrivant,  qu’un  de  ses  eleves  qui  paraissait  tout  ä fait 
rebMe  ä la  Geometrie,  s’etait  interesse  ä son  etude  par  cäte  voie  et 
qn’il  etait  devenu  Tun  des  meilleurs  de  sa  classe;  il  estimait  aussi, 
qu’aucun  exercice  n’est  preferable  pour  developer  sans  fatigue  l’esprit 
de  remarque,  le  goüt  de  recherche  des  comen9ants,  pour  leur  aprendre 
a goüter  le  plaisir  de  trouver  quelque  chose,  que  les  problemes  de 
Geometrografie  qui  se  posent  avec  chaque  construction. 


Quelques  constructions  gdomdtrograflques  soit  canoniques,  soit 
avec  rdquöre,  A recheroher  come  exercice. 

Le  nombre  qui  est  a la  fin  de  l’enoncd  designe  le  coeficient  de  sim- 
plicite  de  la  construction  canonique  de  ce  probleme  que  je  regarde  come  la 
construction  geometrografique,  jusqu’a  ce  que  l’on  en  ait  trouve  une  plus 
simple,  s’il  y en  a,  ce  qui  est  tres  possible,  au  moins  pour  quelques  unes. 

1.  ^tant  done  un  triangle  ABC  et  un  point  M de  son  plan,  mener 
les  deus  transversales  reciproques  passant  par  ce  point.  — 43. 

1)  Je  rapole  que  deus  transversales  ri^ciproques  coupent  les  cotds  d’un  triangle 
eu  des  points  simdtriques  par  raport  aus  milieus  de  ces  cotes. 
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2.  Etant  done  un  triangle  ABC  trouver  une  longiieur  egale  a 

Ö — r ou  ä da  — B,r, sont  les  rayons  des  cercles 

circonscrit,  inscrit  et  exinscrit  tangents  ä BC.  — 31. 

3.  Etant  done  un  triangle  ABC  trouver  une  longueur  dont  le  carre' 

soit  + CA^  + — 10. 

4.  Etant  donees  3 lignes  l,  m,  n,  trouver  une  ligue  dont  le  carre  soit 
P + nr  + n\  — 24. 

5.  Placer  dans  un  triangle  ABC  \e  point  dont  les  coordonees  normales 

sont  c*  — a^y  a*  — Ir.  — 38. 

6.  Les  longueurs  a,  a\  b,  h',  c,  c etant  donees,  trouver  des  longueurs 

X ei  y teles  que  Ton  ait:  ax  + hy  = c*,  a x -f-  h' y — — 64. 

7.  Etant  donee  une  parabole  par  deus  tangentes  TA,  TB  et  par  les 
points  de  contact  A et  B placer  le  foyer.  — 18. 

8.  Placer  sur  une  droite  tracee  et  dont  les  points  ^ et  jB  sont  places. 
le  point  M de  fa^on  que  Ton  ait:  MA^  — MB-  = P,  l etant  une 
longueur  donee.  — 18. 

9.  Placer  le  centre  de  gravite  du  perimetre  d’un  triangle  ABC.  — 23. 

10.  On  done  deus  couples  de  droites:  l'^  AB,  A'B',  soit  M leur  point 
de  concours,  2®  AC,  A'C',  soit  N leur  point  de  concours,  tracer 
MN  en  suposant  que  les  points  31  et  N sont  hors  de  la  feuille 
de  dessin.  — 23. 

11.  On  done  deus  droites  AB,  A'B'  qui  se  rencontrent  en  un  point  M 
hors  de  l’epure,  tracer  par  31  la  paralele  ä une  direction  AC.  — 29. 

12.  On  demande  de  tracer  par  raport  aus  deus  axes  coordones  ox,  ov, 
le  faisceau  des  deus  droites  repr^sentees  par  Tequation  ojP 
+ hxy  + cy^  = 0;  a,b,c  sont  des  longueurs  donees  en  grandeur  et 
en  signe,  a etant  regarde  come  positif. 

13.  Trouver  l’angle  x done  par  la  formule  a sin  a: -f  6 cos  = c.  — 31. 

14.  Placer  les  deus  points  de  Brocard  d’un  triangle.  — 35. 

15.  Placer  un  point  de  Brocard  dans  un  triangle.  — 24. 

16.  Construire  le  cercle  d’Euler  (ou  des  9 points)  d’un  triangle  ABC. 
- 25. 


17.  Placer  les  deus  centres  isodinamiques  (intersections  des  cercles 
d’Apollonius)  en  meme  temps  que  le  point  de  Lemoine  (point 
de  Grebe)  d’un  triangle  ABC.  — 29. 

18.  Placer  le  point  de  Steiner  d’un  triangle  ABC.  — 22. 

19.  Tracer  un  des  cercles  de  Neu b erg  du  triangle  ABC.  — 31. 


20,  Etant  done  un  triangle  ABC  construire,  a la  fois,  les  longueurs 
CA 


BC 


AB  ^ 
et 


2 


BC’ 


— 10. 
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^ 

21.  Etant  dones  2 points  ^ et  .B  {A3  n’est  pas  trac^)  placer,  avec  le 

compas  seul,  les  points  M et  M'  qui  diviseraient  en  moyene 

et  extreme  raison  (sectio  aurea).  — 20. 

0 

22.  Etant  dones  en  grandeur  et  en  position  Tun  des  axes  d’une  ^pse  et 
une  tangente  ä cete  ^ipse  trouver  la  demi  longueur  de  l’autre  axe 
par  une  simplicite  28  au  plus  et  par  consequent  Taxe  par  31. 

23.  Plao.er  les  axes  d’une  elipse  conaissant  en  grandeur  et  en  position 
deus  diametres  conjugues.  — 41. 

24.  Construire  un  triangle  ABC  conaissant  la  base  a — BC,  la  mediane 
AL  = tn  et  l’angle  ö — B — C;  on  ne  construira  qu’un  des  deus 
triangles  qui  peuvent  repondre  ä la  question.  — 46. 

25.  On  done  un  cercle,  et  une  conique  qui  passe  par  trois  points  dones 
A,  B,  C de  ce  cercle  et  par  deus  autres  points  D,  E,  placer  le 
4idme  point  oü  l’elipse  coupe  le  cercle.  — 15.^) 

Je  termine  ces  exercices  en  signalant  qu’il  y aurait  interet  ä 
prendre  toutes  les  Solutions  diferentes  conues  de  plusieurs  problemes 
celebres,  par  exemple  de  celui  de  la  section  de  raison  d’Apollonius, 
de  celui  de  Pappus  generalise:  mener  par  un  point  L de  la  bissec- 
trice  d’un  angle  xCy  une  droite  qui  coupe  Cx  en  B,  Cy  en  A 
et  tele  que  BA  soit  de  longueur  conue  l etc.  et  a les  comparer 
geometrografiquement.  Ce  seraient  des  monografies  fort  interessantes. 
J’ai  exaraine  cinq  Solutions  seulement  du  fameus  probleme  d’Apol- 
lonius:  tracer  les  8 cercles  tangents  ä trois  cercles  dones.  Celes  de 
Vi^te,  de  Bobillier  et  Gergonne,  de  M.  Mannheim,  de  Poncelet 
(r^tudiee  par  M.  Fouche)  et  cele  de  M.  L.  Gerard,  le  temps  me 
manque  pour  rechercher  le  plus  grand  nombre  possible  de  Solutions 
diferentes  conues  et  pour  en  faire  une  monografie  de  comparaison 
g^metrografique.  (Un  geom^tre  italien  m’ecrivait  il  y a quelques 
annees  qu’il  en  conaissait  22  Solutions).  Je  doute  qu’il  y en  ait  une 
dont  le  coeficient  de  simplicite  soit  inferieure  a 153  auquel  M.  Gerard 
est  arive  en  partant  d’une  tres  ^%ante  et  tres  simple  solution  donee 
par  lui  il  y a enriron  trois  ans  et  que  j’ai  analis^  dans  mon  ouvrage 
de>Scientia«  d^jä  eite.  Ne  pouvant  le  faire  moi-meme  pour  toutes  les 
questions  qui  le  m^riteraient,  je  Signale  au  moins  ce  genre  nouveau 
d’etude  aus  geom^tres  qu’il  pourait  tenter. 

No  US  voulons  encore  parier  d’un  autre  travail  fort  interessant  a 
entreprendre:  On  trace  les  courbes  soit  par  points,  soit  par  tangentes, 
et  pour  chaque  courbe,  il  y a un  nombre  indefini  de  ces  traces  suivant 

1)  Les  constructions  geometrografiques  doivent  etre  g^n^rales  c’est  a dire 
s'apliquer  ä ious  les  cas  des  don^es. 
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les  Zements  dones  qui  la  determment  dans  chaque  cas.  Si  le  place- 
ment  d’im  point  ou  d’une  tangente  se  fait  pour  un  de  ces  trac^  avec 
la  simplicite  N,  je  dirai  que  la  courbe,  dans  ce  cas,  se  trace  avec  la 
simplicite  ponctuele  ou  avec  la  simplicite  tangentiele  C'est 
de  Tetude  des  diverses  simplicites  ponctuele  et  tangentiele  d’une  courbe 
qu’il  s’agit. 

On  poura  encore,  par  exemple,  examiner  quel  nombre  n il  faut 
avoir  de  points  ä placer,  d’une  conique  determinee  par  5 points  pour  qu’ü 
soit  plus  avantageus  de  placer  d’abord  le  grand  axe  et  les  fojers  en 
se  servant  de  ces  5 points  dones  et  de  placer  ensuite  les  n points 
demandes  par  la  metode  classique  quand  on  conait  le  grand  axe  et  les 
foyers,  que  de  placer  ces  n points  par  la  metode  deduite  de  l’exagrame 
de  Pascal  (on  trouvera  que  l’a  van  tage  a lieu  a partir  de  « = 24), 
et  essajer  d’autres  rechercbes  analogues. 


Gdomdtrografle  dans  Tespaoe  ou  Stdrdomdtrografle. 

Je  vais  seulement  definir  les  simboles  que  j’ai  adoptes  et  je  ren- 
voie  pour  les  details  au  memoire  que  j’ai  presente  en  1900  au  congres 
de  Paris  de  VA.F.Ä.S  (Association  fran9aise  pour  1’ Avancement  des 
Sciences.  Quand  on  aura  pi-atique  la  geometrografie  plane,  il  ne  peut  v 
avoir  de  dificulte  ä edifier  soi-meme  cele  de  l’espace;  mon  memoire  eite 
n’a  d’utilite  que  pour  etablir  et  pour  discuter  les  conventions  qui  per- 
metent,  en  s’entendant,  de  comprendre  identiquement  de  la  m^me  fa^on, 
les  simboles  des  constructions  qui  seraient  etablis  par  les  divers  geo- 
metres. 

Nous  entrons,  avec  la  Stereometrogralie,  dans  le  domaine  de  la 
speculation  pure,  car  aucune  aplication  immediate  ne  vient,  comme 
dans  le  plan,  souligner  l’utilite  de  la  teorie,  aussi  je  veus  la  justifier 
par  quelques  explications  prealables. 

Pour  les  Grecs  la  Geometrie  etait  un  pur  exercice  de  logique: 
- de  dondes  qui  etaient  les  etres  geometriques,  ils  voulaient  deduire  des 
verites  y relatives  par  un  ebainon  de  raisonements  dont  les  raailles 
etaient  des  droites  et  des  cercles.  Un  teoreme  etait  dit  simple,  si  les 
chainons  se  reliaient  facilement  entre  eus  et  c’etait  tout;  la  scienre 
moderne  qui  nous  vient  d’eus  a pris  leur  esprit  et  l’edifice  qu’ils  out 
bäti  est  si  admirable  qu’ele  l’a  conserve  intact  dans  la  geometrie,  en 
y ajoutant  des  verites  obtenues  par  des  moyens  analogues  aus  leurs.  Ce 
qui  explique  meme  que  la  geometrografie  n’ait  pas  ete  cr^e  plus  tot 
c’est  que  les  Grecs  ne  l’avaient  pas  faite  — ils  n’en  avaient  aueuu  be- 
soin  et  eie  n’aurait  repondu  ü rien  pour  eus  — car  la  perfection  de 
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leur  ceuvre  a empeche  de  chercher  si,  tout  a la  base  de  l’edifice, 
ne  se  trouTait  pas  quelque  chose  qu’ils  auraient  negligee  et  qui  poorait 
cependant  etre  utile  raaintenant  avec  la  conception  d’aplication  qui  s’est 
ajoutee  ä leur  geometrie  depuis  la  renaissance  des  Sciences.  Toutes  les 
etndes  nouveles  se  sout  donc  faites  en  avant;  la  base  didactique  est 
toujours  Euclide  et  il  y a des  pays  come  rAngleterre  oü  son  texte, 
literalement  traduit,  fait  encore  l’education  de  tout  le  monde. 

Nous  avons  deja  mis  en  evidence  les  aplications  que  peut  avoir 
l’idee  geometrografique,  mais  Me  a aussi  un  autre  efet.  Le  cote 
materiel  de  la  construction  peut  ne  pas  interesser  outre  mesure  le 
geometre,  seulement  il  est  montre  aussi  par  Me  qu’il  y a,  ä cotd  de  la 
simplicitd  des  raisonements  — les  cbainons  dont  nous  parlions  tout  ä 
rheure  — , la  simplicit^  due  au  moindre  nombre  des  droites  et  des  cercles 
mis  en  ceuvre,  c’est  ä dire  des  mail  les  qui  sont  materialisees  par  le 
trace  d’une  droite  ou  le  trace  d’un  cercle;  et,  au  fond,  trouver  le  simbole 
le  plus  simple  d’une  construction  c’est  revenir,  speculativement,  ä deduire 
le  resultat  des  donees,  en  employant  le  moins  de  mailles  possible,  c’est 
ä dire  de  droites  et  de  cercles.  Ce  sont  deus  probl^mes  tout  diferents 
de  l’ancien.  L’un  est  si  ancien  et  l’autre  si  recemment  pose  qu’il  est  clair 
que  l’acord  n’existe  nulement  entre  les  resultats  que  done  chaque  point 
de  vue;  aussi,  actuMement  au  moins,  il  n’y  a aucune  raison  pour  qu’une 
Solution  g^ometrique  dite  plus  simple  qu’une  autre  conduise  ä un  trace 
plus  simple  que  (jele-ci;  l’experience  de  la  g^ometrografie  prouve  qu’il 
en  est  ainsi  et  avant  que  je  ne  sois  remonte  aus  raisons  de  ces  diferences, 
c’etait  pour  moi,  chaque  fois,  une  gründe  surprise.  L’acord  complet  ne  sera 
probablement  jamais  absolu,  car  le  raisonement  est  libre  de  toute  entrave 
et  le  trace  doit  se  soumbtre  aus  exigences  materiMes  des  instruments 
employes  pour  l’efectuer,  mais  le  raprochement  est  ddsirable  et  laisse 
un  champ,  encore  inexplore,  de  rechercbes  geometriques.  Eh  bien! 
ce  cote  de  la  Geometrografie  du  plan  reste  tout  entier  a la  Stereo- 
metrografie  qui.  Me,  est  purement  speculative.  En  efet  les  mailles  s’y 
composeraient,  en  plus  de  droite  et  des  cercles,  de  plans  et  de  sferes;  le 
nouveau  probleme  que  resoudra  la  Stereom^trografie  sera  donc  de 
passer  des  donees  au  resultat  en  employant  le  moins  possible  de 
droites,  de  cercles,  de  plans  et  de  sferes,  problbmes  que  ne  se  sont 
encore  jamais  poses  les  geometres.  De  meme  que  la  regle  corespond 
ä la  droite  speculative  et  le  compas  ä la  circonference,  j’ai  besoin  d’in- 
struments  qui  corespondraient  au  plan  et  ä la  sfere;  je  vais  donc  imaginer 
des  organismes  ideaus,  l’un  que  j’apMe  planque  et  qui  tracerait  les 
plans  dans  l’espace,  l’autre  que  j’apMe  sferetre  et  qui  tracerait  les 
sferes.  Je  supose  que  ces  instruments  se  maintienent  dans  l’espace 
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pouT  les  traces  et  que  les  traces  ^fectues  par  eus  y restent  mar- 
ques  come  restent  les  traces  de  la  regle  et  du  compas  dans 
le  plan. 

Apuyer  le  planque  en  un  point  place  sera  (Pj). 

Faire  passer  le  planque  par  deus  points  places  sera  (2Pj). 

Faire  passer  le  planque  par  3 points  ou  par  une  droite  et  im 
point  ou  par  deus  droites  qui  se  coupent,  ou  l’apuyer  sur  une  ligne 
plane  placee,  sera  (3Pi). 

Tracer  le  plan  sera  (Pj). 

Fixer  une  pointe  du  sferltre  en  un  point  plac^  sera  (iS\). 

Fixer  une  pointe  du  sfi^retre  en  un  point  arbitraire  d’une  ligne  ou 
d’une  surface  sera  (S^). 

Tracer  la  sfere  sera  (S^). 

La  some  des  coeficients  de  toutes  les  operations  ^ementaires  Pj,  Jf2j, 
Pi,  Pj,  etc.  sera  dite  le  coeficient  de  simplicite  ou  la  simplicite;  la 
some  des  coeficients  des  operations  elementaires  Pj,  Cj,  P„  5^  S* 
sera  dite  le  coeficient  de  preparation  ou  la  preparation. 

0(p*)  ou  0{MN^)  repr^sentera  une  sfere  de  centre  0 et  de  rayon 
p ou  MN, 

Nous  convenons  que  le  compas  ne  poura  tracer  un  cercle  dans 
l’espace  sans  s’apuyer  sur  son  plan  trac^. 

Je  vais  seulement  doner  un  exemple  de  comparaison  de  deus  traces 
ideaus  du  probleme  suivant  pris  au  hasard. 

Par  un  point  C,  place,  mener  un  plan  perpendiculaire  a 
une  droite  placee  BA. 

(Premiere  construction). 

Je  fais  passer  le  planque  par  AB  ei  je  trace  un  plan  ABM 
(2Pj  -f-  Pj),  puis  en  laissant  le  planque  apuyd  sur  BAj  je  le  fais 
passer  par  C et  je  trace  le  plan  ABC  (Pj  -f*  P3);  de  C come  centre, 
je  trace,  dans  le  plan,  ABC  un  cercle  quelconque,  il  coupe  AB 
en  A et  B (Cj  + C^).  Je  place  dans  le  plan  ABC  le  point  C'  ä egale 
distance  de  A et  de  P (2Ci  -j-  2Cj);  je  place  dans  le  plan  ABM  le 
point  M a egale  distance  de  ^ et  de  P (26\  + 263);  je  trace  le  plan 
CC'  M {^Pi  + P2)  qui  est  le  plan  cherche. 

op.:  (6Pj  + 3Pj  + 5C\  -f  56g);  simplicite:  19;  preparation:  11, 
6 plans,  5 cercles. 

(Deusieme  construction). 

Je  trace  une  sfere  0(p*)  qui  ait  son  centre  en  un  point  0 ar- 
bitraire de  AB  et  passe  en  C (S^  -f  /Sg  -f-  ^3),  j’en  trace  une  seconde 
dans  les  memes  conditions  (Si  -f  -f  S^)y  les  2 sferes  placent 
par  leur  intersection  un  cercle  passant  en  C et  situe  dans  un  plan 
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perpendiculaire  ä BA.  J’apuie  le  planque  sur  ce  cercle  et  je  trace  le 
plan  (3Pj  -f-  Pj). 

op.:  (3Pj -|- Pj  + + 2/S'j  + S/Sj);  simplicit^;  10;  preparation:  7; 

un  plan,  2 sferes. 


Refert  et  hiatorique. 

Je  ne  puis  renvoyer  ici  simplement  aus  principaus  memoires 
qui  ont  edifie  la  gdom^trografie  saus  quelques  mots  d’explication  parce- 
que,  dans  leur  ordre  cronologique  que  suivent  les  progres  de  cele-ci, 
ils  ont  des  diferences  dont  je  dois  doner  la  raison. 

— 1888  (Comptes  rendus  des  seances  de  TAcad^mie  des  Sciences  de 
Paris,  16  Juillet  1888).  Courte  note,  sorte  de  simple  prise  de 
date.  Je  nWais  pas  encore  ^tudi^,  d’ailleurs,  sufisamment  les  simboles 
de  l’equere;  les  deus  simboles  caract^ristiques  de  l’instrument  que 
j’y  admets  ont  ete,  depuis,  r^duits  ä un  seul. 

— (Congres  d’Oran,  Association  Fran9aise  pour  l’Avancement  des 
Sciences,  2 avrü).  De  la  mesure  de  la  Simplicite  dans  les 
Sciences  mat^matiques.  Dans  ce  mdmoire  il  y a deus  parts  ä 
faire:  1.  Gele  qui  touche  au  sujet  g^n^ral  qu’indique  le  titre  et  ä 
laquMe  je  ne  vois  pas  un  mot  ä changer;  il  me  semble  meme  que  son 
developement  general  pourait  faire  l’objet  d’une  tres  importante  dtude. 
2.  CMe  qui  en  presente  l’aplication  aus  constructions;  ^le  est  pour 
ainsi  dire  inutile  ä lire  maintenant,  en  ce  qui  regarde  les  simboles  des 
constructions,  parce  que  je  maniais  encore  maladroitement  la  m^tode 
naissante,  que  je  n’en  conaissais  pas  les  ressources  et  surtout,  parce 
que  considerant  come  des  dogmes  les  traces  classiques  s^culairement 
admis  par  les  g^om^tres,  je  n’avais  pas  songe  ä y chercber  des 
simplifications. 

— Une  note  inseree  au  Bulletin  de  la  Soci^te  matematique  de  France 
oü  je  ne  me  montre  pas  plus  habile  et  oü,  en  particulier,  j’atribue 
nn  simbole  beaucoup  trop  complique  ^ au  simple  placement  d’un 
point  par  ses  coordonees  cartesi^nes. 

— Un  eipos^  dans  Mathesis;  c’est  un  abrege  de  mon  memoire  du  Congres 
d’Oran.  J’y  ajoute  la  determination  des  simboles  de  la  Construction 
du  Probleme  d’Apollonius  par  la  metode  de  Viete  et  par  cele  de 
Bobillier  et  Gergonne.  Pour  doner  une  id^e  des  progres  faits 
depuis  cete  ^poque,  je  dirai  que  dans  ce  travail  les  co^ficients  de 
simplicite  sont  respectivement  335  et  500,  tandis  que  dans  le  mdmoire 
des  NouvMes  Annales  de  1892  citd  plus  loin  ils  sont  devenus 
234  (il  faut  lire  235)  et  356;  nombres  dans  le  m§me  raport 
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d’ailleurs  a peu  pres,  que  les  anciens,  le  perfectionement  avant 
reagi  a peu  pr^s  de  meme  fa^on  pour  les  2 traces. 

— Jusqu’en  1892  il  n’y  a que  des  notes  de  detail  dans  diverses  publications. 

— 1892.  Nouvelles  Annales  de  Mathdmatiques.  Aplication  d’une 
m^tode  d’evaluation  etc.  Ce  memoire  done  un  expose  reÄreint 
de  la  metode,  pour  l’apliquer  ä evaluer  les  simboles  deduits  de 
4 Solutions  diferentes  du  Probleme  d’Apollonius  (Viete,  Bobillier 
et  Gergonne,  MM.  Mannheim  et  Fouche). 

— (Congres  de  Pau,  Assoc.  Fran9aise  etc.).  La  Geometrografie 
ou  l’Art  des  Constructions  geometriques.  Ce  memoire 
assez  develope  (65  pages  grand  in  8°)  comprend  F^tude  de  toutes 
les  constructions  des  elements,  de  nombreus  exemples  d’aplication, 
une  discussion  des  principes  et  la  refutation  de  quelques  objections. 
Un  corps  de  doctrines  auquel  je  donais  pour  la  premi^re  fois  le 
nom  de  geometrografie  y est  en  formation. 

— 1893.  (Congres  de  Besan^oii,  Assoc.  Fran^.  etc.).  Ce  memoire  est 
consacre  ä d’assez  nombreuses  simplifications  des  constructions  du 
memoire  de  Pau. 

— Depuis  ce  temps  j’ai  amene,  peu  a peu^  la  geometrografie  ä la  forme 
didactique  actuele  et  j’ai  fait  paraitre  en  France  et  ä l’etranger  di- 
verses notes,  ou  quelquefois  des  exposes  plus  ou  moins  abreges  qui 
m’etaient  demandes,  parmi  lesquels  il  sufit  de  citer: 

— 1894.  (Congres  de  Caen,  Ass.  Fran^.  etc).  Ce  memoire  comprend 
2 parties.  1"  l’etude  du  raport  anharmonique,  des  points  doubles 
de  deus  figures  di  rectement  ou  simetriquement  semblables  et  de 
diverses  constructions.  2°  J’introduis  le  simbole  de  l’equere  dont 
je  n’avais  point  jusque-la  done  autre  chose,  pour  ainsi  dire,  que  la 
definition  et  j’aplique  la  geometrografie  a la  geometrie  descriptive. 

— 1899.  Note  didactique  assez  etendue  que  j’ai  redigee  ä la  demande 
de  M.  Rouche  pour  etre  inseree  dans  la  7'^*”*  Edition  (parue  en 
Janvier  1900)  de  son  grand  Traite  de  Geometrie  en  collaboration 
avec  feu  de  Combero-usse.  Cet  ouvrage  a fait  depuis  40  ans 
l’education  de  probablement  tous  les  geom^tres  fran^ais.') 

— 1901.  Il  y a,  SOUS  presse,  (Nov.  1900)  chez  M.  Naud  editeur  3 
rue  Racine,  un  ouvrage  des  Recueils  «Scientia»  qui  est  l’expose 
le  plus  complet  que  j’aie  publie,  jusqu’ici,  de  la  geometrografie. 

Paris,  22  Nov.  1900. 

1)  A ajoutcr  come  publid  depuis  la  remise  du  manuscrit  de  ce  travail: 

— lyOO.  La  Geometrografie  dans  l’espace  ou  Stereometrografie.  — 
Comptes  reudus  des  seances  de  rAcaddmie  des  Sciences  de  Paris  (3  Decembre). 
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Notes.  1.  Les  lecteurs  qui  trouveraient  aus  constructions  que  j’ai  indiqudes 
come  constructions  gdomdtrografiques  des  simplifications , ou  qui  anraicnt 
une  Solution  autre  donant  un  simbole  plus  simple,  rendraient  le  plus  grand  Service 
ä la  gdomdtrografie  et  me  feraient  particulidrement  beaucoup  de  plaisir  s’ils  vou- 
laient  bien  me  les  comuniquer  soit  directement  (32  avenue  du  Maine  a Paris),  soit 
par  M.  Jahnke.  lilles  seraient  insdrdes  dans  ce  Journal. 

2.  Tout  recemment  (avril  1901),  le  simbole  gdomdtrografique  de  deus  des  con- 
stractions  classiques  dondes  dans  ce  travail,  a dtd  Idgdrement  rdduit.  Je  ne 
Signale  la  chose  que  parce  qu’ele  devient  rare  pour  eles  et  qu’dle  se  raporte  ü deus 
constructions  importantes,  particulidrement  et  longuement  dtudides  en  vue  d’ob- 
tenir  leur  simbole  geomdtrografique  ddfinitif  en  fait.  M.  G.  Tarry  a diminud 
d une  unitd  le  codficient  de  simplicite  de  la  construction  du  segment  capable 
d’un  angle  done  ddcrit  sur  une  droite  donde.  D’autre  part  M.  G.  Tarry  et  le 
colonel  Moreau  m’ont  adrcssd,  chacun  de  leur  cotd  et  presque  en  mdme  temps, 
des  tracds  pour  placer  les  4 tangentes  ä deus  cercles  donds,  avec  un  codficient 
de  simplicitd  36  au  lieu  de  36,  nombre  au-dessous  duquel  il  n’avait  pu  6tre 
abaissd  et  que  j’ai  indiqud  ici  come  codficient  gdomdtrografique  du  probleme.  Ce 
sont  ces  nouveles  constructions  qui  dcvienent  maintcnant  les  constructions  gdo- 
metiografiques  de  ces  problemes. 
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Äug.  Föppl.  Vorlesungen  über  Teohnisohe  Heohanik.  4 Bde., 
Leipzig  1899,  1900,  B.  G.  Teubner. 

An  den  deutschen  Technischen  Hochschulen  werden  die  Lehren  der 
theoretischen  Mechanik  gleichzeitig  mit  ihren  Anwendungen  auf  Gegenstände 
der  Bautechnik  entwickelt  in  Vorlesungen,  denen  der  Name  der  Technischen 
Mechanik  beigelegt  wird.  Dem  Lehrplan  dieser  Hochschulen  entsprechend 
fallen  diese  Vorlesungen  in  eine  Studienzeit,  zu  welcher  die  Studierenden 
eben  das  Studium  der  höheren  Mathematik  begonnen  haben,  und  schreiten 
mit  diesen  Studien  fort.  Die  Zweckmäßsigkeit  solcher  Einrichtimg  kann  in 
dieser  Besprechung  nicht  erörtert  werden. 

Der  Herr  Verfasser  hat  die  von  ihm  in  München  über  Technische  Mechanik 
gehaltenen  Vorlesungen  in  vier  Bänden  veröffentlicht.  Nur  der  Inhalt  der 
Bände  I,  HI,  IV,  in  denen  analytische  Entwickelungen  der  theoretischen  Mechanik 
zur  Geltung  gelangen,  soll  im  folgenden  besprochen  werden.  Hinreichende 
Veranlassung  zu  solcher  Besprechung  geben  die  in  den  Vorlesungen  selbst  in 
fast  allen  Kapiteln  befindlichen  Erörterungen  von  Fragen,  die  zu  dem  wissen- 
schaftlichen Inhalt  der  Mechanik  in  keiner  Beziehung  stehen,  wohl  aber 
zu  ephemeren  Tagesmeinungen.  In  diesen  Erörterungen  nimmt  der  Herr 

Verfasser  wiederholt  Veranlassung  sich  seinen  Lesern  als  einen  Autor  vor- 
zuführen, der,  in  zwei  Sätteln  gerecht,  eine  besondere  Beachtung  seiner  vor- 
getragenen Auffassungen  wohl  zu  erwarten  berechtigt  ist. 

Wir  werden  aus  folgendem  ersehen,  wie  weit  eine  solche  Berechtigung 
vorUegt. 

Von  den  vier  Bänden  der  Technischen  Mechanik  hat  der  Herr  Verfasser 
den  dritten,  die  Festigkeitslehre,  zuerst  erscheinen  lassen,  nach  ihm  die 
zwei  Bände  über  Mechanik.  Dieser  Reihenfolge  werden  wir  uns  für  unsere 
Ausführungen  anschliefsen,  um  so  mehr,  als  gerade  die  Festigkeitslehre  bisher 
stets  den  technischen  Wissenschaften  beigezählt  wurde  und  der  Herr 
Verfasser  auf  seinen  wissenschaftlichen  Standpunkt  in  den  technischen  Wissen- 
schaften Wert  legt. 

Bei  der  Beurteilung  eines  Lehrbuches  der  Festigkeitslehre,  das  selbst- 
verständlich vieles  seinen  Vorgängern  zu  entlehnen  hat,  ist  in  erster  Linie 
mafsgebend  derjenige  Inhalt,  der  der  Eigenart  des  Verfassers  verdankt  wird, 
die  von  ihm  eingeführte  Methode  der  Untersuchung  und  die  Abweichungen 
vom  Hergebrachten.  Wir  werden  daher  nm  einige,  aber  für  die  ürteils- 
bildung  vollständig  ausreichende  Beispiele  des  Verfahrens  und  der  Schluß' 
weise  des  Herrn  Verfassers  vorlegen. 
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Zunächst  ihm  eigentümlich  sind  seine  Definitionen  der  Elastizität  und 
der  Elastizitätsgrade.  Er  definiert: 

1.  Elastizität  ist  allgemein  die  Fähigkeit  eines  Körpers,  Formändenings- 
arbeit  in  umkehrbarer  Weise  aufzuspeichem. 

2.  Vollkommen  elastisch  verhält  sich  ein  Körper  bei  einem  gewissen 
Vorgänge,  wenn  man  die  ihm  durch  äufsere  Kräfte  zugeführte  Formände- 
nmgsarbeit  vollständig  wieder  in  Form  von  mechanischer  Energie  aus  ihm 
znrückgewinnen  kann  (Seite  43). 

Zur  Erläuterung  giebt  er  an:  Die  Umkehrung  der  Zugversuche  ist  die 
Zusammenziehung  des  Probestabs  beim  Abnehmen  der  Belastung.  Damit 
die  Formänderungsarbeit  umkehrbar  sei,  mufs  der  Stab  beim  allmählichen 
Abtragen  der  Belastung  dieselbe  Arbeit  wieder  nach  aufsen  hin  abgeben, 
die  ihm  zuerst  zugeführt  wurde. 

An  welches  aufsen  Befindliche  diese  Arbeit  beim  allmählichen  Abtragen 
der  Belastung  abgegeben  wird,  und  w’o  nach  der  Umkehrung  des  Zugver- 
suchs die  betreffende  mechanische  Energie  sich  „aufgespeichert“  befindet, 
giebt  er  nicht  an.  Diese  Angabe  würde  das  Verständnis  seiner  Sätze  er- 
leichtert haben. 

Der  Herr  Verfasser  benutzt  in  denjenigen  Kapiteln,  die  nicht  her- 
gebrachtes Material  der  Festigkeitslehre  enthalten,  häufig  den  Begriff  der 
Formänderungsarbeit  oder  Deformationsarbeit  zur  Entwickelung  weiterer 
Folgerungen.  Darin  wäre  an  und  für  sich  ein  Vorzug  seiner  Darstellungen 
zu  erblicken;  allein  diese  Darstellungen  selbst  sind  fehlerhaft  und  zu  An- 
wendungen nicht  geeignet. 

Zum  Beweise  geben  wir  hier  einige  seiner  Entwickelungen  über  die 
Deforraationsarbeit  wieder.  Sie  finden  sich  im  Paragraphen  25  (Seite  180) 
des  Werkes,  unter  der  Überschrift:  Die  Sätze  von  Castigliano. 

Zur  Beurteilung  der  Darstellung,  die  der  Verfasser  an  dieser  Stelle 
verträgt,  schicken  wir  einige  Bemerkungen  über  den  Begriff  der  Defor- 
raationsarbeit, wie  er  in  der  Theorie  der  Elastizität  fester  Körper  auf- 
tritt,  voran. 

Wenn  ein  homogener  neutraler  elastischer  Körper,  er  sei  isotrop  oder 
anisotrop  von  auf  seine  Teile  angreifenden  Kräften  aus  seiner  Ruhelage  in 
eine  benachbarte  neue  Lage  übergeführt  wird,  derart  dafs  in  dieser  Lage 
die  Geschwindigkeiten  sämtlicher  Teilchen  wiederum  Null  sind,  während  die 
alsdann  angreifenden  Kräfte  unveränderlich  geworden  sind  und  sich  am 
Körper  das  Gleichgewicht  halten,  so  hat  der  Körper  eine  dauernde  Defor- 
mation angenommen.  Die  ArbeitsgrÖfse,  welche  innerhalb  der  Zeit  des  erfolgten 
Übergangs  aus  der  ersten  Lage  in  die  zweite  Lage  durch  die  äufseren  an- 
greifenden Kräfte  ausgeübt  worden  ist,  nennt  man  die  Deformationsarbeit. 
Sie  ist  mit  der  gleichzeitig  geleisteten  Arbeit  der  inneren  elastischen  Kräfte 
gleichwertig.  Von  der  Zeitdauer  der  Deformation  und  der  Änderung  der 
äufseren  Kräfte  während  derselben  ist  diese  Arbeit  unabhängig,  aber  voll- 
ständig bestimmt  durch  die  Angabe  des  in  den  Punkten  des  Körpers  schliess- 
lich angreifenden  Kräftesjstems,  das  den  Bedingungen  des  Gleichgewichts 
am  festen  Körper  genügen  mufs.  Bezeichnet  man  durch  Jl^  den  Wert  der 
am  iten  Punkte  des  Körpers  angreifenden  Kraft,  durch  d.v.  die  Gröfso  der 
Verrückung  dieses  Punktes  nach  eingetretener  Deformation  und  bestehendem 
Gleichgewicht,  durch  ö-  den  Winkel  zwischen  der  Richtung  von  und  ds,-, 
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so  gilt  für  den  Wert  der  Deformationsarbeit  2),  gleichgiltig  ob  der  Körper 
isotrop  oder  anisotrop  sei,  die  Gleichung 

D = \^F.cos  OiöSi, 

in  welcher  Gleichung  die  Summe  über  alle  durch  Kräfte  R angegriffenen 
Punkte  des  Körpers  zu  erstrecken  ist.  Nennt  man  noch  das  Produkt  cosO^is^ 
die  relative  Verrückung  des  iten  Angriffspunktes  nach  der  Richtung  der 
Kraft  so  kann  man  die  vorstehende  Gleichung  durch  die  folgende  er- 
setzen: 


Will  man  sich  dieser  Gleichung  zur  Berechnung  von  J)  bedienen,  so  ist  es 
augenscheinlich  notwendig,  Zicei  Lagen  des  deformierten  Körpers  zu  kennen, 
die  anfängliche  und  die  Endlage,  da  jedes  Ös  die  Kenntnis  zweier  Punkte, 
des  Ausgangs-  und  des  Endpunktes,  erfordert. 

Das  Endresultat  D aber  wird  unabhängig  von  der  gewählten  Anfangs- 
lage, da  man  durch  eine  andere  Anfangslage  die  gesamte  zu  bildende  Summe 
um  eine  Gröfse  ändert,  die  in  Folge  der  durch  die  R befriedigten  sechs 
Gleichgewichtsbedingungen  verschwindet.  Die  Deforraationsarbeit  ist  daher 
nur  durch  die  Endlage  bestimmt. 

Aber  keineswegs  findet  dieselbe  Bestimmtheit  statt  für  die  einzelnen 
Bestandteile  jener  Summe  und  für  die  Gröfsen  r^.  Einer  gewählten  Anfangs- 
lage, aus  der  die  schliefsliche  Deformation  hervorgeht,  entspricht  ein  zu- 
gehöriges System  der  r,-,  jeder  geänderten  ein  geändertes  System. 

Dieser  Umstand  ist  nicht  berücksichtigt  in  dem  von  Castigliano 
aufgestellten  Satze: 

Wenn  man  die  Deformationsarbeit  eines  elastischen  Körpers  in  einer 
Funktion  der  äufseren  ICräfte  ausdrückt,  so  giebt  der  Differentialquotient 
dieses  Ausdrucks  in  Bezug  auf  eine  dieser  Kräfte  die  relative  Verrückung 
ihres  Angriffspunkts.  (Castigliano:  Theorie  des  Gleichgewichts  elastischer 
Systeme.  Übersetzt  von  E.  Hauffe.  Wien,  1886.  Verlag  von  Carl  Gerolds 
Sohn). 

Dieser  Satz  ist  daher  ohne  jeden  präzisen  Inhalt  Denkt  man  die  Defor- 
mationsarbeit als  eine  bestimmt  gegebene  eindeutige  Funktion  der  sämtlichen 
äufseren  Kräfte  Ri^)-,  so  sind  ihre  partiellen  Differentialquotienten  bestimmte 
Werte,  während  die  r,-,  welche  dargestellt  werden  sollen,  unendlich  vieldeutig 
sind,  je  nach  der  Anfangslage  des  deformierten  Körpers.  Auch  sind  die 
sämtlichen  R^  durch  sechs  Gleichungen  unter  einander  verbunden.  Man  kann 
daher  nicht  ein  bestimmtes  R^  sich  ändern  lassen , ohne  die  anderen , oder 
einzelne,  gleichzeitig  zu  ändern.  Von  einem  Differential  der  Deformations- 
arbeit, gebildet  durch  Änderung  nur  einer  Kraft,  also  vom  partiellen  Diffe- 
rential der  Deformationsarbeit  zu  sprechen,  hat  keinen  Sinn.  Will  man 
aber  in  den  Ausdruck  von  D nur  äufsore  Kräfte  aufgenommen  denken,  die 
in  Folge  der  sechs  Gleichgewichtsbedingungen  von  einander  unabhängig 
bleiben  (was  Castigliano  nicht  thut),  so  kann  man  diesem  Ausdruck  je 
nach  Wahl  dieser  Kräfte  viele  verschiedene  Formen  beilegen. 

1)  Jede  auB  ihr  durch  Transformation  mittelst  der  Gleichgewichtsbedingungen 
gewonnene  ist  gleichberechtigt. 
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Der  Satz  von  Castigliano  ist  daher  inhaltlos  und  selbst  bei  präziser 
gefafstem  Inhalt  vieldeutig.  Dadurch  werden  alle  aus  ihm  allein  gezogenen 
Folgerungen  an  und  für  sich  hinfällig. 

Nach  diesen  vorbereitenden  Bemerkungen  gehen  wir  zur  Betrachtung 
der  Entwickelungen  des  Herrn  Verfassers  über.  Er  beabsichtigt,  die  all- 
gemeine Formel  für  die  Gröfse  der  Deformationsarbeit  nur  für  den  Fall 
eines  in  zwei  Punkten  unterstützten  Balkens,  der  durch  einzelne  Lasten  P 
in  Deformationszustand  versetzt  ist,  zu  entwickeln,  und  ist  der  Meinung, 
dafs  seine  Entwickelung  Wort  für  Wort  auf  den  allgemeinen  Fall  über- 
tragen werden  könne.  Für  die  Auseinandersetzung  der  Verhältnisse  für 
den  speziellen  Fall  des  Balkens  geht  er  von  der  Annahme  aus,  dafs  während 
der  stattfindenden  Deformation  die  Einwirkung  der  Lasten  P nur  nach 
Mafsgabe  der  schon  erreichten  Einsenkung  y der  belasteten  Stelle  unter  ihre 
.'Vnfangslage  zur  Geltung  gelange,  derart  dafs  eine  Steigerung  der  Lasten, 
die  mit  dem  Werte  Null  beginnen,  bis  zu  dem  im  schliefslichen  Gleich- 
gewichte auftretenden  Endwerte  P,  während  der  Deformationszeit  eintrete. 
Die  Arbeitsgröfse  für  eine  dieser  Lasten  betrage  daher  nach  dem  Ablauf 
der  Deformationsbewegung  nicht  Py,  sondern  nur  -^Py,  und  für  die  ganze 
Formänderungsarbeit  A ergebe  sich  die  Formel 

^ = 1-2  py>  . 

da  überdies  in  den  Auflagerpunkten  eine  Einsenkung  ausgeschlossen  sein 
sollte.  Diese  Formel  ist  mit  der  Fundamentalformel  für  die  Deformations- 
arbeit identisch. 

Tritt  man  dieser  Theorie  des  „allmählichen  Anwachsens  der  Lasten 
während  der  Durchbiegung  des  Balkens“,  in  der  die  Proportionalität  der 
Last  mit  der  augenblicklich  vorhandenen  Einsenkung  die  Voraussetzung 
bildet,  ein  wenig  näher,  so  ergiebt  sich  Folgendes:  Der  Wert  der  Lasten 
im  .4nfangsmoment  der  Durchbiegung  ist  Null,  diesem  entspricht  die  Ein- 
senkung Null,  die  zunächst  bestehen  bleibt.  So  lange  die  Einsenkung  Null 
besteht,  behalten  die  Lasten  nach  dem  Proportionalitätsgesetz  ihren  Wert 
Null,  es  kommt  wiederum  zu  keiner  weiteren  Einsenkung,  und  die  Durch- 
biegung des  Balkens  bleibt  daher  dauernd  Null.  Nach  der  Theorie  des 
Herrn  Verfassers  kann  bei  einem  nach  seinen  Vorschriften  belasteten  Balken 
daher  eine  Deformation  überhaupt  nicht  zu  Stande  kommen.  Der  Herr 
Verfasser  zieht  diesen  cdlcin  möglichen  Schlufs  nidtf,  sondern  sagt  (Seite  190, 
§ 29),  dafs  die  für  seine  Berechnungen  gemachte  Annahme  der  allmählichen 
Steigerung  der  Belastung  in  Wirklichkeit  die  Tiegel  bildet,  dafs  man  aber 
durch  geeignete  Vorrichtungen  erreichen  könne,  dafs  die  Last  von  Anfang 
an  mit  ihrer  vollen  Gröfse  auf  den  Träger  einwirke.  Wir  glauben  hiernach 
auf  diese  Theorie  nicht  weiter  eingehen  zu  sollen. 

Nachdem  der  Herr  Verfasser  auf  diesem  bedenklichen  Wege  zu  der 
Fundamental formel  der  Defonnationsarbeit  gelangt  ist,  versucht  er  durch 
Differentialoperationen  zu  dem  schon  erwähnten  Castigliano  sehen  Satz  von 
den  Differentialquotienten  der  Deformationsarbeit  zu  gelangen,  den  er  in  der 
nachstehenden  Form  ausspricht: 

Die  Verschiebung  des  Angriffspunktes  einer  äufseren  Kraft  bei  der 
elastischen  Formänderung  eines  dem  Hookeschen  Gesetz  unterworfenen 
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Körpers  ist  gleich  der  nach  dieser  Kraft  genommenen  partiellen  Ableitung 
der  FormUnderungsarbeit. 

Es  würde  uns  zu  weit  fuhren,  wenn  wir  die  Schlüsse  des  Herrn  Ver- 
fassers, aus  denen  dieser  Satz  hervorgeht,  ins  einzelne  hier  verfolgen 
wollten.  Wir  wollen  uns  damit  begnügen,  ihre  Unzulänglichkeit  an  dem 
einzigen  Beispiel  nachzu weisen , das  er  für  die  Berechnung  der  Stützdrucke 
eines  in  drei  Punkten  unterstützten  gleichförmig  belasteten  Balkens  zur 
Erläuterung  der  Castiglianoschen  Methode  auf  Seite  188  u.  189  bei- 
gebracht hat. 

Auf  Seite  188  stellt  er  die  Deformationsarbeit  für  einen  solchen  Balken 
als  Funktion  der  in  den  Endpunkten  auftretenden  Stützdrucke  B und  C und 
der  laufenden  Belastung  q in  der  Form: 

. 1 rB*a*  Bqa*  C*6*  Cqh*  . 

^ ~ 2E0  L~3  4 ' ”20"  3 4 ^ ~2Ö' J 

auf.  Bildet  man  für  die  rechts  stehende  Funktion  die  partiellen  Ableitungen 
nach  den  Stützdrucken  B und  (7,  so  erhält  man  für  die  Verschiebungen  der 
Auflagerpunkie  nicht  etwa  Null,  sondern  von  Null  verschiedene  Werte. 
Man  erkennt  leicht,  dafs  diese  Verschiebungen  der  Deformation  des  Balken.s 
aus  einer  Anfangslage  entsprechen,  welche  durch  Drehung  der  Endlage  um 
den  mittleren  Stützpunkt  gefunden  wird.  Hätte  man  für  A nur  die 
Funktionsdarstellung  durch  den  Stützdruck  B alhin  gewählt,  so  würde  man 
für  die  Verschiebung  desselben  gleichfalls  nicht  Null,  sondern  die  Ver- 
schiebung aus  einer  Anfangslage  gefunden  haben,  die  der  Un Verschieblich- 
keit der  Stützpunkte  für  C und  Z entspricht.  Jeder  anderen  Darstellung 
von  A,  die  aus  der  vorstehenden  durch  eine  Transformation  vermöge 
der  Gleichgewichtsbedingungen  entsteht,  entspricht  eine  andere  Ver- 
schiebungsweise aller  Punkte;  der  Elimination  von  B und  C und  dem 
Beibehalten  des  mittleren  Stützdrucks  Z allein  aber  diejenige,  bei  welcher 
die  Auflagerpunkte  unverschoben  bleiben.  Der  Castiglianosche  Satz  Ist 
daher  unbestimmt,  und  nach  der  Wahl  der  Funktionsdarstellimg  von  A 
unendlich  vieldeutig,  zu  Anwendungen,  ohne  Voruntersuchungen,  keineswegs 
geeignet. 

Mit  der  Unbestimmtheit  der  Castiglianoschen  Vorschrift  entfallen 
aber  die  sämtlichen  vom  Herrn  Verfasser  im  § 28  aus  ihr  gezogenen 
Folgerungen,  so  die  Folgerung  des  sogenannten  Satzes  vom  Minimum  (der 
für  sich  betrachtet  richtig  ist,  aber  unbewiesen  bleibt).  Ebenso  erweisen 
sich  die  scheinbar  sehr  allgemeinen  Vorschriften  und  aper^us  der  Seiten  186 
(am  Ende)  und  187  als  unzutreffend  und  der  Anwendung  bar. 

Auf  Seite  410  u.  ff.  in  den  §§  63*  und  63^  glaubt  der  Herr  Ver- 
fasser auf  Fehler  anderer  aufmerksam  machen  zu  sollen,  die  von  einer 
unzureichenden  Beachtung  der  Voraussetzungen  herrühren,  welche  der  An- 
wendung des  Castiglianoschen  Satzes  zu  Grunde  liegen.  Unter  dem 
Castiglianoschen  Satze  versteht  er  hier  die  bekannte  Formel  filr  die 
Variation  der  Deformationsarbeit  A eines  in  einem  elastischen  Körper  l>e- 
findlichen  Körperteils,  welche  die  Form  hat: 

SA 

in  welcher  Gleichung  die  Summe  über  alle  durch  äufsere  Kräfte  (deren 
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Komponenten  X,  F,  Z)  angegriffenen  Stellen  erstreckt  wird,  und  d|,  StJj 
die  willkürlichen  Variationen  der  Verschiebungskomponenten  dieser  Stellen 
bezeichnen.  Diese  Gleichung  ist  bekanntlich  ohne  jede  Beschränkung  der 
Variationen  erfüllt  Durch  eine  fehlerhafte  Aufserachtlassung  der  Be- 
dingungen, welche  an  der  Begrenzung  des  ausgesonderten  Teils  des  Körpers 
fär  die  Drucke,  welche  den  äufseren  Kräften  zuzuzählen  sind,  statthaben, 
wird  der  Herr  Verfasser  zu  der  Beschränkung  geführt,  dafs  zur  Gültigkeit 
vorstehender  Gleichung  die  Variationen  d|,  St],  df  für  Punkte  dieser  Be- 
grenzung als  Null  angenommen  werden  müssen.  Der  gleiche  Fehler  findet 
sich  bei  den  Betrachtungen  des  § 63**,  deren  Endresultat  schliefslich  die 
ideniische  Gleichung  Null  gleich  Null  darstellt. 

Den  mit  gesperrtem  Druck  vorgelegten  unzutreflfenden  Beschränkungen 
fugt  der  Herr  Verfasser  die  belehrenden  Worte  hinzu;  „Dagegen  ist  manch- 
mal gefehlt  worden“.  (Seite  416.) 

Von  gleicher  Hinfälligkeit  sind  die  Entwickelungen  des  § 65,  welche 
die  Eindeutigkeit  der  Lösung  der  statischen  Probleme  nachweisen  sollen. 
Dieser  Nachweis  geschieht  mit  Hilfe  der  AnnaJime,  dafs,  wenn  ein 
elastischer  Körper  weder  in  seinem  Innern  noch  an  seiner  Oberfläche  durch 
äufsere  Biräfte  angegriffen  wird,  in  ihm  keine  inneren  Spannungen  auf- 
treten  können.  Aber  gerade  diese  Annahme  ist  der  Ausdruck  des  aus  den 
Gnmdgleichungen  der  Elasticitätslehre  zu  hcu  elsenden  Satzes.  Nun  ist  dieser 
Satz  seit  langem  aus  diesen  Grundgleichungen  abgeleitet  worden  (z,  B. 
in  Clebsch;  Elasticitätslehre),  unter  der  Voraussetzung,  dafs  die  Kompo- 
nenten der  Verschiebungen  der  Körperpunkte  sich  im  ganzen  von  dem 
Körper  erfüllten  Raum  nach  der  Stetigkeit  ändern.  Unter  dieser  Voraus- 
setzung sind  daher  Eigenspannungm  des  Körpers,  der  dem  Einflufs  äußerer 
Kräfte  entzogen  ist,  unmöglich.  Dagegen  sind  sie  möglich  bei  Flächen- 
(liscontinuitäten  der  Verschiebungen.  Die  Meinung  des  Herrn  Verfassers, 
dafs  „etwaige“  Eigenspannungen  durch  die  Theorie  nicht  berührt  werden, 
ist  daher  unzutreffend. 

Die  im  § 50,  dessen  Überschrift;  Dicktvandige  Röhren  lautet,  beigebrachten 
Entwickelungen  sind  gleichfalls  unbegründet.  Die  Lage  der  Hauptachsen 
des  Spannimgszustandes,  die  der  Verfasser  angiebt,  ist  durch  „Symmetrie- 
gründe“  nicht  mehr  angezeigt  als  unbegrenzt  viele  andere.  Die  Spannungen, 
welche  einer  Verschiebung  in  der  Richtung  der  Röhrenachse  entsprechen, 
können  nicht  nachträglich  in  Rechnung  gebracht  werden,  da  die  Spannungen 
von  allen  drei  Verschiebungskomponenten  abhängen,  und  nicht  von  zweien 
allein.  Die  Endformeln  des  Verfassers  sind  längst  durch  einwandlose  Be- 
trachtungen gegeben  worden.  Ihre  Übereinstimmung  mit  den  thatsächlich 
jfiltigen  Resultaten  beweist  nur,  dafs  auch  auf  unberechtigtem  Wege  zu  den- 
selben gelangt  werden  kann,  um  so  mehr  als  dieselben  vorher  bekannt 
waren. 

Wir  gehen  nunmehr  zu  der  Besprechung  der  Eigenart  der  in  den  Bänden 
1 und  rV  von  dem  Verfasser  vorgetragenen  Lehren  der  „Mechanik“  über. 
Die  Entwickelung  der  Lehren  der  theoretischen  Mechanik,  die  in  diesen 
Bänden  vorgelegt  werden,  zeigt  äufserlich  einen  auffallenden  Unterschied 
von  den  bisher  üblichen  Formen  des  Vortrags.  Der  Verfasser  vertritt  die 
Meinung,  dafs  in  der  Mechanik  bisher  der  Begriff  der  gerichteten  Gröfse 
nicht  in  der  angemessensten  Form  verwertet  worden  sei,  dafs  vielmehr  nur 
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die  Rechnung  mit  ungerichteten  Gröfsen  benutzt  worden  sei.  Die  scheinbar 
geometrische  Einführung  der  imaginären  Gröfsen  ,^abe  sogar  mehr  geschadet 
als  genützt.“  Er  hat  sich  daher  entschlossen,  mit  den  gerichteten  Gröfsen, 

„den  Vectoren  selbst“,  wie  er  sagt,  zu  rechnen,  und  in  seine  Entwickelungen 
die  Formen  (tes  inneren  und  äufseren  Produktes  einzuführen. 

Durch  den  Gebrauch  von  Richtungskoeffizienten  i,  k führt  er  zur  Dar-  I 
Stellung  der  Vektoren  lineare  Ausdrücke  in  den  Komponenten  der  Vektoren  ' 

für  ein  gegebenes  Koordinatensystem  ein.  Alle  gerichteten  Gröfsen  be-  I 

zeichnet  er  durch  Buchstaben  des  deutschen  Alphabets,  alle  ungerichteten 
durch  solche  des  lateinischen.  , 

Man  könnte  Veranlassung  nehmen,  die  Frage  aufzu werfen,  ob  solche 
rein  formale  Einführungen  dem  Unterrichte  von  Zuhörern,  die  am  Anfänge 
aller  mathematischen  Studien  stehen,  nicht  ein  für  sie  unverdauliches  Material 
zuführen.  Aber  der  Herr  Verfasser  enthebt  uns  jeder  weiteren  Diskussioo 
dieser  Frage  durch  die  eigentümlichen  Darlegungen,  die  er  selbst  auf  dem 
Gebiete  der  Rechnung  mit  gerichteten  Gröfsen,  den  Vektoren  selber,  im 
Verlaufe  seiner  Entwickelungen  vorlegt.  Wir  werden  zur  Kennzeichnung 
derselben  hier  die  Resultate  des  Kapitels:  „Dynamik  zusammengesetzter 
Systeme“  vorlegen,  in  welchem  die  allgemeinen  Bewegungsgleichungen  von 
Lagrange,  die  der  zweiten  Form,  zur  Entwickelung  gelangen  sollen.  Der 
Herr  Verfasser  meint,  dafs  die  Castiglianosche  Methode,  Aufgaben  der  Festig- 
keitslehre mit  Hilfe  von  Differentiation  an  der  zuvor  berechneten  Form-  ^ 

änderungsarbeit  zu  lösen,  genau  dem  Zwecke  entspräche,  der  bei  der  Ent-  ' 

Wickelung  dieser  Lagrangeschen  Gleichungen  beabsichtigt  wird  (Seite  279. 

Bd.  rV).  Wir  müssen  uns  wegen  des  beschränkten  Raumes  einer  Be- 
sprechung versagen,  die  eigenartigen  Ausführungen  des  Herrn  Verfassers 
über  die  allgemeinen  Sätze  der  Mechanik  hier  wiederzugeben , die  auf 
den  Seiten  280  etc.  gefunden  werden  können,  und  gehen  zur  Reproduktion 
der  Ableitung  der  Gleichungen  über,  die  der  Herr  Verfasser  als  die  Lagrange- 
sehen  bezeichnet.  Es  handelt  sich  um  die  Bewegungsgleichungen  eines 
Punktsystems,  bei  welchem  die  Koordinaten  der  einzelnen  Punkte  derart 
durch  eine  Anzahl  unabhängiger  Parameter  g,  sogenannter  allgemeiner  Koor- 
dinaten, ausgedrückt  sind,  dafs  die  Bedingungsgleichungen  zwischen  den  Koor-  j 
dinaten,  denen  das  System  unterworfen  ist,  identisch  erfüllt  werden.  Von 
diesen  Gleichungen  sagt  der  Herr  Verfasser  nichts,  auch  vermeidet  er  die 
Angabe  irgend  eines  Beispiels,  „weil  es  zum  Geiste  dieser  Betrachtungen 
gehört,  sie  so  allgemein  als  möglich  darzustellen“  (Seite  283). 

Er  beginnt  seine  Entwickelung  folgendermafsen  (Seite  284): 

„Man  betracht«  ferner  ein  Massenteilchen  m,  das  zu  irgend  einem  von 
den  Körpern  des  Systems  gehört.  Der  von  einem  festen  Anfangspunkte 
nach  m gezogene  Radiusvector  sei  mit  r bezeichnet.  (Deutsche  Buchstaben 
bezeichnen  die  gerichteten  Gröfsen  selbst.)  Während  der  Bewegung  des 
Systems  ist  r veränderlich,  und  die  augenblickliche  Gröfse  und  Richtung 
von  X ist  abhängig  von  Tq,  d.  h.  von  dem  Werte,  den  X in  irgend  einer 
Stellung  des  Systems,  die  als  seine  Normalstellung  angesehen  wird,  ein-  ' 
nimmt,  und  von  den  Koordinaten  q.  Wir  schreiben  also:  I 

t = f(tQ^  (j'j,  • • .,  Qn)’  ' 

Die  Form  det‘  Function  f hängt  von  der  besonderen  Construclion  des  Systems 
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n6.  Wir  bilden  jetzt  den  Ausdruck  fiir  die  lebendige  Kraft  des  Systems. 
Zunächst  erhält  man  aus  der  Gleichung  für  t 

. dr  dq^ 

dt  dqi  dt  ' dq^  dt  ' dq*  dt  ’ 

dem  Tg  ist  eine  Constante,  so  lange  man  dasselbe  Massenteilchen  be- 
trachtet. 

Für  die  lebendige  Kraft  L des  ganzen  Systems  hat  man  nach  Definition. 


Nach  Gleichung  (170)  erhält  man  daraus: 


T _ 1 , ,dxdqn\*^ 


(171) 


Jemand,  der  mit  Gleichung  (l69)  glaubt  irgend  welchen  Sinn  ver- 

^ X ^ X 

binden  zu  können,  wird  der  Meinung  sein,  dafs  die  Zeichen  ö — , ä — etc. 

Grofsen  darstellen  werden,  die  von  den  Cofistanteyi  abhängen,  und  dafs 
also  die  lebendige  Kraft  L abhängig  sein  mufs  von  den  sämtlichen  Kon- 
stanten Tq. 

Von  der  Gleichung  (171)  aus  erreicht  der  Herr  Verfasser,  durch  Rech- 
nungen, welche  denjenigen  nachgebildet  sind,  die  gewöhnlich  auf  die  La- 
gran  ge  sehen  Gleichungen  führen,  die  Gleichung 


djj 

, _ dqi  dL  /.  _ dqj\ 

dt  dqi  V‘~  dt}' 


(174) 


welche  nach  ihm  eine  der  La gran gesehen  Gleichungen  darstellen  soll. 

Allein  in  dieser  Beziehung  ist  er  in  offenbarem  Irrtum.  Diese  Gleichung 
kann  Lagrange  nicht  zugeschrieben  werden;  sie  ist,  so  lange  L durch  Glei- 
chung (171)  definiert  bleibt,  Eigentum  des  Herrn  Verfassers. 

Die  Gröfse  X,  welche  die  Gleichung  (174)  enthält,  ist  durch  die 
Constanten  mitbestimmt.  Diese  Constanten  sind  die  Werte  der  Ver- 
änderlichen r,  die  für  eine  gewisse  Normallage  des  Systems  statthaben, 
welche  selbst  zu  einer  bestimmten  Zeit  eintreten  kann,  und  sind  also  abhängig 
von  den  Koordinaten  werten  der  Systempunkte  zu  einer  bestimmten  Zeit. 
Die  Lagrangeschen  Gleichungen  führen  für  die  lebendige  Kraft  solche 
Constanten  nicht  mit  sich.  Die  Gleichungen  (174)  sind  daher  nicht  die 
Lagrangeschen,  und  würden,  wenn  sie  existierten,  nichts  Geringeres  als 
Integrale  der  allgemeinen  Bewegungsgleichungen  darstellen. 

Als  Äntcendungen  dieser  Entwickelungen  giebt  der  Verfasser  eigen- 
tümlicher WeLse  nicht  Anwendungen  seiner  eigenen  Gleichungen  (174), 
sondern  Anwendungen  der  bekannten  Lagrangeschen  Gleichungen  auf  zwei 
Beispiele. 

Das  erste  Beispiel  ist  das  des  physikalischen  Pendels. 

Die  zweite  Anwendung  macht  der  Herr  Verfasser  auf  ein  Problem,  ^ 
6r  Problem  von  Glocke  und  Klöppel  nennt,  welches,  wie  er  sagt,  in  einem  t^c  e, 

sich  mit  technischer  Mechanik  beschäftigt,  nicht  fehlen  dürfe. 
hätte  er  vielleicht  angeben  können,  dafs  seine  Entwickelungen  einer  Brosc 
^«8  Herrn  Veitmann  entnommen  sind.  Nur  der  Fehler,  der  m er  e 


350 


Rezensionen« 


hauptung  liegt,  dafs,  wenn  eine  veränderliche  Gröfse  zwei  Differential- 
gleichungen gleichzeitig  genügen  soll,  diese  beiden  Gleichungen  notwendig 
identisch  sein  müssen,  stammt  nicJit  von  Herrn  Veitmann. 

Zur  weiteren  Darlegung  der  Eigenart  dieser  Vorlesungen  über  tech- 
nische Mechanik  geben  wir  noch  einige  Beispiele  der  Behandlung  der 
Hydrodynamik  durch  den  Herrn  Verfasser.  In  einer  der  breiten,  nicht 
immer  glücklichen  Auseinandersetzungen  von  Nebendingen,  mit  denen  der  Herr 
Verfasser  seine  Entwickelungen  ausgestattet  hat,  erklärt  er  sein  Wohl- 
wollen für  die  Betrachtungsweisen  der  „höheren  Hydrodynamik.“  Er  sagt, 
dafs  er  dieselbe  für  seine  Vorlesungen  ganz  über  Bord  geworfen  haben 
würde,  wenn  er  sie  trotz  ihrer  Mängel  nicht  zu  schätzen  wüfste  (Seite  333). 

Er  beginnt  seine  Darstellungen  mit  einer  Einführung  des  Vektors  D 
der  Geschwindigkeit  eines  Flüssigkeitsteilchens,  den  er,  wie  bei  der  Ent- 
wickelung der  von  ihm  Lagrange  zugeschriebenen  Gleichungen,  durch  die 
Gleichung 

ö = <3p(r,  0 


als  Funktion  des  Vektors  des  Teilchens  schreibt.  Aber  nach  einigen  Schritten 
„sieht  er  sich  vor  die  Wahl  gestellt,  entweder  auf  das  Rechnen  mit  ge- 
richteten Gröfsen  etwas  näher  einzugehen“  oder  aber  die  üblichen  Methoden 
zu  benutzen. 

Wenn  er  auch  glaubt,  dafs  künftighin  niemand,  der  über  solche  Dinge 
schreibt,  von  der  Darstellung  nach  der  Vektormethode  abgehen  wird,  so 
möchte  er  doch  vorläufig  Mafs  halten  (Seite  333 — 343).  Der  Herr  Ver- 

fasser kehrt  nunmehr  zur  klassischen  Behandlung  zurück. 

Um  dem  Leser  das  Verständnis  des  Folgenden  zu  erleichtern,  werden 
wir  uns  von  hier  an  der  in  der  Hydrodynamik  üblich  gewordenen  Bezeich- 
nungen bedienen,  da  der  Gebrauch  der  Bezeichnungen  des  Herrn  Verfassers 
eine  längere  Erklärung  derselben  notwendig  machen  würde. 

Es  mögen  daher  m,  v,  w die  Geschwindigkeitskomponenten  eines  Flüssig- 
keitsteilchens  am  Orte  (ar,  y,  e)  zur  Zeit  t bezeichnen. 

Der  § 39  der  Vorlesungen  (S.  346)  trägt  die  Überschrift:  „Wirbel- 
bewegung und  wirbelfreie  Bewegung.“  Nach  dieser  Überschrift  würde  man 
glauben,  dafs  die  Definition  einer  wirbelfreien  Bewegung  aus  dem  Begriffe 
der  Wirbelbewegung  entnommen  werden  solle.  Der  Herr  Verfasser  aber 
definiert  zuerst  die  wirbclfrcic  Bewegung  auf  folgende  Weise. 

„Das  Kennzeichen,  dem  eine  wtirbelfreie  Bewegung  genügen  mufs,  ist 
dadurch  gegeben,  dafs  das  Integral 


j*{udx  -|-  vdy  + wdz)  = 0 


(215) 


über  jede  geschlossene  Linie  innerhalb  des  von  der  Flüssigkeit  erfüllten 
Raumes  gleich  Null  sein  mufs“  (Seite  347). 

Warum  man  diese  besondere  Art  der  Wasserbewegung  als  eine  wirbel- 
freie bezeichnet,  erläutert  er  aus  der  Umgangssprache  in  eigenartiger  Weise 
(Seite  348).  Diese  Definition  trägt  der  Umgangsspradic  Bechnung.  Si« 
weist  uns  an,  jeden  geschlossenen  Integrationsweg  gewissermafsen  als  wirbel- 
verdächtig  zu  betrachten.*^  Freilich  sei  das  Kennzeichen  (215)  mit  dem  Be- 
griffe der  Wirbelbewegung  der  Umgangssprache  nicht  geradezu  identisch; 


I 


I 
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„63  widerspricht  ihm  aber  nirgends  und  kann  als  eine  Verfeinerung  oder 
als  eine  schärfere  Fassung  dieses  Begriffes  betrachtet  werden“  (Seite  349). 

Die  Erfüllung  der  Gleichung  (215)  durch  jede  geschlossene  Linie  inner- 
halb eines  Raumes  kann  nicht  wohl  für  ein  „Kennzeichen“  der  wirbelfreien 
Bewegung  in  ihm  angesehen  werden.  Die  Benutzung  dieses  Kennzeichens 
würde  die  Nachprüfung  des  Verschwindens  des  Linienintegrals  für  jede  ge- 
schlossene Kurve  erfordern,  und  sehr  zeitraubend  sein.  Herausgegriflfene 
Stichproben  hätten  keine  Bew^eiskraft. 

Thatsächlich  drückt  aber  Gleichung  (215)  ein  Theorem  aus,  welches  aus 
dem  bekannten  Kennzeichen  der  wirbelfreien  Bewegung,  dafs  udx-{-  vdy  -f-  wdz 
das  Differential  einer  Funktion  des  Orts  darstellt,  für  den  Fall  der  Ein- 
deutigkeit dieser  Funktion  folgt.  In  mehrfach  zusammenhängenden  Räumen, 
in  denen  die  betreffende  Funktion  vieldeutig  werden  kann,  bleibt  das  Theorem 
ohne  Giltigkeit. 

Der  Herr  Verfasser  fügt  in  seinen  Erläuterungen  Folgendes  hinzu: 

„Zur  Vermeidung  von  Mifsverständnissen  betrachte  ich  noch  die  Be- 
wegung einer  Flüssigkeit  längs  eines  ringförmig  geschlossenen  Rohrs.“  Für 
einen  Integrationsweg,  der  dem  Rohre  folgt  und  sich  in  dieser  Weise 
schliefst,  sagt  er,  ist  die  Gleichung  (215)  natürlich  nicht  erfüllt. 

Der  Grund  dieses  scheinbaren  Widerspruchs  liegt  darin,  dafs  der  Sitz 
des  „Wirhels‘*  in  diesem  Falle  an  den  Flüssigkeitsgrenzen  liegt.  Im  ganzen 
genommen  ist  die  Bewegung  jedenfalls  nicht  loirbelfrd^  wenn  sie  auch  für 
jeden  einfach  zusammenhängenden  Bezirk  im  Innern  der  Flüssigkeit  wirbel- 
frei sein  kann.“ 

Unter  den  Flüssigkeitsgrenzen  können  im  Vorhergehenden  nur  die  Rohr- 
wandungen verstanden  sein. 

Aber  jeder  Stromfaden  von  endlicher  oder  unendlich  kleiner  Dicke 
bildet  wiederum  einen  ringförmigen  mit  bewegter  Flüssigkeit  gefüllten  Raum 
wie  das  ganze  ursprüngliche  Rohr;  also  ist  der  Sitz  des  Wirbels  an  der 
Begrenzung  jedes  Wirbelfadens,  also  überall  im  Innern  des  Rohrs.  Trotzdem 
ist  in  jedem  einfach  zusammenhängenden  Raumteil  desselben  die  Bewegung 
wirbelfrei.  Dieser  zweite  scheinbare  Widerspruch  bleibt  nach  den  Darlegungen 
des  Herrn  Verfassers  bestehen  und  bedarf  einer  Aufklärung. 

Auf  Seite  353  giebt  der  Herr  Verfasser  eine  durchaus  fehlerhafte  Ent- 
wickelung des  Lagr  an  gesehen  Satzes,  dafs,  wenn  die  Gröfse  «dx -1-  vdy  wdz 
zu  irgend  einer  Zeit  für  eine  Flüssigkeitsbewegung  ein  Totaldifferential  ist, 
sie  dieselbe  Eigenschaft  zu  jeder  Zeit  besitzt.  Er  beweist,  dafs  die  Rotations- 
komponenten für  ein  Flüssigkeitsteilchen  mit  der  Zeit  unveränderlich  bleiben 
(Seite  354). 

Auf  Seite  400 — 401  beiceist  er  die  Helinholtzschen  Formeln  für  die 
Änderungen  dieser  Komponenten  mit  der  Zeit. 

Wie  er  diese  beiden,  von  ihm  bewiesenen  Resultate  mit  einander  in 
Übereinstimmung  bringt,  bleibt  unverständlich.  Der  Herr  Verfasser  giebt 
auf  Seite  404  ferner  der  Meinung  Ausdruck,  dafs  in  den  Erwägungen  von 
Helmholtz  eine  für  das  Verständnis  nutzlose  Erschwei'ung  der  Unter- 
suchung liege,  die  er  in  seinen  Untersuchungen  durch  Weglassung  einfach 
beseitig  habe. 

Im  § 41  giebt  der  Herr  Verfasser  die  Dtirstellung  eines  partikulären 
Falls  der  Dirichletschen  Untersuchung  der  Bewegung  einer  Kugel  in  einer 
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unbegrenzten  Flüssigkeit.  Für  den  Fall  der  gleichförmigen  Bewegung  der 
Kugel  ergiebt  sich  der  Widerstand  der  Flüssigkeit  gegen  die  Kugel  be- 
kanntlich gleich  Null. 

Der  Herr  Verfasser  giebt  eine  neue  Behandlung  des  Problems,  ohne 
hydrodynamische  Gleichungen,  mit  Hilfe  des  Energieprinzips. 

Er  sagt  (Seite  366)  einfach: 

„Da  kein  Energiebedarf  vorliegt,  um  die  Bewegung  (des  festen  Körpers) 
zu  unterhalten,  braucht  dem  bewegten  Körper  auch  keine  Energie  zuge- 
führt  zu  werden,  d.  h.  der  Widerstand  der  Flüssigkeit  ist  gleich  Null.“ 

„Diese  Überlegung“,  bemerkt  er,  „hat  zugleich  den  Vorteil,  dafs  sie  die 
Gültigkeit  der  Betrachtung  von  dem  kugelförmigen  Körper  auf  einen  Körper 
von  beliebiger  Gestalt  erweitert“  (sic.). 

Mit  diesem  Satze  glauben  wir  unsere  Besprechung  schliefsen  zu  dürfen. 

Auf  Grund  des  vorstehend  beigebrachten  Materials,  welches  nur  einen 
kleinen  Teil  desjenigen  umfafst,  das  den  Vorlesungen  über  technische 
Mechanik  entnommen  werden  kann,  sprechen  wir  die  Überzeugung  aus, 
dafs  diese  Vorlesungen  für  das  Studium  der  Mechanik  nicht  empfohlen 
werden  können.  J.  Weingarten. 


Entgegnung  auf  das  Referat  des  Herrn  Weingarten. 

Durch  das  freundliche  Entgegenkommen  der  Redaktion  dieser  Zeitschrift 
bin  ich  in  den  Stand  gesetzt,  den  Ausführungen  des  Herrn  Weingarten 
einige  Bemerkungen  folgen  zu  lassen.  Freilich  mache  ich  davon  nicht  in 
der  Absicht  Gebrauch,  mich  gegen  das  ungünstige  Urteil  aufzulehnen,  das 
Herr  Weingarten  auf  Grund  des  von  ihm  gewonnenen  Gesamteindrucks 
über  mein  Werk  ausgesprochen  hat.  Im  Gegenteil:  wenn  ich  mich  in  die 
Anschauungsweise  des  Herrn  Weingarten  hinein  zu  versetzen  versuche, 
begreife  ich  recht  wohl,  dafs  ihm  meine  Arbeit  nicht  sympathisch  sein 
konnte.  Der  einzige  Zweck  meiner  Zeilen  soll  vielmehr  darin  besteheo, 
nach  Möglichkeit  eine  Verständigung  über  die  sachlichen  Meinungsunter- 
schiede zwischen  Herrn  Weingarten  und  mir  herbeizuführen.  Ich  hoffe 
dieses  Ziel  dadurch  erreichen  zu  können,  dafs  ich  einerseits  an  solchen 
Stellen,  bei  denen  Herr  Weingarten  mit  seinen  Einwendungen  meiner 
Meinung  nach  Recht  hat,  meinen  Fehler  zugestehe,  und  dafs  ich  andererseits 
dort,  wo  mir  der  Fehler  auf  seiner  Seite  zu  liegen  scheint,  dies  mit  einer 
kurzen  Auseinandersetzung  klar  zu  legen  versuche. 

Über  die  „Festigkeitslehre“  bemerkt  Herr  Weingarten  zuerst,  dafs 
es  ihm  namentlich  auf  solche  Stellen  in  meinem  Buche  ankomme,  die  Ab- 
weichungen vom  Hergebrachten  zeigten.  Da  sich  seine  Auseinandersetzungen 
nachher  vorwiegend  um  die  von  Castigliano  in  die  Festigkeitslehre  ein- 
geführten Methoden  drehen,  möchte  ich  mir  darauf  hinzuweisen  erlauben, 
dafs  meine  Entwickelungen  über  diese  Methoden  kaum  irgendwo  über  das 
hinausgehen  und  von  dem  abweichen,  was  auch  in  vielen  anderen  Büchern 
und  namentlich  in  zahlreichen  Abhandlungen  zu  finden  ist,  und  was  schon 
seit  langer  Zeit  in  der  laufenden  Praxis  jeder  gröfseren  Brückenbauanstalt 
angewendet  wird.  Natürlich  sage  ich  dies  nicht,  um  mich  durch  eine  Be- 
rufung auf  die  Autorität  meiner  in  der  Praxis  stehenden  Kollegen  zu  decken, 
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sondern  nur  um  ein  nahe  liegendes  Mifsverständnis  bei  dem  mit  diesen 
Dingen  weniger  vertrauten  Leser  zu  vermeiden. 

Zu  meinen  Definitionen  über  Elastizität  u.  s.  f.  sagt  Herr  Wein- 
garten: 

^yjka  welches  aulsen  Befindliche  diese  Arbeit  beim  allmählichen  Ab- 
tragen der  Belastung  abgegeben  wird  . . giebt  er  nicht  an.“ 

Die  Antwort  hierauJf  hängt  von  den  Umständen  ab,  unter  denen  der 
Belastungsversuch  angestellt  wird.  War  z.  B.  ein  Draht  durch  ein  au- 
gehängtes  Gewicht  P um  die  Strecke  y gedehnt,  so  wird  während  des  Ab- 
tragens der  Belastung  die  jeweilig  noch  zurückgebliebene  Belastung  gehoben. 
Hier  wird  also  die  im  Drahte  aufgespeicherte  Arbeit  an  das  Belastungs- 
gewicht abgegeben  und  in  potentielle  Energie  dieses  Gewichtes  umgesetzt. 
Ich  brauche  auch  wohl  nicht  weiter  auszuführen,  dafs  die  vorher  während 
des  allmählichen  Auf  bringe  ns  der  Belastung  dem  Drahte  zugeführte  und 
während  des  allmählichen  Abtragens  der  Belastung  wieder  nach  aufsen  ab- 
gegebene Energie  den  Wert  \Py  hat. 

An  einer  späteren  Stelle  kommt  Herr  Weingarten  freilich  auf  die.se 
Frage  zurück,  indem  er  von  einer  mir  zugeschriebenen  „Theorie“  des  all- 
mählichen Anwachsens  der  Lasten  während  der  Formänderung  spricht  und 
Schlüsse  zieht,  von  denen  er  sagt,  dafs  ich  sie  eigentlich  hätte  ziehen  müssen, 
gegen  die  sich  mein  Verstand  aber  entschieden  sträubt.  Es  handelt  sich 
um  die  Betrachtungen,  die  mit  dem  Satze  beginnen: 

„Der  Wert  der  Lasten  im  Anfangsmoment  der  Durchbiegung  ist  Null, 
diesem  entspricht  die  Einsenkung  Null,  die  zunächst  bestehen  bleibt.“ 

So  lange  kann  ich  ihm  folgen.  Wenn  er  aber  nachher  sagt,  dafs  bei 
einem  nach  meinen  Vorschriften  belasteten  Balken  eine  Deformation  über- 
haupt nicht  zu  Stande  kommen  könne,  so  kann  ich  mir  dies  nur  dadurch 
erklären,  dafs  Herr  Weingarten  die  Lasten  als  die  Ursachen,  die  Durch- 
biegungen als  die  Wirkungen  betrachtet  und  annimmt,  dafs  die  Ursachen 
den  Wirkungen  vorausgehen  mülsten.  Ich  will  mich  hier  nicht  auf  das  oft 
behandelte  philosophische  Thema  über  das  Verhältnis  von  Ursache  und 
Wirkung  einlassen  und  nur  darauf  aufmerksam  machen,  dafs  sich  das  Ver- 
hältnis ebenso  gut  auch  umkehren,  die  Durchbiegung  also  als  Ursache,  die 
Last  als  Wirkung  ansehen  läfst.  So  wie  der  Versuch  in  einer  Festigkeits- 
masebine  angestellt  wird,  ist  diese  Auffassung  sogar  die  näher  liegende  und 
allgemein  gebräuchliche.  In  Band  I,  8.  285  der  2.  Auflage  meiner  Vor- 
lesungen ist  dies  näher  auseinander  gesetzt. 

Ferner  bemerke  ich  noch,  dafs  man  überhaupt  nicht  von  einer  „Theorie“ 
des  allmählichen  Anwachsens  der  Lasten  reden  kann,  sondern  nur  von  einer 
Beschreibung  des  thatsächlichen  Hergangs,  wie  er  sich  bei  einem  Belastungs- 
versuche in  der  Regel  abspielt.  Am  wenigsten  dürfte  aber  diese  „Theorie“ 
zugeschrieben  werden,  da  diese  einfache  Betrachtung  seit  Poncelet, 
'der  sie  zuerst  angestellt  zu  haben  scheint,  überall  in  den  Lehrbüchern  der 
technischen  Mechanik  wiederkehrt. 

Zu  dem,  was  Herr  Weingarten  über  den  Satz  von  Castigliano 
sagt,  der  nach  ihm  ohne  jeden  präzisen  Inhalt  sein  soll,  muls  ich  aller- 
dings bekennen,  dafs  ich  in  meiner  eigenen  Darstellung  dieses  Satzes  in- 
sofern gefehlt  habe,  als  ich  die  stillschweigend  auch  bei  dem  „allgemeinen“ 
Falle  immer  noch  beibehaltenen  Voraussetzungen  nicht  ausdrücklich  genannt 
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habe.  Ich  hole  dies  nach,  indem  ich  bemerke,  dafs  bei  allen  Betrachtungen 
in  § 28  ein  Körper  vorausgesetzt  wird,  der  so  gestützt  ist,  dafs  Bewegungen 
ohne  Formänderung  ausgeschlossen  sind.  Zugleich  mache  ich  darauf  auf- 
merksam, dafs  unter  den  „äuGseren“  Kräften,  von  denen  dort  die  Bede  ist, 
solche  zu  verstehen  sind,  die  man  — im  Gegensätze  zu  den  durch  sie  mit 
bedingten  Stützkräften  — einzeln  und  unabhängig  von  den  übrigen  beliebig 
zu  ändern  vermag.  Dabei  darf  man,  wenn  es  zweckmäfsig  erscheint,  auch 
von  dem  Kunstgriffe  Gebrauch  machen,  einzelne  der  Auflagerkräfte  zu  den 
„äufseren“  Kräften  oder  den  „Lasten“  zu  rechnen,  falls  nur  die  übrig 
bleibenden  Auflagerkräfte  zur  Herstellung  des  Gleichgewichts  bei  beliebiger 
Wald  der  äufseren  Kräfte  ausreichen.  Freilich  entfernt  man  sich,  wenn 
man  so  verfährt,  zunächst  von  dem  Falle,  der  untersucht  werden  sollte; 
sobald  man  aber  nachträglich  die  zu  den  äufseren  Kräften  gerechneten 
Auflagerkräfte  so  wählt,  dafs  die  zugehörigen  Auflagerbedingungen  er 
füllt  sind,  deckt  sich  der  betrachtete  Fall  wieder  mit  dem  ursprünglich  ge- 
gebenen. 

Wenn  man  diese  Erläuterungen  beachtet,  wird  man  keine  Einwendungen 
gegen  meine  Darstellung  der  Gas t ig li an o sehen  Methode  und  alles,  was 
damit  zusammenhängt,  erheben  können.  Herr  Weingarten  glaubt  zwar, 
den  Satz  an  dem  Beispiele  des  in  drei  Punkten  unterstützten  Balkens 
widerlegen  zu  können,  indem  er  den  Ausdruck  für  die  Formänderungs- 
arbeit A nach  den  Auflagerkräften  B und  C differentiiert  und  zeigt,  dafs 
man  von  Null  verschiedene  Werte  für  die  Differentialquotienten  erhält, 
während  man  nach  dem  Castiglianoschen  Satze,  wie  er  meint,  Null 
erhalten  müfste.  Er  verstöfst  aber  dabei  gegen  den  von  ihm  selbst  an- 
geführten Wortlaut  des  Satzes: 

„Wenn  man  die  Deformationsarbeit  eines  elastischen  Körpers  in  einer 
Funktion  der  „äufseren'*  Kräfte  ausdrückt,  so  giebt  der  Differential-Quotient 
dieses  Ausdrucks  in  Bezug  auf  eine  dieser  Kräfte  . . . .“ 

Man  beachte  wohl,  der  Satz  spricht  hier  nur  von  den  „äufseren“ 
Kräften,  und  Herr  Weingarten  wendet  ihn  auf  eine  der  Auflagerkräfle 
an,  die  nicht  zu  den  äufseren  Kräften  gerechnet  werden  können.  Dafs  dann 
ein  falsches  Resultat  herauskommt,  kann  nicht  Wunder  nehmen.  Offenbar 
handelt  es  sich  hier  nur  um  ein  MiTsverständnis  im  Wortgebrauche,  das  ent- 
weder von  mir  durch  ungenaue  Ausdrucksweise  oder  von  Herrn  Weingarten 
durch  flüchtiges  Lesen  verschuldet  ist.  In  diesem  ZweifelsfaUe  will  ich  die 
Schuld  immerhin  auf  mich  nehmen. 

Die  Einwendungen  des  Herrn  Weingarten  gegen  die  §§63*  und 
63^  sind  zu  unbestimmt,  als  dafs  ich  mich  über  sie  äufsem  könnte;  ich 
vermag  weder  einzusehen,  dafs  ich  selbst  einen  Fehler  begangen  hätte,  noch, 
wo  sich  Herr  Weingarten  geirrt  haben  könnte,  um  zu  seinem  Wider- 
spruche zu  gelangen. 

Etwas  günstiger  liegt  die  Sache  bei  § 65,  da  Herr  Weingarten  hier 
eine  im  Gegensätze  zur  meinigen  stehende,  bestimmte  Behauptung  aufstellt, 
die  ich  leicht  widerlegen  zu  können  glaube.  Herr  Weingarten  sagt: 

„Unter  dieser  Voraussetzung  (dafs  sich  die  Verschiebungskomponenten 
im  ganzen  vom  Körper  erfüllten  Raum  nach  der  Stetigkeit  ändern)  sind 
daher  Eigenspannungen  des  Körpers,  der  dem  Einflüsse  äufserer  Kräfte  ent- 
zogen ist,  unmöglich.  Dagegen  sind  sie  möglich  bei  Flächen-Diskontinuitäten 
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der  Verschiebungen.  Die  Meinung  des  Verfassers,  dafs  „etwaige“  Eigen- 
spannungen durch  die  Theorie  nicht  berührt  würden,  ist  daher  unzutreflFend.“ 

Dem  gegenüber  mache  ich  darauf  aufmerksam,  dafs  man  z.  B.  in  einem 
Lampencylinder  durch  einseitige  Erwärmung  so  starke  Eigenspannungen  hervor- 
nifen  kann,  dafs  der  Bruch  durch  sie  herbeigeführt  wird.  Ähnlich  liegt  es  mit 
den  sogenannten  „Gufsspannungen“.  Glaubt  nun  Herr  Weingarten  wirklich, 
dafs  das  Auftreten  der  Eigenspannungen  in  diesen  Fällen  nur  durch  die 
von  ihm  genannten  Diskontinuitäten  erklärt  werden  könne,  oder  glaubt  er 
aüch  nxir,  dafs  es  überhaupt  physikalisch  durchführbar  wäre,  durch  eine 
darauf  eingerichtete  Art  des  Erwärmungsvorgangs  solche  Diskontinuitäten 
absichtlich  herbeizuführen?  Wenn  Herr  Weingarten  die  Frage  bejaht, 
sehe  ich  mich  zwar  nicht  geschlagen,  aber  jede  Möglichkeit  zu  einer  Ver- 
ständigung mit  ihm  über  diese  Frage  ausgeschlossen.  Denn  für  mich  ist  die 
Festigkeitslehre  angewandte  Naturwissenschaft  und  nicht  reine  Mathematik. 

Hinsichtlich  der  „dickwandigen  Röhren“  verweise  ich  der  Kürze  halber 
auf  die  Bemerkungen  am  Schlüsse  meiner  Entgegnung. 

Nun  folgt  die  Besprechung  der  Dynamik,  die  in  der  Kritik  der  von 
mir  gegebenen  Ableitung  der  Lag  ränge  sehen  Gleichungen  gipfelt.  Da 
Herr  Weingarten  hier  die  Vorflihrung  eines  Beispiels  vermifst  und  das 
später  folgende  Beispiel  des  physischen  Pendels  nicht  gelten  läfst,  weil  er 
meint,  dafs  ich  bei  ihm  von  ganz  anderen  Gleichungen,  als  den  von  mir 
abgeleiteten,  ausgegangen  wäre,  mögen  hier  die  Entwickelungen,  die  er 
kritisiert , von  vornherein  an  der  Hand  dieses  Beispiels  durchgegangen 
werden.  Für  ein  Pendel,  dessen  Massen  in  einer  zur  Aufhängeachse  senk- 
recht stehenden  Ebene  ausgebreitet  sind,  lautet  Gl.  (169) 

(169)  T = to  cos  g -f  VTof  • sin  q. 

Die  einzige  hier  vorkommende  allgemeine  Koordinate  q stellt  den 
Winkel  dar,  den  das  Pendel  zur  gegebenen  Zeit  mit  der  Normallage  bildet, 
und  f bedeutet  einen  in  der  Richtung  der  Aufhängeachse  gezogenen  Einheits- 
vektor. Für  b erhält  man 

(170)  d = ^^  = (—  to  sin 5 -f  Ftg!  • cos q)  ^ . 

Durch  Quadrieren  findet  man  hieraus 

d*  = (-  ro  sin  q-\-Vtol‘  cos  g)*  Xq^ 

und  wenn  man  dies  in  den  Ausdruck  für  L einsetzt,  erhält  man 

(171) 

falls  man  unter  d das  Trägheitsmoment  des  Pendels  versteht.  Ich  denke, 
Herr  Weingarten  wird  jetzt  schon  erkennen,  dafs  der  Irrtum,  der  offen- 
bar nur  durch  üngewandtheit  im  Rechnen  mit  Vektoren  zu  erklären  ist, 
auf  seiner  Seite  liegt. 

Die  Rüge,  die  mir  Herr  Weingarten  bei  dem  „Problem  von  Glocke 
und  Klöppel“  zu  Teil  werden  läfst,  scheint  auf  einer  unvorsichtigen  Aus- 
dmeksweise  zu  beruhen,  die  mir  Herr  Weingarten  als  Fehler  angerechnet 
bat.  Dafs  ich  Herrn  Veit  mann  nicht  nannte,  steht  übrigens  in  Überein- 
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Stimmung  damit,  dafs  ich  nur  bei  besonders  wichtigen  oder  bei  ganz  neuen 
Untersuchungen  auf  die  Quellen  zurückgriff  und  sie  citierte.  Freilich  hätte 
ich,  wie  sich  nachher  zeigen  wird,  durch  genauere  Quellenangaben  Herrn 
Weingarten  vor  einem  argen  Mifsgriffe  bewahren  können,  und  ich  will 
daher  nicht  leugnen,  dafs  das  Unterlassen  sorgfältiger  Quellenangaben  znm 
mindesten  für  manche  meiner  Leser  einen  Mangel  meines  Buches  bedeutet 

Nun  kommt  Herr  Weingarten  zur  Hydrodynamik.  Zu  den  Definitionen 
der  Wirbelbewegung  und  der  wirbelfreien  Bewegung  sagt  Herr  Wein- 
garten; 

„Aber  jeder  Stromfaden  von  endlicher  oder  unendlich  kleiner  Dicke 
bildet  wiederum  einen  ringförmigen  mit  bewegter  Flüssigkeit  gefüllten  Raum 
wie  das  ganze  ursprüngliche  Rohr;  also  ist  der  Sitz  des  Wirbels  an  der 
Begrenzung  jedes  Wirbelfadens,  also  überall  im  Rohr.“ 

Dem  gegenüber  bemerke  ich,  dafs  man  eine  Definition  auf  ihre  Zu- 
lässigkeit nur  dadurch  prüfen  kann,  dafs  man  die  nach  ihrer  Anweisung 
gebildeten  Folgerungen  ohne  willkürliche  und  mit  ihr  im  Widerspruche 
stehende  Zuthaten  durchführt.  Dagegen  fehlt  Herr  Weingarten,  indem 
er  bei  dom  Vergleiche  des  Stromfadens  mit  dem  ganzen  Rohre  die  ganz 
verschiedenen  Grenzbedingungen  aufser  Acht  läfst,  auf  die  es  nach  meiner 
Definition  grade  ankommt.  Steckt  man  einen  rechteckigen  Integrationsweg 
ab,  von  dem  eine  Seite  diesseits,  die  gegenüber  liegende  jenseits  der  Grenz- 
fläche liegt,  so  ist  das  Linienintegral  im  einen  Falle  Null,  im  andern  Ton 
Null  verschieden.  Die  Folgerungen  des  Herrn  Weingarten  können  daher 
aus  meiner  Definition  nicht  gezogen  werden. 

Im  übrigen  handelt  es  sich  hier  um  Definitionen,  die  man  nach  Be- 
lieben so  oder  auch  anders  fassen  kann,  so  lange  sie  nur  in  sich  wider- 
spruchsfrei bleiben.  Dafs  meine  Definition,  im  Gegensätze  zur  Meinung 
des  Herrn  Kritikers,  widerspruchsfrei  durchgeführt  werden  kann,  dürfte  sich 
aus  den  vorhergehenden  Bemerkungen  bereits  erkennen  lassen.  Ich  möchte 
nur  noch  darauf  hinweisen,  dafs  der  physikalische  Hergang  einer  Wasser- 
strömung längs  des  einzelnen  Stromfadens,  sobald  dieser,  um  wii-klich  gleiche 
Verhältnisse  mit  dem  ganzen  Rohre  herzustellen,  von  festen  W^änden  (oder 
auch  von  ruhendem  Wasser)  umgeben  wird,  selbstverständlich  ganz  ander? 
ausfällt,  als  wenn  der  Stromfaden  nur  einen  Bestandteil  der  ganzen  strömenden 
Wassermasse  bildet.  Bei  der  idealen,  reibungsfreien  Flüssigkeit  wäre  dies 
zwar  anders;  man  wird  aber  immerhin  verständlich  finden,  dafs  ein  Techniker 
bei  der  Auswahl  seiner  Definitionen,  sofern  nicht  zwingende  Gründe  dagegen 
sprechen,  auf  solche  Umstände  gern  von  vornherein  Rücksicht  nimmt 

Nun  folgt  eine  Einwendung,  die  ich  endlich  einmal  ohne  jede  Ein- 
schränkung als  richtig  anerkeimen  kaim.  Der  Beweis  des  Lagran gesehen 
Satzes,  von  dem  Herr  Weingarten  spricht,  war  in  der  That  in  der  1. 
Auflage  des  4.  Bandes,  die  Herrn  Weingarten  allein  vorliegen  konnte, 
ganz  fehlerhaft.  In  der  jetzt  gerade  erschienenen  Neuauflage  ist  die  Stelle 
geändert,  so  dafs  die  durchaus  zutrefiende  Rüge  in  Zukunft  fortfallen  kann. 

Ganz  anders  steht  es  aber  wieder  mit  der  Behandlung,  die  Herr 
Weingarten  dem  Satze  über  die  widerstandslose  Bewegung  eines  Körpers 
von  beliebiger  Gestalt  in  einer  reibungslosen  Flüssigkeit  zu  TeU  werden  lälst. 
Er  begnügt  sich  damit,  seine  Meinung  durch  ein  „sic“  kundzugeben,  das 
dem  Zusammenhänge  nach  nur  dahin  gedeutet  werden  kann,  dafs  Herr 
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Weingarten  nicht  nur  den  Satz  und  seinen  Beweis  für  falsch  hält,  sondern 
ihn  auch  gar  nicht  einmal  der  Mühe  einer  Widerlegung  wert  erachtet. 

Ich  berufe  mich,  um  meine  Ansicht  zu  verteidigen,  nur  ungern  auf 
das  Urteil  von  anderen.  Einer  so  wegwerfenden  Behandlung  gegenüber 
bleibt  mir  aber  kein  anderes  Mittel.  Ich  muCs  daher  erklären,  dafs  der 
Satz  auch  von  der  Autorität  Kirchhoffs  getragen  wird  und  längst  in  die 
anerkannten  Lehrbücher  der  Hydrodynamik  übergegangen  ist.  Es  wird 
genügen,  wenn  ich  hier  eine  Stelle  aus  La  mb,  Hydrodjrnamics,  Cambridge 
1895,  S.  177  anführe: 

„Hence,  as  was  first  pointed  out  by  Kirchhof f,  there  are  for  any 
solid  three  mutually  perpendicular  directions  of  permanent  translation ; that 
is  to  say,  if  the  solid  be  set  in  motion  parallel  to  one  of  these  directions, 
without  rotation,  and  left  to  itself,  it  will  continue,  so  to  move.“ 

Die  Stelle  bezieht  sich  auf  die  Bewegung  eines  Körpers  in  einer 
Flüssigkeit  und  enthält  schon  eine  Seite  des  von  Herrn  Weingarten  von 
oben  herab  behandelten  Satzes.  Das  Weitere  möge  man  dort  nachlesen; 
man  wird  dann  auch  finden,  dafs  selbst  mein  Beweis  dem  von  Kirchhoff 
in  den  Grundzügen  nachgebildet  ist,  wenn  er  auch,  da  die  ganze  Stelle  in 
memem  Buche  nur  eine  halbe  Seite  einnimmt,  mehr  andeutet,  als  streng 
durchführt 

Herr  Weingarten  bemerkt  zum  Schlüsse,  dafs  das  von  ihm  vorgebrachte 
Material  nur  einen  kleinen  Teil  dessen  ausmache,  was  in  meinem  Werke 
zu  tadeln  sei.  Immerhin  darf  ich  wohl  annehraen,  dafs  er  die  Auswahl 
schon  so  getroffen  haben  wird,  wie  sie  ihm  für  seinen  Zweck  am  günstigsten 
erschien.  Ich  glaube  daher  nicht  befürchten  zu  müssen,  dafs  eine  Zusammen- 
stellung anderer  Stichproben  ein  für  mich  wesentlich  ungünstigeres  Resultat 
liefern  könnte,  als  es  jetzt  vorliegt.  Freilich  will  ich  damit  keineswegs 
sagen,  dafs  nicht  an  gar  manchen  Stellen  meines  Buches  Angriffspunkte  zu 
Bemängelungen  für  einen  strengen  Beurteiler  zu  finden  wären.  Bei  der 
Abfassung  eines  Lehrbuches  für  den  ersten  Unterricht  des  Lesers  (und 
zumal  des  für  allzu  spitzfindige  Betrachtungen  wenig  empfänglichen  Tech- 
nikers) mufs  man  sich  aber  von  ganz  anderen  Rücksichten  leiten  lassen, 
als  von  der  steten  Sorge,  einem  angriffslustigen  Kritiker  jede  Gelegenheit 
oder  selbst  nur  den  Vorwand  zu  einem  Einwande  abzuschneiden.  Ich  hoffe, 
der  billig  denkende  Leser  wird  dies  zur  Entschuldigung  gelten  lassen,  wenn 
ihm  hie  und  da  eine  Stelle  wegen  unzureichender  Strenge  nicht  recht  ge- 
fallt. Wirkliche  Fehler  will  ich  ja  damit  natürlich  nicht  bemänteln;  diese 
werde  ich  gerne  anerkennen  und  sie  späterhin  abstellen,  sobald  ich  auf  sie 
aufmerksam  gemacht  werde.  A.  Föppl. 


Festschrift  Eur  Feier  der  Enthüllung  des  Gaufs-Weber-Denknials  in 
, ''Göttingen,  herausgegeben  von  dem  Fest-Komitee.  Inhalt:  D.  Hilbert, 
Grundlagen  der  Geometrie.  E.  Wiechert,  Grundlagen  der  Elektro- 
dynamik. 92  und  112  Seiten.  Leipzig  1899,  B.  G.  Teubner. 

Bei  den  grofsen  Erfolgen,  welche  im  Laufe  des  letzten  Jahrhunderts 
in  der  Begründung  der  Nicht-Euklidischen  Geometrie  gewonnen  wurden, 
steht  zufolge  der  neuesten  historischen  Forschungen  Gaufs’  Name  in  aller- 
erster Reihe  der  auf  diesem  Gebiete  erfolgreichen  Forscher.  Es  ist  deshalb 
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eine  sehr  passende  Ehrung  des  grofsen  Mathematikers,  wenn  Herr  Hilbert 
bei  Gelegenheit  der  feierlichen  Enthüllung  seines  Denkmals  als  Festschrift 
eine  Abhandlung  darbietet,  in  welcher  die  Grundlagen  der  Geometrie  all- 
gemein behandelt  werden.  Es  liegt  in  der  Natur  der  Sache  begründet,  dafs 
das  Bestreben,  die  Geometrie  auf  Grund  eines  Systems  widerspruchsloser 
und  ausreichender  Axiome  logisch  aufzubauen,  später  erwachte,  als  eine 
entsprechende  Behandlung  der  Grundlagen  der  Arithmetik.  Geometrischer* 
seits  stehen  diese  Untersuchungen  noch  jetzt  im  Flusse  der  Entvricklung, 
wie  die  dem  letzten  Jahrzehnt  angehörenden  Arbeiten  von  Killing,  Schur, 
Veronese  und  zahlreicher  weiterer  Forscher  zeigen.  Dafs  Herr  Hilbert 
seine  eigenen  Untersuchungen  auf  diesem  Gebiete  allgemein  zugänglich  ge- 
macht hat,  wird  bei  der  ganz  hervorragenden  logischen  und  kritischen  1^- 
gabung,  über  welche  der  Verfasser  verfügt,  allgemein  interessieren.  Da  es 
sich  hierbei  um  Untersuchun^gen  handelt,  welche  keine  besonderen  Vor- 
kenntnisse erfordern,  und  welche  insbesondere  auch  für  den  Lehrer  der  ele- 
mentaren Geometrie  von  grundlegender  Wichtigkeit  sind,  so  wird  es  gestattet 
sein,  auf  den  Inhalt  der  Hilbertschen  Abhandlung  noch  etwas  ausführ- 
licher einzugehen. 

Herr  Hilbert  ordnet  die  gesamten  Axiome  der  Geometrie  in  fünf 
Gruppen  an,  die  er  durch  die  Benennungen  „Axiome  der  Verknüpfung^, 
„Axiome  der  Anordnung“,  „Axiome  der  Parallelen“,  „Axiome  der  Kon- 
gruenz“ und  „Axiom  der  Stetigkeit“  bezeichnet.  Die  dritte  imd  die 
fünfte  Gruppe  bestehen  hier  je  nur  aus  einem  einzelnen  Axiome, 
die  auch  das  „Euklidische“  bez.  das  „Archimedische“  Axiom  heifsen. 
Die  Unabhängigkeit  des  Euklidischen  Axioms  von  den  übrigen  und  die 
daraus  entspringende  Möglichkeit  der  „Nicht-Euklidischen“  Geometrie  sind 
bekannt.  Überraschender  dürfte  die  Möglichkeit  einer  „Nicht- Archimedischen“ 
Geometrie  sein.  Das  Archimedische  Prinzip  wird  so  definiert:  sei  ein 

Punkt  einer  Geraden,  der  zwischen  den  Punkten  Ä und  B der  gleichen 
Geraden  gelegen  sei.  Weitere  Punkte  Aj,  Aj,  • • • sollen  so  auf  dieser 
Geraden  fixiert  werden,  dafs  Aj  zwischen  A imd  Aj,  Aj  zwischen  A^  und 
Aj  u.  s.  w.  gelegen  sind,  und  dafs  die  Strecken  AAj,  AjA,,  A,Aj,  ••• 
alle  einander  gleich  sind.  Das  Axiom  sagt  alsdann  aus,  es  gebe  einen 
Punkt  An  in  der  fraglichen  Reihe,  so  dafs  B zwischen  A und  A,  liegt 

Es  gelingt  dem  Herrn  Verfasser,  die  Unabhängigkeit  dieses  Axioms 
von  den  übrigen  zu  zeigen  und  damit  die  Möglichkeit  einer  Nicht- Archime- 
dischen Geometrie  darzuthun.  Der  Verfasser  benutzt  ganz  T»ie  in  der  ge- 
wöhnlichen analytischen  Geometrie  des  Raumes  ein  System  von  drei  Gröfsen 
Repräsentanten  eines  Punktes  und  ein  System  von  vier  Gröfsen 
(m,  r,  <r,  r),  die  nicht  durchgängig  verschwinden,  als  Repräsentanten  einer 
Ebene,  wobei  durch 

ux  V y w z r = 0 

zum  Ausdruck  kommen  soll,  dafs  der  Punkt  (x,  y,  z)  in  der  Ebene 
(«,  u,  tc,  r)  gelegen  ist.  Die  x,  y,  ■ - •,  r sind  reelle  Gröfsen,  für  welche 
jedoch  die  Begriffe  des  „Gröfser“  und  „Kleiner“  nicht  in  der  gewöhnlichen 
Weise  definiert  sind.  Man  bilde  nämlich,  unter  t eine  reelle  Variable 
verstanden,  das  System  aller  Gröfsen,  welche  aus  t durch  rationale  Rech- 
nungen und  die  irrationale  Operation  -f-  m*  entstehen,  wenn  a irgend 
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eine  bereits  gebildete  Gröfse  ist.  Das  System  dieser  algebraischen  Funk- 
tionen von  t stellt  eine  abzählbare  Menge  dar,  in  der  die  rationalen  Rech- 
nungen eindeutig  ausfahrbar  sind;  diesem  System  von  Gröfsen  sollen  die 
y»  " * *1  ^ entnommen  sein.  Eine  einzelne  Gröfse  des  Systems  hat  als 
algebraische  Funktion  von  t nur  endlich  viele  Nullpimkte  und  ist  infolge 
dessen  für  hinreichend  gröfse  Werte  t entweder  nur  positiv  oder  nur  nega- 
tiv. Nun  soll  a > b oder  a < b heifsen,  je  nachdem  (a  — b)  für  hinreichend 
gröfse  ( positiv  oder  negativ  ist.  Ist  n eine  ganze  rationale  Zahl,  so  ist  hiernach 
(n  — /)  beständig  negativ,  woraus  die  Nichtgültigkeit  des  Archimedischen 
Prinzips  sofort  entspringt.  Dagegen  zeigt  sich,  dafs  aus  den  oben  definier- 
ten „Punkten“  und  „Ebenen“  eine  Geometrie  entspringt,  in  welcher  die 
übrigen  Axiome  gelten. 

Bei  den  weiteren  Entwickelungen,  welche  vornehmlich  Euklids  Lehre 
von  den  Proportionen  und  die  Lehre  von  den  Flächeninhalten  betreffen, 
stehen  die  Sätze  von  Pascal  und  Desarguesim  Mittelpunkt.  Pascals  Satz 
wird  nur  auf  einen  in  zwei  Gerade  zerfallenden  Kegelschnitt  bezogen.  Sein 
Beweis  wird  zunächst  unabhängig  vom  Axiom  der  Stetigkeit  geführt.  Doch 
ist  dieser  Satz  auch  beweisbar,  wenn  man  an  Stelle  der  Kongruenzaxiome 
das  Archimedische  Axiom  als  gültig  ansieht.  Dagegen  fällt  der  Pascalsche 
Satz,  falls  man  sowohl  von  den  Kongruenzaxiomen  als  von  dem  Stetigkeits- 
aiiom  absieht.  Eine  „Nicht-Pascalsche“  Geometrie,  in  der  die  Axiome  der 
Verknüpfung,  der  Anordnung  und  der  Parallelen  gelten,  ist  demnach  auch 
eine  „Nicht-Archimedische“. 

Der  Satz  von  Desargues  sagt  aus,  daCs,  wenn  die  Seiten  zweier  Drei- 
ecke in  der  Ebene  paarweise  parallel  sind,  die  drei  Verbindungsgeraden 
korrespondierender  Ecken  durch  einen  Pimkt  laufen  oder  parallel  sind. 
Zum  Beweise  desselben  sind,  falls  man  sich  auf  Betrachtungen  in  der  Ebene 
beschränkt,  die  Kongruenzaxiome  notwendig.  Im  weiteren  Verfolg  der  sich 
au  den  Desarguesschen  Satz  anschliefsenden  Untersuchung  wird  eine  Rech- 
nung mit  Strecken,  die  auf  zwei  sich  schneidende  Geraden  vom  gemeinsamen 
Schnittpunkte  aus  abgetragen  sind,  ausgebildet.  Der  Inbegriff  dieser 
Strecken  läfst  sich  auch  als  ein  System  komplexer  Zahlen  auffassen,  für 
welches  sämtliche  Rechenvorschriften  der  elementaren  Arithmetik  aufser  dem 
kommutativen  Satze  der  Multiplikation  und  dem  Archimedischen  Satze 
gelten  Dieses  Zahlensystem  ermöglicht  den  Aufbau  einer  räumlichen 
Geometrie,  in  der  die  Axiome  der  ersten  drei  Gruppen  alle  gütig  sind. 
Hier  zeigt  sich  dann  das  bemerkenswerte  Resultat,  dafs  bei  den  in  dieser 
räumlichen  Geometrie  enthaltenen  ebenen  Geometrien  der  Desarguessche 
Satz  stets  gilt,  so  dafs  sich  der  Satz  von  Desargues  für  die  ebene  Geome- 
trie als  „Resultat  der  Elimination  der  räumlichen  Axiome“  darstellt. 

Der  letzte  Teil  der  Abhandlung  bespricht  geometrische  Konstruktionen 
auf  Grund  der  fünf  Axiomgruppen,  wobei  namentlich  die  Entwicklung  über 
die  Ausführbarkeit  geometrischer  Konstruktionen  mittelst  „Lineals  und 
Streckenübertragers“  interessieren  wird. 

In  dem  zweiten  Teüe  der  vorliegenden  Festschrift,  welcher  der  Ehrung 
Wilhelm  Webers  gilt,  hat  Herr  Wiechert  die  Grundlagen  der  Elektro- 
dynamik behandelt,  ein  Gebiet,  in  dessen  Fortentwicklung  der  Verfasser 
selbst  als  erfolgreicher  Forscher  eingegriffen  hat.  Auch  die  Wahl  dieses 
Themas  bei  der  genannten  festlichen  Gelegenheit  ist  eine  sehr  treffende 
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gewesen.  War  doch  durch  die  üntersnchungen  W.  Webers  über  das 
Verhältnis  der  elektrostatischen  zur  elektrodynamischen  Einheit  die  über- 
raschende und  oft  genannte  Beziehung  zui*  Lichtgeschwindigkeit  aufgedeckt 
worden,  wodurch  der  erste  Anstofs  zu  der  glänzenden  Entwicklung  der 
modernen  Elektrizitätstheorie  gegeben  war.  Es  handelt  sich  dabei  um  jene 
Theorie,  in  welcher  Faradays  Anschauungen  von  der  dielektrischen  Polari- 
sation (zur  Vermeidung  der  Hypothese  von  der  Femwirkung)  und  weniger 
Max  Wells  Hypothese  über  das  Wesen  der  Elektrizität  als  einer  inkom- 
pressiblen  Flüssigkeit,  als  vielmehr  seine  ebenso  einfachen  wie  universellen 
elektrodynamischen  Grundformeln  und  seine  Durchführung  der  Vereinigung 
von  Elektrodynamik  und  Optik  auf  der  Grundlage  der  allgemeinen  Mechanik 
das  vielbewunderte  Fundament  abgeben.  Aber  diese  Theorie  ist  auch  heute 
noch  im  vollen  Flusse  der  Entwicklung  begriffen.  Handelt  es  sich  doch 
bei  Maxwell  selber  nur  erst  um  die  Formulierung  der  Grundprinzipien  in 
hervorragend  einfacher  Gestalt,  während  die  weiteren  Ausführungen  und 
die  Fortentwicklung  seiner  Ideen  anderen  Forschem  überlassen  blieb.  Die 
Untersuchungen  von  Hertz,  Helmholtz,  H.  A.  Lorentz,  Boltzmann  und 
vielen  anderen  haben  hier  wesentliche  Fortschritte  gebracht.  Hier  schliefsen 
sich  nun  auch  die  eigenen  elektrodynamischen  Untersuchungen  des  Herrn 
Verfassers  an,  welche  den  Entwicklungen  von  Lorentz  am  nächsten  stehen, 
aber  unabhängig  von  den  letzteren  ausgefilhrt  wurden,  und  welche  sich 
namentlich  dadurch  von  den  sonstigen  hierher  gehörenden  Untersuchungen 
unterscheiden,  dafs  sie  auf  die  molekulare  Konstitution  der  Materie  Rück- 
sicht nehmen.  Es  wird  besonders  interessieren,  dafs  der  Verfasser  bei 
seinen  weiteren  Ausführungen  der  Max wel Ischen  Theorie  schliefslich  wieder 
zur  alten  Vorstellung  der  beiden  elektrischen  Materien  zurückkommt,  einer 
Anschauungsweise,  die  hier  natürlich  in  sehr  vertiefter  Gestalt  wiederkehrt. 
Auf  die  einzelnen  und  namentlich  die  mathematischen  Ausführungen  der 
Abhandlung,  deren  Verständnis  doch  eine  gröfsere  Reihe  von  Vorkenntnissen 
wünschenswert  macht,  einzugehen,  ist  hier  nicht  der  Ort.  Es  möge  also 
genügen,  mit  den  vorstehenden  kurzen  Andeutungen  auf  die  wertvolle 
Wiechertsche  Abhandlung  aufmerksam  gemacht  zu  haben.  Fricke. 


Ernst  Pascal.  Die  Variationsreohnung.  Autorisierte  deutsche  Ausgabe 
von  A.  Schepp.  VI  -j-  146  Seiten.  Leipzig  1899,  Teubner. 

Es  handelt  sich  um  eine  deutsche  Übersetzung  des  ersten  Teiles  des 
in  der  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.  Bd.  43,  Seite  147  der  historisch-littera- 
rischen  Abteilung  angezeigten  Werkes.  Das  Erscheinen  einer  deutschen 
Ausgabe  dieses  Werkes  ist  um  so  interessanter,  als  sich  dasselbe  mit  dem 
jüngst  herausgegebenen  Lehrbuch  der  Variationsrechnung  von  Kneser  sehr 
gut  ergänzt.  Kommen  im  letzten  Buche  in  ganz  hervorragender  Weise  die 
neueren  strengen  Methoden  von  Weierstrafs  zur  Geltung,  so  steht  bei 
Pascal  eine  organisch  gegliederte  D£ir.stellung  der  älteren  Entwicklung  der 
Variationsrechnung  im  Vordergründe.  Die  Übertragung  ist  durch  Heim 
Schepp  gewandt  durchgeführt,  und  die  Verlagsfirma  hat  das  Buch  mit 
bekannter  Güte  ausgestattet.  Fricke. 


Digitized  by  Google 


Rezensionen. 


361 


W.  de  Tannenberg.  Le9ons  nouvelles  enr  les  applioations  göomd- 
triques  dn  oaloul  diffdrentiel.  192  Seiten.  Paris  1899,  A.  Hermann. 

Für  das  Studium  der  Differentialgeometrie  sind  in  der  deutschen 
Lehrbuchlitteratur  verschiedene  höchst  brauchbare  Werke  vorhanden.  Die 
von  M.  Lukat  ausgeflihrtc  Übersetzung  der  Vorlesungen  von  Bianchi  ist 
jüngst  vollständig  geworden  und  stellt  ein  eingehendes  Spezialwerk  über 
die  Differentialgeometrie  dar.  Für  die  Einführung  in  dieses  Gebiet  ist 
Joachimsthals  wohlbekanntes  Werk  „Anwendung  der  Differential-  und 
Integralrechnung  auf  die  allgemeine  Theorie  der  Flächen  und  der  Linien 
doppelter  Krümmung“  höchst  brauchbar. 

Ist  hiernach  ein  neues  Buch  über  Differentialgeometrie  für  unser 
deutsches  Bedürfnis  nicht  gerade  eine  Notsache  gewesen,  so  wird  man  ein 
Werk,  welches  den  fraglichen  Gegenstand  noch  etwas  kompendiöser  als 
Joachimsthal  behandelt,  immer  doch  gern  willkommen  heifsen,  wenn  es, 
wie  das  hier  vorliegende  Buch,  klar  und  übersichtlich  abgefafst  ist. 

Der  Verfasser  gruppiert  seinen  Stoff  in  fünf  Abschnitte,  wobei  in  den 
beiden  ersten  die  gestaltlichen  Verhältnisse  der  Raumkurven  und  der 
krummen  Oberflächen  besprochen  werden,  während  in  den  drei  letzten  Ab- 
schnitten die  metrischen  Eigenschaften  der  Raumkurven,  der  Regelflächen 
und  der  nichtgeradlinigen  Flächen  zur  Behandlung  kommen. 

Die  beiden  descriptiven  Abschnitte  erstrecken  sich  auf  die  Tangenten 
und  osculierenden  Ebenen  der  Raumkurven,  auf  die  Tangentialebenen  der 
Oberflächen  und  behandeln  auch  die  Herstellung  von  Oberflächen  aus  Ge- 
raden- bez.  Kurvenscharen,  sowie  auch  die  einhüllenden  Flächen  bei  einfach 
und  zweifach  unendlichen  Flächenscharen.  Auch  werden  die  ersten  Defini- 
tionen über  abwickelbare  Flächen,  sovne  über  Strahlenkongruenzen  und 
Komplexe  gegeben. 

Die  metrische  Betrachtung  der  Raumkurven  erstreckt  sich  auf  die 
doppelte  Krümmung  derselben,  auf  den  Krümmungskreis,  auf  die  Darstellung 
der  Koordinaten  x,  y,  z der  Kurvenpunkte  als  Funktionen  der  Bogenlänge 
s und  dergleichen.  Als  Anwendungen  werden  diejenigen  Kurven  betrachtet, 
bei  denen  beide  Krümmungen  konstant  sind,  sowie  diejenigen,  bei  denen 
die  erste  Krümmung  eine  gegebene  Funktion  der  Kurvenlänge  s ist. 

Der  Abschnitt  über  Regelflächen  zerlegt  sich  natürlich  in  zwei  Teüe, 
die  nicht-abwickelbaren  und  die  abwickelbaren  Flächen  betreffend.  Am 
umfänglichsten  ist  der  fünfte  Abschnitt,  welcher  die  allgemeine  Betrachtung 
der  metrischen  Eigenschaften  der  krummen  Oberflächen  giebt.  Es  handelt 
sich  zunächst  im  wesentlichen  um  die  Entwicklung  der  G aufs  sehen  Theorie 
der  Flächenkrümmung.  Es  werden  die  sechs  charakteristischen  Funktionen, 
welche  die  Koeffizienten  der  beiden  fundamentalen  quadratischen  Differential- 
formen, sowie  die  zwischen  ihnen  bestehenden  Relationen  behandelt.  Ange- 
wandt werden  die  allgemeinen  Ansätze  der  Krümmungstheorie  insbesondere 
für  die  Behandlung  der  nächstliegenden  Beispiele  von  Kurven  auf  gegebenen 
Flächen,  der  geodätischen  Linien,  der  Krümmungslinien  u.  a. 

In  den  beiden  letzten  Kapiteln  folgen  noch  zahlreiche  spezielle  Aus- 
filhrungen,  welche  Rotationsflächen,  abwickelbare  Flächen  und  Flächen 
zweiten  Grades  betreffen,  auch  noch  eingehendere  Entwickelungen  über  die 
zugehörigen  quadratischen  Linien  und  verwandte  Gegenstände  bringen. 

Fricke. 
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Bernhard  Riemann.  EUiptisohe  Funktionen.  Vorlesungen.  Mit  Zu- 
sätzen herausgegeben  von  Hermann  Stahl.  VHI  -f-  1*14  Seiten  mit 
Figuren  iin  Text.  Leipzig  1899,  Teubner. 

Mit  der  Herausgabe  einer  Reihe  bisher  unzugänglicher  funktionen- 
theoretischer Vorlesungen  Riem  an  ns  wird  einem  berechtigten  und  zweifellos 
allgemeinen  Wunsche  der  Mathematiker  entsprochen.  Während  sich  die 
Herausgabe  von  Vorlesungen  über  Abel  sehe  Funktionen  und  solche  über 
hypergeometrische  Funktionen  in  Vorbereitung  befindet,  liegen  die  Vor- 
lesungen über  elliptische  Funktionen  in  der  Bearbeitung  von  Herrn  H.  Stahl 
bereits  vor.  Riemann  hat  zweimal  in  verschiedener  Form  Vorlesungen 
„über  Funktionen  einer  veränderlichen  komplexen  Gröfse,  insbesondere  ellip- 
tische und  Abelsche“  gehalten,  nämlich  im  Wintersemester  1855/56  und 
Sommersemester  1856,  sodann  das  zweite  Mal  im  Wintersemester  1861/62 
und  im  darauf  folgenden  Soramerseraester.  Der  Abschnitt  über  die  ellip- 
tischen Funktionen  ist  hierbei  so  selbständig  gefafst,  dafs  seine  gesonderte 
Herausgabe  rätlich  erschien. 

Der  Kenner  der  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  wird  von  der 
Riemannschen  Vorlesung  mit  dem  gröfsten  Interesse  Einsicht  nehmen,  ob- 
schon die  von  Riemann  geschaffenen  funktionentheoretischen  Anschauungen 
und  Methoden  längst  ihr  Recht  in  der  Theorie  der  elliptischen  Funktionen 
gewonnen  haben,  auch  ohne  dafs  Riemanns  eigene  Behandlung  dieser  Funk- 
tionen zur  allgemeinen  Kenntnis  gekommen  wäre.  Der  ausgedehnte  Ge- 
brauch anschaulicher  Überlegungen  kommt  gleich  von  Anfang  an,  wo  Rie- 
mann an  den  Begriff  der  doppeltperiodischen  Funktionen  anknüpft  und  dann 
sogleich  in  interessantem  Übergange  zum  Integral  erster  Gattung  und  zur 
zweiblättrigen  Fläche  gelangt,  zur  vollen  Geltung.  Die  Definition  der 
Perioden  durch  „beliebige*'  „geschlossene“  Wege  auf  der  zweiblättrigen 
Fläche  kennt  man  natürlich  längst  als  eine  für  Riemann  wesentliche 
Auffassung.  Bemerkenswert  sind  vor  allem  die  sehr  ausgedehnten  Erörte- 
rungen über  die  Abbildung  der  zweiblättrigen  Fläche  auf  ein  Parallelogramm 
(S.  20  ff.).  Die  Abbildung  der  Querschnittränder  auf  die  Parallelogramm- 
seiten nimmt  hierbei  das  Interesse  des  Autors  fast  vollständig  in  Anspruch, 
während  in  der  Weiterführung  der  Abbildung  auf  das  Innere  des  Parallelo- 
gramms eine  besondere  Schwierigkeit  nicht  erblickt  wird.  Auch  ist  charak- 
teristisch, dafs  Riemann  bei  Diskussion  dieser  Abbildung  dem  allgemeinen 
Falle  eines  beliebigen  komplexen  Moduls  A:*  aus  dem  Wege  geht  und  die 
Betrachtung  auf  reelle  A:*  des  Intervalls  0 < A;*  < 1 einschränkt  Freilich 
ist  diese  letztere  Beschränkimg  unzweifelhaft  nur  zur  Erleichterung  der 
Auffassung  der  Vorlesung  geschehen;  denn  es  ist  ganz  selbstverständlich, 
dafs  Riemann  in  dieser  Hinsicht  die  volle  Allgemeinheit  der  Anschauung 
besessen  hat.  Natürlich  kommen  auch  Stellen  vor,  wo  Riemann  hinter  der 
Genauigkeit  der  Überlegung,  welche  man  heute  an  wenden  würde,  zurück- 
bleibt. Man  vergl.  z.  B.  die  Art,  wie  das  Verhalten  der  elliptischen  Funk- 
tionen im  Unendlichen  (S.  3 und  37)  zu  Schlufsfolgerungen  benutzt  wird. 
Als  Gestalt  des  Normalintegrals  erster  Gattimg  wird: 


dx 

x (1  — m)  (1  — k*  x) 


benutzt,  die  man  eben  deshalb  mit  vollem  Rechte  als  die  Riemannsche 
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Nnrmalform  des  elliptischen  Integrals  erster  Gattung  bezeichnet.  Die  An- 
griffe, welche  gegen  diese  Terminologie  gelegentlich  erhoben  wurden,  er- 
weisen sich  daraufhin  als  unbegründet-  Die  Entwicklung  der  Theorie  wird 
von  Riemann  soweit  gefördert,  dafs  auch  die  Grundlagen  der  Lehre  von 
der  Transformation  der  elliptischen  Funktionen  entwickelt  werden.  In  einem 
für  sich  stehenden  letzten  Teile  der  Vorlesung  wird  dann  noch  einmal  die 
ganze  Theorie  auf  Grundlage  der  Thetafunktionen  entwickelt.  Das  erinnert 
natürlich  sofort  an  Jacobis  bekannte  Vorlesungen;  doch  hat  Riemann 
nach  der  Meinung  der  in  dieser  Frage  kompetentesten  Beurteiler  die  frag- 
lichen Vorlesungen  Jacobis  nicht  gekannt. 

Die  Art  des  Riemannschen  Vortrags  entsprach,  wenn  auch  gegen 
seinen  Willen,  öfters  der  grofsen  Schnelligkeit,  mit  der  er  befähigt  war, 
Schlufsketten  zu  übersehen.  Herr  Stahl  hat  in  dieser  Hinsicht  durch  Ein- 
fügung kurzer  Fufsnoten  sowie  durch  Erläuterungen  im  Text  das  Verständ- 
nis sehr  erleichtert.  Auch  erschöpfen  natürlich  Riemanns  Vorlesungen  ihren 
Gegenstand  in  keiner  Weise.  Um  dieselben  in  etwas  zu  ergänzen,  sowie 
namentlich  um  das  Studium  der  Vorlesungen  Riemanns  auch  solchen  Lesern 
zugänglich  zu  machen,  welche  nur  erst  die  Grundlagen  der  Funktionen- 
theorie kennen,  hat  der  Herr  Herausgeber  in  der  zweiten  Hälfte  des  Buches 
eine  Reihe  selbständiger  Erläuterungen  und  Ergänzungen  verfafst,  zu  denen 
er  als  ausgezeichneter  Kenner  der  elliptischen  und  Abel  sehen  Funktionen 
besonders  berufen  schien.  Dieselben  schliefsen  sich  in  der  Hauptsache  dem 
Gange  der  Riemannschen  Vorlesung  an.  Für  sich  steht  der  letzte  Ab- 
schnitt der  Ergänzungen,  in  welchem  Herr  Stahl  die  Grundlagen  der 
Weierstrafs sehen  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  und  ihre  Beziehung 
zur  Jacobischen  Theorie  erörtert.  ’ Fricke. 


Otto  Stolz.  Gnmdzüge  der  Differential-  und  Integralreclinung. 
Dritter  Teil:  Die  Lehre  von  den  Doppelintegralen,  eine  Ergänzung  zum 
ersten  Teile  des  Werkes.  Mit  41  Figuren  im  Text.  VIII  -f-  296  Seiten. 
Leipzig  1899,  Teubner. 

In  dem  in  der  Überschrift  genannten  Buche  giebt  Herr  Stolz  einen 
erschöpfenden  Bericht  über  die  Untersuchungen  zur  Theorie  der  Doppel- 
integrale.  Es  ist  dies  ein  Gegenstand,  der  erst  in  dem  letzten  Jahrzehnt 
zu  einem  befriedigenden  Abschlufs  gebracht  ist,  insbesondere  durch  die 
Untersuchimgen  von  de  la  V allee-Poussin  über  die  Verwandlung  eines 
uneigentlichen  Doppelintegrals  in  ein  zweimaliges  Integral.  Die  ganze 
Lehre  von  den  mehrfachen  Integralen  gehört  recht  eigentlich  in  das  Gebiet 
der  ,.Präzisionsmathematik“,  welche  neuerdings  wieder  sehr  in  den  Vorder- 
grund gerückt  ist,  und  der  die  Untersuchungen  des  Verfassers  von  jeher 
angehört  haben.  Diesem  Standpunkt  entspricht  es,  wenn  die  Grunddefini- 
tionen hier  überall  in  solcher  Weise  gegeben  werden,  dafs  über  keinen 
dabei  in  Betracht  kommenden  Gesichtspunkt  eine  Zweideutigkeit  übrig  bleibt. 
So  wird  beim  Doppelintegral  genau  die  Natur  der  Begrenzung  desjenigen 
Bereiches  festzulegen  sein,  auf  den  sich  die  Integration  bezieht,  sowie  auch 
Eigenschaften  der  Funktion  /'(ar,  t/),  welche  zu  integrieren  ist.  Die 
Existenztheoreine  zimächst  der  eigentlichen  Integrale,  bei  denen  der  Integra- 
tionsbereich ganz  im  Endlichen  liegt,  und  bei  denen  Unstetigkeiten  der  zu 
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integrierenden  Funktion  weder  im  Innern  noch  auf  dem  Rande  des  Inte- 
grationsbereiches auftreten,  werden  mit  aller  Ausführlichkeit  entwickelt 

Im  ersten  Abschnitt  wird  übrigens  die  Theorie  der  eigentlichen  zweimaligen 
6'  d 

Integrale  J {dy  ffix-,  y)  dx)  behandelt,  bei  denen  die  Grenzen  durchaus 

6 a 

endlich  sind  und  die  Funktion  f(x^  y)  an  jeder  Stelle  des  Bereiches 
^ ^y  stetig  ist.  Ist  eine  dieser  Bedingungen  oder  sind 
beide  nicht  mehr  erfüllt,  behält  aber  das  Integral  dennoch  eine  (durch 
einen  Grenzübergang  zu  definierende)  feste  Bedeutung,  so  spricht  man  von 
einem  „uneigentlichen“  zweimaligen  Integrale,  eine  Benennung,  die  ent- 
sprechend auch  bei  den  Doppelintegralen  Verwendung  findet.  Die  Be- 
nennung rechtfertigt  sich  deshalb,  weil  die  uneigentlichen  Integrale  Aus- 
drücke sind,  die  einen  Teil  der  Eigenschaften  der  eigentlichen  Integrale  be- 
sitzen. Festzustellen,  inwieweit  dies  der  Fall  ist,  unter  welchen  Um- 
ständen z.  B.  ein  uneigentliches  zweimaliges  Integral  Vertauschbarkeit  der 
Reihenfolge  der  Integration  gestattet,  ist  natürlich  ein  Hauptgegenstand  des 
Interesses.  Sind  in  dem  vorliegenden  Buche  die  grundlegenden  Entwick- 
lungen über  die  genannten  Fragen  der  Definition  und  Existenz  etc.  nament- 
lich auch  bei  den  uneigentlichen  Doppelintegralen  als  der  Hauptgegenstand 
der  Darstellung  angesehen,  so  finden  sich  daneben  doch  auch  die  Anwen- 
dungen berücksichtigt.  Bei  der  Theorie  der  eigentlichen  Doppelintegrale 
lag  ein  Eingehen  auf  die  Sätze  von  Green  und  Cauchy  nahe.  Aufserdem 
sowie  aufser  einigen  beiläufigen  Anwendungen  auf  Eul ersehe  Integrale  u. a 
sind  aber  in  einem  ausgedehnten  Kapitel  die  wichtigen  Anwendungen  der 
Doppelintegrale  auf  Kubatur  gesetzmälsjg  begrenzter  Volumina  und  Kompla- 
nation  krummer  Oberflächen  gegeben.  Am  Schlüsse  des  Bandes  sind  einige 
Nachträge  zu  früheren  Teilen  des  Stolz  sehen  Werkes  angefugt.  Diese 
Nachträge  betreffen  ein  paar  kurze  Mitteilimgen  aus  der  Mengenlehre,  sowie 
vor  allem  ergänzende  und  verallgemeinernde  Sätze  über  die  Definition  ein- 
facher reeller  Integrale.  Fricke. 


Hermann  Schubert.  Elementare  Arithmetik  und  Algebra.  VI  *f 
230  Seiten.  Göschen -Leipzig  1899. 

Nachdem  die  Verlagsbuchhandlung  G.  J.  Göschen  in  Leipzig  bereits 
in  einer  „Sammlung  Göschen“  eine  gröfsere  Reihe  „kleiner  Leitfäden  der 
Mathematik“  herausgegeben  hat,  geht  die  gleiche  Verlagsanstalt  nunmehr 
im  Verein  mit  Herrn  Schubert  in  Hamburg  an  die  Herausgabe  einer  weiteren 
Reihe  mathematischer  Lehrbücher,  welche  für  einen  etwas  höheren  Stand- 
pimkt  als  die  „Sammlung  Göschen“  bestimmt  sind.  Von  dieser  „Sammlung 
Schubert“,  welche  einstweilen  auf  zwanzig  Bände  geplant  ist,  und  zu  deren 
Durchführung  die  Herren  Unternehmer  eine  Reihe  namhafter  Fachgenossen 
gewonnen  haben,  sind  bisher  sechs  Bände  erschienen.  Die  Ausstattung  der 
in  Originaleinband  gebundenen  Bändchen  ist  eine  recht  gefällige,  sie  sind 
in  Oktavformat  gedruckt  und  die  Stärke  der  sechs  erschienenen  Teile 
schwankt  zwischen  10  und  24  Bogen.  Es  ist  zu  hoffen,  dafs  dies  Unter- 
nehmen namentlich  auch  im  Kreise  der  Techniker  und  Naturwissenschaftler, 
welche  auf  den  Gebrauch  |mathematischer  Kenntnisse  angewiesen  sind,  für 
die  Verbreitung  und  Befestigung  dieser  Kenntnisse  sehr  nützlich  sein  wird. 
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Herr  Schubert  giebt  selber  im  Bande  I seiner  Sammlung  eine  Behänd* 
lang  der  elementaren  Arithmetik  und  Algebra.  Die  reiche  Erfahrung  und 
das  pädagogische  Geschick  des  Verfassers  haben  ihn  auf  diesem  Gebiete 
schon  lange  zu  einem  geachteten  Schriftsteller  gemacht.  Die  Umgrenzung 
des  Stoffs  entspricht  ungefähr  dem  Umfange,  in  welchem  die  behandelten 
Gegenstände  an  unseren  mittleren  Schulen  gelehrt  werden.  Der  sechste 
Abschnitt  (Potenzen,  Wurzeln,  Logarithmen)  kommt  etwas  knapp  weg. 
Doch  sollen  Gegenstände,  welche  man  hier  vermifst,  wie  kubische  und 
biqnadratische  Gleichungen,  geometrische  Reihen,  Zinseszins-  und  Renten- 
rechnung u.  a.,  wie  der  Verfasser  in  der  Vorrede  mitteilt,  in  einem  beson- 
deren Bande  behandelt  werden. 

Sehr  dankenswert  ist  es,  dafs  der  Verfasser  eine  Reihe  historischer 
Notizen  (S.  218  ff.)  giebt,  was  sonst  in  den  Büchern  über  elementare 
Arithmetik  und  Algebra  nicht  die  Regel  ist.  Fricke. 


Oastay  Holzmüller.  Elemente  der  Stereometrie,  erster  Teil,  Lehr- 
sätze und  Konstruktionen.  XII  -|-  383  Seiten  mit  282  Textfiguren 
und  einer  Tafel.  Göschen-Leipzig  1899. 

Diese  Behandlung  der  Stereometrie  gehört  zwar  auch  der  „Sammlung 
Schubert“  an  (nämlich  als  Band  IV);  jedoch  weicht  dieselbe  in  ihrer  Ten- 
denz von  den  übrigen  bisher  erschienenen  Bänden  dieser  Sammlung  nicht 
unerheblich  ab.  Es  ist  doch  unzweifelhaft  der  Sinn  dieser  ganzen  Samm- 
lung mit  ihrer  Gliederung  in  viele  einzelne  Bändchen,  mathematische  Dis- 
ziplinen, welche  inhaltlich  als  geklärt  imd  dem  Umfange  nach  als  wohl 
abgerundet  angesehen  werden  dürfen,  in  knapper  und  namentlich  für  das 
einfuhrende  und  vielleicht  auch  selbständige  Studium  fafslicher  Gestalt  dar- 
zubieten. „Methodische  Versuche“  möchte  man  hier  schon  wegen  des  aus- 
gesprochen pädagogischen  Charakters  der  ganzen  Sammlung  ausgeschlossen 
sehen.  Ein  Buch  über  das,  was  man  mit  Fug  und  Recht  als  „Elemente 
der  Stereometrie“  ansehen  darf,  wird  man  natürlich  in  der  Sammlung 
Schubert  nicht  vermissen  wollen.  Man  möchte  dasselbe  als  ein  wichtiges 
Seitenstück  der  Bohnertschen  Trigonometrie  anreihen.  Der  Verfasser  ver- 
steht indessen  unter  den  „Elementen  der  Stereometrie“  etwas  ganz  anderes; 
er  wünscht  getreu  seinem  auch  bei  anderen  Gelegenheiten  befolgten  Stand- 
punkte, mit  „elementaren  Methoden“,  d.  h.  unter  Vermeidung  der  Hilfsmittel 
der  höheren  Analysis,  in  zahlreichen  Gebieten  der  ebenen  und  räumlichen 
Geometrie  möglichst  weit  zu  kommen.  Auf  Grund  dieses  Standpunktes 
werden  nun  ausgedehnte  Teile  der  darstellenden  Geometrie,  der  projektiven 
Geometrie  der  Ebene  imd  des  Raumes,  der  Geometrie  der  Flächen  und 
Kurven  im  Raume,  der  Krümmungstheorie  u.  s.  w.  behandelt,  wobei  natür- 
lich die  einzelnen  Gegenstände  bei  dem  knappen  zur  Verfügung  stehenden 
Baume  nicht  immer  ganz  systematisch  behandelt  werden  können.  Wie 
hierbei  die  Abgrenzung  gegen  andere  Bände  der  Sammlung,  speziell  gegen 
die  von  Herrn  Schröder  zu  verfassende  darstellende  Geometrie,  gedacht 
ist,  kann  erst  nach  Erscheinen  dieser  Bände  beurteilt  werden.  Zu  ver- 
muten steht,  dafs  Schröder  den  gröfsten  Teil  der  von  Herrn  Holzmüller 
behandelten  Gegenstände  auch  für  sich  in  Anspruch  nehmen  wird. 
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Ist  hierMich  Herrn  Holzmüllers  Buch  mehr  für  einen  schon  etwas 
vorgeschrittenen  Studierenden  oder  für  solche  Anfänger  geeignet,  welche 
sich  einer  erfahrenen  Leitung  erfreuen,  so  erkennt  Referent  gern  an,  dafs 
das  Buch  wegen  seines  aufserordentlich  reichen  und  vielseitigen  Inhaltes  für 
solche  Leser  auch  sehr  interessant  ist.  Zahlreiche  wichtige  Anwendungen 
auf  Krystallographie,  Perspektive,  Kartographie  u.  a.  greifen  belebend  in 
die  Entwicklung  ein.  Der  Verfasser  versteht  es  zugleich,  die  ältere  und 
neuere  Geschichte  der  zur  Behandlung  kommenden  Gegenstände  in  geschickter 
Weise  seiner  Darstellung  einzuflechten.  Auch  sind  viele  Citate  auf  moderne 
Autoren  gegeben,  welche  ja  freilich  für  den  Leser  von  sehr  ungleichem 
Werte  sind. 

Übrigens  hat  Referent  das  Fehlen  eines  Sachregisters  namentlich  bei 
dem  vorliegenden  Bande  der  Sammlung  wiederholt  bedauert.  Durch  Zu- 
fügung eines  solchen  Registers  würde  die  Brauchbarkeit  des  Buches  zum 
Nachschlagen  unzweifelhaft  sehr  gefordert.  Fricke. 


P.  Tolkmann.  Einführimg  in  das  Studium  der  theoretischen  Physik, 
insbesondere  in  das  der  analytischen  Mechanik  mit  einer  Einleitung  in 
die  Theorie  der  physikalischen  Erkenntnis.  370  S.  Leipzig  1900, 
B.  G.  Teubner. 

Die  unter  vorstehendem  Titel  herausgegebenen  Vorlesungen  des  Verf., 
der  gegenwärtig  die  theoretische  Physik  in  Königsberg  vertritt,  entspricht 
naturgemäfs  inhaltlich  zum  gröfseren  Teile  der  F.  Neu  mann  sehen  „Ein- 
leitung in  die  theoretische  Physik“.  Sie  behandeln  zunächst  die  gewöhnhehe 
analytische  Mechanik  der  Massenpunkte  und  starren  Körper,  jedoch  nur  so 
weit  Anwendung  höherer  Mathematik  (über  die  Grundlagen  der  Diffe- 
rential- und  Integralrechnung  hinaus)  nicht  erfordert  wird,  also  z.  B.  mit 
Ausschlufs  des  allgemeinen  Rotationsproblems  starrer  Körper.  Ein  beson- 
derer, für  den  Studierenden  der  Physik  überaus  nützlicher  Abschnitt  (IV) 
ist  den  „Anwendungen  insbesondere  der  Flächensätze  auf  Methoden-  und 
Instrumentenlehre  der  praktischen  Physik“  gewidmet;  es  werden  darin  die 
Besselschen  Pendeluntersuchungen,  die  Theorie  der  Hebelwage,  sowie  die 
Schwingungen  unifilar  und  bifilar  aufgehängter  Körper  besprochen.  — Es 
folgt  dann  als  V.  Abschnitt  die  Hydrostatik  mit  Einschlufs  der  Kapillarität; 
während  Hydrodynamik  und  AC'romechanik  gänzlich  fehlen.  Der  Kapillan- 
tätstheorie  ist  ein  verhältnismäfsig  grofser  Raum  gewidmet;  dafs  aber  der 
Verf.  hier  mit  der  Besprechung  seiner  eigenen  Beobachtungen  über  Steighöhen 
eine  Polemik  gegen  andere  Beobachter,  insbesondere  Quincke,  verbindet, 
scheint  dem  Ref.  doch  nicht  ganz  am  Platze  zu  sein.  Anerkennenswert  ist 
die  Aufnahme  eines  Abschnittes  (VI)  über  geophysikalische  Fragen,  worin 
die  Probleme  der  Erdgestalt,  der  Schwere  Verteilung,  des  Druckes  im  Erd- 
innem,  des  Benzenbergschen  Fall  Versuches  sowie  die  Methoden  zur  Be- 
stimmung der  mittleren  Erddichte  behandelt  werden.  Nebenbei  sei  jedoch 
bemerkt,  dafs  bei  ersterem  Problem  S.  313  die  unrichtige  Voraussetzuui; 
gemacht  wird,  bei  relativ  geringer  Dicke  der  die  starre  Kugel  bedeckenden 
Flüssigkeitsschicht  könne  die  gravitierende  Wirkung  der  letzteren  vernach- 
lässigt werden. 
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Der  letzte  Abschnitt  (Vil)  enthält  eine  kurze  Einfahmng  in  die  all- 
gemeinen Prinzipe  der  Mechanik,  wobei  der  Verf.  zum  Schlafs  auch  zu  den 
Darstellungen  der  Mechanik  von  Hertz  und  Boltzmann  Stellung  nimmt. 

Was  nun  die  im  vorliegenden  Werke  gegebene  Darstellung  der  Mecha- 
nik betrifft,  so  schliefst  sich  dieselbe,  indem  überhaupt  die  geschichtliche 
Entwicklung  stark  betont  wird,  derjenigen  in  Newtons  „Prinzipien“  an, 
welche  der  Verf.  dahin  charakterisiert,  „dafs  ihr  Wert  und  ihre  Festigkeit 
mehr  auf  einer  gegenseitigen  Stützung  und  rückwirkenden  Versiche- 
rung der  einzelnen  Teile  des  Systems  beruht,  als  auf  einer  einseitigen  Auf- 
führung auf  ein  von  vornherein  sozusagen  gegebenes  oder  als  gegeben  an- 
genommenes Fundament“.  Hiermit  ist-  gemeint,  dafs  bei  der  Aufstellung 
allgemeiner  Definitionen  und  Sätze  mannigfaltige  Bezugnahmen  auf  künftige 
Resultate  vorweggenommen  werden,  wie  umgekehrt  die  mannigfaltigsten 
Zurückverweisungen  auf  frühere  Verfügungen  und  Festsetzungen  statthaben 
müssen.  So  stellt  z.  B.  der  Verf.  den  Satz  von  der  Erhaltung  der  Energie 
als  allgemeines  „Postulat“  auf;  dieses  bietet  aber  in  sich  nicht  die  Mittel, 
dem  Begriff“  der  Energie  von  vornherein  einen  reellen  Inhalt  zu  geben,  son- 
dern diese  Mittel  bieten  sich  erst  bei  deren  Anwendung  auf  die  Mannig- 
faltigkeit der  Naturerscheinungen;  und  indem  sich  bei  dieser  wiederholten 
Auwendimg  des  Postulats  keine  inneren  Widersprüche  zeigen,  erhält  dasselbe 
seine  „rückwirkende  Verfestigung“. 

Der  Verf.  legt  bei  seiner  Darstellung  den  gröfsten  Wert  auf  die  er- 
kenntnistheoretischen und  methodischen  Grundlagen.  Er  schickt  daher  der 
Vorlesung  über  Mechanik  selbst,  deren  Inhadt  oben  kurz  angegeben  wurde, 
eine  „Einleitung  in  die  Theorie  der  physikalischen  Erkenntnis“  voran,  worin 
die  methodischen  Grundlagen  und  Regeln  der  Physik  eingehend  erörtert 
werden.  Die  hierin  im  Zusammenhang  niedergelegten  Ansichten  des  Verf. 
sind  von  demselben  gröfstenteils  schon  seit  1892  in  einer  Reihe  von  Vor- 
zügen und  Abhandlungen  entwickelt  worden,  so  dafs  ein  näheres  Eingehen 
darauf  an  dieser  Stelle  unterbleiben  kann.  — Besonders  wegen  dieser  Ein- 
leitung und  der  Durchdringung  der  ganzen  Darstellung  der  Mechanik  mit 
erkenntnistheoretischer  Kritik  kann  die  Lektüre  der  Volkmannschen  Vor- 
lesxmg  den  Studierenden  der  Physik  angelegentlichst  empfohlen  werden. 

F.  POCKELS. 


VermisclLte  Mitteilungen. 


1.  Aufgaben  und  Lehrsätze. 

12.  Mit  dem  symmetrischen  System  der  Gröfsen  »ei 

quadratische  Form 

1,  m 

H>  * 

gebildet,  deren  Variable  den  Bedingungsgleichungen 

1,  m 

(1)  = 0 (?-l.  t,  - .0 

unterworfen  sind ; dabei  sei  r < w und 


sodafs  die  Form  q>  durch  die  Variabein  iTr  + i»  • • aU«in  ausgedrückt 

werden  kann: 

•••,  O- 

Es  ist  nun  häufig  erwünscht,  den  Charakter  der  Form  i/;,  insbesondere 
ob  sie  definit  ist  oder  nicht,  zu  erkennen,  ohne  erst  die  Variabein 
• "»  eliminiert  zu  haben.  Riehe lot  hat  auf  Grund  von  Maximums- 
betrachtungen (Astr.  Nachr.  48  Nr.  1146,  1858)  folgenden  Satz  bewiesen. 
Setzt  man 

0 • • • 0 5ii 

• • • • 

• • • • I 

0 • • . 0 

^1*  ’ • Kl  «U  «!«•••  ^Ifi 

• • • * 

• • • • 

• • • « 

* • Kfi  %2*  • • 

SO  ist  die  Form  rp  definit,  wenn  die  Gröfsen  • • *, 

alle  dasselbe  oder  abwechselnde  Vorzeichen  haben. 

Es  wird  die  Aufgabe  gestellt,  dieses  Resultat  direkt  und  algebraisch 
abzuleiten;  allgemeiner  untersuche  man  die  Beziehung  zwischen  den  Vor- 
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Zeichen  der  Grössen  und  den  Anzahlen  positiver  und  negativer  Qua- 
drate, welche  auftreten,  wenn  man  die  Form  xp  in  eine  Summe  von  Qua- 
draten linearer  Funktionen  von  ^r+ij  • * s verwandelt. 

Es  wird  also  eine  Verallgemeinerung  der  Untersuchungen  gewünscht, 
welche  für  quadratische  Formen  mit  unabhängigen  Argiunenten  in  Webers 
Lehrbuch  der  Algebra  Bd.  1 (2.  Aufl.)  § 89  durchgeführt  sind. 

A.  Kn£8ER. 


13.  Die  Bezeichnungen  der  Aufgabe  12.  festgehalten,  sei  die  Form 
• *,  Xm)  als  Summe  von  P positiven  und  N negativen  Quadraten 
linearer  Funktionen  darstellbar;  dann  nennt  man  neuerdings  P -j-  AT  den 
Rang,  P — N die  Signatur  der  Form  xp.  Wir  bezeichnen  diese  Zahlen 
auch  als  Rang  und  Signatur  der  Form  q>  bei  den  Bedingungsgleichimgen 
(1).  Es  werde  ferner,  wenn  n'^  r ist,  gesetzt 


ü 

h,  • • • 

b 

* • ö _ 

f4  V 

rfi 

fin 

K 

0 • • • 

0 

i. 

• 

• 

* 

0 • • • 

• 

• 

• 

0 

a,  ^ 

bjj  • • • 

Kx 

«11  • 

• * a. 

1 »1 

• 

• 

• 

• 

. 

« 

• 

• 

• 

« 

• 

• 

• 

• 

• 

*>1.  • • • 

Kn 

««1- 

■ • a 

dann  untersuche  man  die  Beziehung,  in  welcher  Rang  und  Signatur  der 
Form  9>  bei  den  Bedingungen  (1)  zu  Rang  und  Signatur  der  Form 


bei  den  Bedingungen 


sowie  der  Form 


1,  m — n 


« -f-  <7,  » 


o,  t 


(f  = 1,  2,  • • •,  r) 


stehen.  Diese  Beziehung  ist  für  den  Fall,  dafs  die  Gleichimgen  (l)  weg- 
fallen, die  Variabein  also  unabhängig  sind,  von  Frobenius  (Grelles 
Journal  114,  191,  Sitzungsber.  d.  Berl.  Akad.  1894  I)  angegeben;  es  zeigt 
sich  dann,  dafs  die  Signatur  der  Form  q>  die  Summe  der  Signaturen  der 
Form  0 und  der  Form 

yp 

± «M  * • • »n« 

ist,  und  dafs  dieselbe  Beziehung  zwischen  den  Rangzahlen  obwaltet. 

Eine  Beziehung,  welche  nach  verschiedenen  Richtungen  als  spezieller 
Fall  der  oben  geforderten  erscheint,  habe  ich  zu  Zwecken  der  Variations- 
rechnung abgeleitet  (Math.  Ann.  51,  329).  A.  Kneser. 
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14.  L’hyperbole  d’Apollonius  relative  a chacim  des  points  d’une  ellipse 
enveloppe  une  Kreuzcurve.  Les  points  d'intersection  des  deux  hyperboles 
d’Apollonius  relatives  a deux  points  conjugues  de  l’ellipse  sont  situes  sur 
une  Kreuzcurve  homothetique  a la  precedente.  E.  N.  Barisien. 


15.  La  normale  en  un  point  M variable  d’une  ellipse  de  ceutre  0 
rencontre  le  grand  axe  de  l’ellipse  en  N.  Le  point  N se  projette  en  P 
sur  OM\  la  perpendiculaire  elevee  en  JV  a NM  rencontre  OM  eu  Q. 
Montrer  que  cha<’une  des  droites  NP  et  NQ  est  normale  a uno  ellipse 
fixe.  Trouver  les  lieux  des  points  P et  ^ et  calculer  l’aire  de  ces  courbes. 

E.  N.  Bari8ie.n. 

16.  Demontrer  que 


in 


/V 
• * 


(a*co8*0  — 6*sin*6)’(a*co8*6> -f  6’sin*©) 


(a*co8*0  -|-  b*sin*0)* 


tie 


in 


/ 8 1 i9\s  P(a*8in*ö  4- 6*co8*0)8in*0co8*ödO  ?r(a*  — 6*) 

= (“  +*’)  J -(awe-TiweF-  = -(«■-+ iy. 


E.  N.  Barisiex. 


17.  Soit  un  determinant,  dont  on  considere  une  diagonale  AB^  et  les 
lignes  obliques,  parallMes  a cette  diagonale 

A Tt 

•••••••  ■*  ■* 


Le  determinant  ^tant  du  n*  ordre,  ces  lignes  ont  « — 1,  n — 2,  2,  1 

termes. 

Ceci  pose,  soient  Qi  f‘t  ' ' ■»  ^ nombres  indetermines  quelconques, 

au  nombre  de  n — 1. 

On  multiplie  les  termes  de  la  premiere  ligne  parallMe  a AB  par 
Pi  Ql  ’ ' •,  t\  ceux  de  la  2',  par  pq^  qr,  • • •,  et  ainsi  de  suite,  jusqu’au 
demier  terrae  (de  l’angle)  qui  est  multiplie  par  pqr-'-t.  Enfin,  on  divise 
chaque  terme  au-dessus  de  AP  par  le  meme  nombre  qui  a servi  de  multipli* 
cateur  au  terme  symetrique. 

Demontrer  que  le  nouveau  determinant  obtenu  est  equivalent  au  deter- 
minant donne. 

N.  B.  Cette  transformation  peut  etre  precieuse  dans  certaines  appli- 
cations,  a cause  de  l’ind^terraination  des  Elements  p^  • • •,  t. 

C.  A.  Laisant. 


18.  Giebt  es  aufser  den  Achsenparallelen  und  den  durch  den  Mittel- 
punkt einer  Cassinischen  Linie  gehenden  Geraden  noch  andere,  deren 
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Schnittpunkte  mit  der  Kurve  durch  quadratische  Konstruktionen  gefunden 
werden  können?  Wo  liegen  diese  Geraden,  und  welches  sind  die  Kon- 
struktionen zur  Bestimmung  ihrer  Schnitte  mit  der  Cassini  sehen  Linie? 

Ed.  JANiscH-Prag. 


19.  Sind  s\  s"  ein  Strahlenpaar  der  Rechtwinkelinvolution  um  die 
Ecke  A eines  Dreieckes  ABC^  sind  ferner  B\  B"  die  Projektionen  von  B 
auf  s',  s",  und  heifsen  B'^  die  Schnittpunkte  der  CA  mit  den 

Parallelen  zur  BC  durch  B',  B'\  so  schneiden  sich  die  Parallelen  durch 
Pp  J5”  zu  bezw.  s",  s'  in  einem  Punkte  des  Feuerb  ach  sehen  Kreises  von 
ABC.  Ed.  JANiscH-Prag. 


20.  Soient  un  triangle  ABC\  Xy  y,  z les  coordonees  normales  d'un 
point  M'y  X,  Yy  Z les  coordonees  tripolaires  de  ce  point,  c’est  a dire  les 
distances  AMy  BMy  CM.  Trouver  le  lieu  des  points  M tels  que  Xx—  Yy. 

E.  Lemoine. 


21.  Es  seien  a^,  flj,  • • •,  a y die  (p{n)  zu  einer  natürlichen  Zahl 
« • • 'P®*  teilerfremden  Zahlen  <Cw?  Sj  bedeute  die  Summe  der  i-ten 
Potenzen  der  a,  TI  das  Produkt  der  j?,-,  II'  das  der  Differenzen  — 1, 
Vermöge  wirklicher  Aufstellung  der  a ist  zu  zeigen,  dafs: 

25,  = ntp{n)y  65g  = wH'  -f  (-  1)*),  dsj  = n*/7'  + (-  1)*). 

Hieraus  läfst  sich  folgern: 

1)  dafs  5,  durch  n teilbar  ist,  excl.  für  « ==  2; 

2)  dafs  durch  n teilbar  ist,  excl.  für  « = 2,  3,  und  wenn  einer  der 
Primfaktoren  p gleich  3,  die  andern  von  der  Form  3/i  + 2 sind; 

3)  dafs  5j  durch  teilbar  ist,  excl.  n = 2“  und  n = 2“/)'|. 

Zwischen  5„  5j,  besteht  die  homogene  lineare  Relation 

25j  — 3n5j  -f  w*5,  = 0, 

allgemein  zwischen  s„  5g,  Sj,  • • •,  S2  / + i : 

2s2/  + i — 

. . . _ ^ -f  l)n*^5,  = 0. 

W.  Fr.  Meyer. 

22.  Mit  elementaren  Hilfsmitteln  ist  nachzuweisen,  dafs  das  unendliche 
Produkt  lim  ("jj)  für  m -|-  1 > 0 den  Grenzwert  Null,  für  w -f  1 < 0 den 

II  = aD 

Grenzwert  oo  besitzt. 

Hieraus  läfst  sich  für  unendliche  Produkte  ein  spezielles  Konvergenz- 
kriterium herleiten,  das  eine  ersichtliche  Analogie  mit  dem  Ra  ab  eschen 
Konvergenzkriteriura  für  unendliche  Reihen  darbietet:  „Ist  77„  = jr, 

(:r,.  reell,  > 0),  so  besitzt  lim  den  Grenzwert  Null  resp.  oo,  jenachdem 

n = 00 

der  als  existierend  vorausgesetzte  Grenzwert  lim  n • ( fj— 1 ) positiv  oder 

n = ao  + i / 

negativ  ausfällt“.  W.  Fr.  Meyer. 
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23.  Man  könnte  den  Satz  des  Desargues  für  zwei  Perspektive  Dreiecke 
der  Ebene  derart  auf  den  Baum  ausdehnen,  dafs  es  sich  gleichfalls  nur 
um  das  ErfÜlltsein  einer  einzigen  Bedingung  handelte: 

Es  seien  drei  Tetraeder  mit  den  Ecken  A^,  .4/,  und  den  bez. 
Gegenebenen  «•,  a/,  «/'  (t  = 1,  2,  3,  4)  vermöge  der  getroffenen  Bezeichnung 
einander  zugeordnet.  Man  verbinde  .4/,  A^'  durch  die  Ebene  und 
schneide  dualistisch  cz/'  im  Punkte  P^.  Das  fragliche  Analogon  — 

das  dann  auch  seinen  algebraischen  Ausdruck  in  einer  durchsichtigen 
Determinantenidentität  fände  — würde  lauten: 

„Liegen  die  4 Punkte  P^  in  einer  Ebene,  so  schneiden  sich  auch  die 
4 Ebenen  zr,-  in  einem  Punkte  und  umgekehrt“. 

Trotzdem  ist  dieser  Satz  nicht  allgemein  gütig,  was  geometrisch  oder 
algebraisch  nachgewiesen  werden  soll.  W.  Fr.  Meter. 


24.  Der  Satz  über  den  „Lotpunkt  eines  Dreiecks“  des  Herrn  stud. 
math.  Cwojdzinski  (S.  178)  läfst  sich  nach  verschiedenen  Richtungen  ver- 
allgemeinern : 

a)  auf  die  Geometrie  der  Kreise  in  der  Ebene.  Gegeben  drei  Kreise 
Ki  (i  = 1 , 2 , 3)  nebst  einem  vierten  K.  Man  lege  durch  die  Schnitt- 
punkte von  X,-,  Kk  den  zu  K orthogonalen  Kreis  und  durch  das  so  auf  K 
ausgeschnittene  Punktepaar  wiederum  den  zu  Ki  orthogonalen  Kreis;  dann 
gehören  die  drei  letzteren  Kreise  demselben  Büschel  an. 

b)  auf  die  Geometrie  des  Tetraeders.  Man  fälle  von  der  Elcke  4, 
(*  = 1,  2,  3,  4)  eines  Tetraeders  mit  der  Gegenebene  a,  das  Lot  auf  eine 
Ebene  n und  von  dem  Fufspunkte  dieses  Lotes  wiederum  das  Lot  auf  die 
Ebene  ; dann  gehören  die  vier  letzteren  Lote  derselben  Regelschar  zweiter 
Ordnung  an. 

Für  den  Beweis  von  a)  empfiehlt  sich  die  Benutzung  tetracyklischer 
Koordinaten,  für  den  von  b)  die  von  Linienkoordinaten. 

Die  Sätze  a)  und  b)  lassen  sich  auf  den  Raum  von  n Dimensionen 
ausdehnen. 

c)  Der  Satz  des  Herrn  Cwojdzinski  ist  ein  besonderer  Fall  des 
Kegelschnittsatzes:  Gegeben  in  einer  Ebene  ist  ein  Dreieck  mit  den  Ecken 
Ai  (t  = 1,  2,  3)  und  den  Seiten  a, , ferner  ein  Klassenkegelschnitt  K 
und  eine  Gerade  g.  Man  lege  durch  Ai  die  Gerade,  die  bez.  K z\x  g kon- 
jugiert ist  und  durch  deren  Schnittpunkt  mit  g wiedeimm  die  Gerade,  die 
bez.  K zu  a,  konjugiert  ist;  dann  schneiden  sich  die  drei  letzteren  Geraden 
in  einem  Punkte  P 

Die  Gerade  g und  der  Punkt  P sind  durch  eine  Transformation  4.  Ord- 
nung mit  einander  verbunden:  es  soll  diese  Transformation  aufgcstellt  und 
gezeigt  werden,  dafs  sie  sich  auf  eine  Transformation  2.  Ordnung  reduziert, 
wenn  K in  ein  Punktepaar  (also  im  besondem  in  das  Kreispunktepaar) 
degeneriert.  W.  Fr.  Me^-er. 


25.  Beweist  man  die  Eigenschaften  des  Lern  o ine  sehen  Punktes,  die  Herr 
Caspary  (S.  143 — 158)  auf  einen  beliebigen  Punkt  der  Ebene  übertragen 
hat,  mit  Dreieckskoordinaten,  so  ergiebt  sich,  dafs  die  Beweise  alle  nur  von 
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der  Thatsache  Gebrauch  machen,  dafs  die  Summe  der  Winkel  (i  =1,2  3) 
des  Koordinatendreiecks  gleich  2i2  ist,  bleiben  also  gütig,  wenn  man  die 
a,  durch  drei  beliebige  Winkel  mit  der  Summe  2i2  ersetzt.  Dadurch  geht 
aber  der  Leraoinesche  Punkt  (mit  den  Koordinaten  sina,)  in  einen  be- 
Uebigen  Punkt  der  Ebene  über.  Die  erforderlichen  Rechnungen  sind  im 
einzelnen  für  die  Erweitenmgen  des  Herrn  Caspary  durchzuführen,  sowie 
auf  andere  merkwürdige  Punkte  des  Dreiecks  auszudehnen. 

W.  Fr.  Meter. 


2.  Anfragen. 

3,  Dafs  in  einem  sphärischen  Dreieck  die  Winkelsumme  gröfser  ist  als 
2R,  wird  bekanntlich  unabhängig  von  dem  Axiom  11  des  Euklid  es  be- 
wiesen. Und  was  die  ebenen  Dreiecke  betrilBft,  so  hat  Saccheri^)  gezeigt, 
dafs  die  Winkelsumme  entweder  in  jedem  = 2J?,  oder  in  jedem  kleiner. als 
2i?  ist,  dafs  sie  Ln  keinem  gröfser  als  2Ji  sein  kann.  Ich  nehme  an,  dafs  . 
diese  Summe  kleiner  sei  als  2 B.  Dann 
können,  wie  Saccheri  nachgewiesen  hat, 
zwei  gerade  Linien  zu  einander  asymptotisch 
liegen.  Von  jedem  Punkte  läfst  sich  an  eine 
gerade  Linie  eine  Asymptote  ziehen. 

In  nebenstehender  Figur  soll  eine  in 
eine  Pfeilspitze  endigende  gerade  Linie  eine 
in  der  Richtung  des  Pfeils  unendlich  ver- 
längerte Linie  bedeuten. 

Auf  einer  horizontalen  Ebene  GG  (von 
der  Seite  gesehen,  so  dafs  die  Ebene  als 
gerade  Linie  erscheint)  nehme  man  einen 
Punkt  Af,  errichte  in  diesem  auf  GG  eine 
Senkrechte  MN.  Ferner  sei  in  der  Ebene 
ein  beliebiges  gleichseitiges  Dreieck  XYZ 
mit  dem  Mittelpunkte  M gezeichnet,  von 

welchem  die  Figur  nur  den  einen  Eckpunkt  X "ff 

zeigt  In  den  Eckpunkten  X,  Y,  Z errichte  X ~M 

man  auf  der  Ebene  Senkrechte:  XA,  YB^  ZC. 

Man  verbinde  je  zwei  von  diesen  Linien  durch  eine  Ebene.  Diese  drei 
Ebenen  umschliefsen  einen  Raum,  den  man  in  der  Euklidischen  Geometrie 
einen  prismatischen  Raum  nennt.  Ich  nenne  diesen  Raum  den  Trichter- 
raum, weil  er  unter  den  hier  angenommenen  Voraussetzungen  der  Nicht- 
Euklidischen  Geometrie  nach  oben  einen  immer  gröfseren  Querschnitt  er- 
hält Der  Kantenwinkel  dieses  Raums  ist  gleich  dem  Winkel  dos  Dreiecks 
XYZ,  also  um  ein  Bestimmtes,  = a,  kleiner  als  *i?. 

Vom  Punkte  M werden  an  die  drei  Kanten  des  Trichterraums 
Asymptoten  gezogen:  AfP,  MQ^  MR.  Je  zwei  Asymptoten  werden 
durch  eine  Ebene  verbunden,  wodurch  eine  dreiseitige  körperliche  Ecke 

1)  Qirolamo  Saccheri;  Euklides  ab  omni  naevo  vindicatus.  Mailand 
1733.  (Stäckel  und  Engel:  die  Theorie  der  Parallellinien  von  Euklid  bis  auf 
Gaufg.) 
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entsteht.  Um  den  Punkt  M als  Mittelpunkt  wird  eine  Kugelfläche  (in 
der  Figur  durch  SF  angedeutet)  mit  dem  Radius  MS  gelegt.  Aus  dieser 
Kugelfläche  schneidet  die  dreiseitige  Ecke  ein  gleichseitiges  sphärisches 
Dreieck  heraus,  dessen  Winkel  gleich  dem  Kantenwinkel  der  dreiseitigen 
Ecke  ist.  Letzterer  Winkel  ist  also  nicht  kleiner  als  | B. 

Man  lasse  jetzt  den  Punkt  S in  die  Höhe  steigen,  während  die 
Kugelfläche  stets  durch  denselben  geht,  so  dafs  die  Linie  MS^  der  Radius 
der  Kugel,  ins  Unendliche  wächst.  Der  Winkel  des  sphärischen  Dreiecks 
ändert  sich  hierbei  nicht;  er  bleibt  stets  gleich  dem  Kanten winkel  der  drei- 
flächigen Ecke.  Man  kann  MS  so  wachsen  lassen,  dafs  an  den  Eckpunkten 
des  sphärischen  Dreiecks,  sowie  in  beliebiger  endlicher  Entfernung  von 
denselben  die  Asymptoten  beliebig  genau  mit  den  Kanten  des  Trichter 
raums  zusammenfallen.  Der  Winkel  des  sphärischen  Dreiecks,  gleich  oder 
gröfser  als  | J?,  wird  also  beliebig  nahe  gleich  dem  Kanten  winkel  des 
Trichterraums,  kleiner  als  | B. 

Der  Widerspruch,  welcher  darin  liegt,  dafs  der  Kantenwinkel  des 
Trichterraums  und  derjenige  der  dreiflächigen  Ecke  gleich  und  zugleich 
nicht  gleich  sind,  beweist,  dafs  die  Voraussetzungen  der  Nicht-Euklidischen 
Geometrie  nicht  richtig  sind,  dafs  die  Winkelsumme  im  Dreieck  gleich 
2B  ist. 

Vorstehender  Beweis  scheint  vollkommen  ein  wurfsfrei , ist  es  aber 
nicht.  Wo  liegt  der  Fehler?  W.  Veltmann. 


3.  Sprechsaal  für  die  Encyklopädie  der  Mathematisclieii  WissenscbafteiL 

Unter  dieser  Rubrik  beabsichtigt  die  Redaktion,  Verbe-sserungs Vorschläge 
und  Ergänzungen  (auch  in  litterarischer  Hinsicht)  zu  den  erschienenen  Heften 
der  Encyklopädie  aufzunehmen.  Die  Redaktion  hofft  vielfach  geäufserten 
Wünschen  zu  entsprechen,  wenn  derartige  Verbesserungen  an  dieser  Stelle 
einen  Sammelpunkt  finden. 

Es  wird  gebeten,  diesbezügliche  Einsendungen  an  das  Redaktionsmitglied 
Prof.  Dr.  W,  F.  Meyer  in  Königsberg  richten  zu  wollen. 

Die  Redaktion. 


Zu  I A 5:  Mengenlehre. 

I.  S.  190,  Z.  16.  Die  Teilmengen  oi  und  *ö)  brauchen  nicht  zugleich  in  einer 
transfiniten  geordneten  Menge  enthalten  zu  sein. 

I.  S.  193,  Z.  7.  Auch  die  Belegungsmenge  von  M mit  einer  aus  zicei 
Elementen  bestehenden  Menge  hat  bereits  höhere  Mächtigkeit  als  M. 

I.  S.  196,  Z.  10.  Die  Ziffer  0 ist  zu  tilgen. 

„ Z.  16  u.  20.  Lies  statt  B„. 

„ Z.  23.  Die  Intervalle  c?,.  genügen  naturgemäfs  der  Bedingung, 
dafs  zwischen  je  zweien  von  ihnen  stets  andere  Intervalle  liegen. 

I.  S.  201,  Z.  3 V.  u.  statt  „abzählbare“  lies  „abzählbare  überalldichte.“ 
Königsberg  i.  P.  A.  Sch(enflies. 
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Zu  I A 6:  Endliche  diskrete  Gruppen. 

I.  S.  217,  Anm.  Z.  1:  statt  1893  ist  1895  zu  setzen. 

I.  S.  222,  Anm.  lll).  „Der  Satz  ist  implizite  in  N.  H.  Abels  Unter- 
suchungen über  Gleichungen  enthalten“  ist  unzutreffend.  Abel  reduziert 
die  nach  ihm  benannten  Gleichungen  nur  auf  eine  Kette  nacfi  einander, 
nicJit  neben  einander  zu  lösender  einfacher  solcher  Gleichungen.  (Ich 
habe  dies  näher  ausgeführt  in  der  in  Ostwalds  Klassikern  erschienenen 
Abelschen  Arbeit,  Nr.  111,  S.  47,  48,  Anm.  15.) 

I.  S.  222,  Anm.  111):  1829  statt  1839.  A.  Lcewy. 


Zu  I B la:  Rationale  Funktionen  einer  Veränderlichen; 

ihre  Nullstellen. 

I.  S.  239,  vorletzte  Zeile  des  Textes.  Der  Eisensteinsche  Satz  ist  von 
Th.  Schoenemann  in  J.  f.  Math.  40,  S.  188  für  sich  reklamiert  worden. 
Das  dort  angegebene  Zitat  aber  ist  falsch  gedruckt,  es  mufs  Bd.  32, 
S.  93  dieses  Journals  heifeen.  A.  L(ewy. 


Zu  I G 2:  Arithmetische  Theorie  der  Formen. 

I.  S.  593,  Z.  6 V.  u.  wäre  neben  „Fundamentalgleichung**  die  Bezeichnung 
^^charakteristische  Gleichung  nach  Frobenius“  hinzuzufügen. 

Freiburg  L B.  A.  L<ewy. 


Zu  I C 1:  Niedere  Zahlentheorie. 

I.  S.  579.  Zu  Fufsnote  64).  Hier  fehlt:  Jacob  Bernoulli  mittels  der 
nach  ihm  bensmnten  Zahlen  (siehe  über  diese  II  A 3 Nr.  18,  Bd.  II, 
S.  182  ff.). 

An  den  anderen  Stellen:  Wahrscheinlichkeitsrechnung  und  Differenzen- 
rechnung ist  bereits  auf  II  A 3 hingewiesen  worden. 

Königsberg  i.  P.  L.  Saalschutz. 

Zu  n A 3:  Bestimmte  Integrale. 

II.  S.  183.  Zu  Fufsnote  160).  In  der  Anmerkung  S.  7f.  meiner  Vorlesungen 
über  die  Bemoullischen  Zahlen  (Berün  1893)  habe  ich  bereits  hervor- 
gehoben, wie  geringen  Anteil  Moivre  an  der  nach  ihm  benannten 
Formel  hat. 

IL  S.  183.  Zu  Fufsnote  160a).  Hinter  Sterns  Formeln  wären  meine  verkürzten 
Rekursionsformeln,  Ztschr.  f.  Math.  u.  Phys.,  Bd.  37  (1892),  S.  378  (oder 
Vorles.  S.  39  u.  S.  185)  zu  erwähnen,  (Die  1.  Seidelsche  und  die  ein- 
fachste von  meinen  verkürzten  Rekursionsformeln  stehen  schon,  wie  ich 
vor  kurzem  fand,  in  Raab  es  Monographie  über  die  Bemoullischen 
Funktionen,  siehe  Fufsnote  167a).  Sodann  meine  Mitteilungen  in  den 
Schriften  der  Königsb.  Phys.  Oek.  Ges.  1892,  S.  [44],  worin  verkürzte 
Eekursionsformeln , in  denen  Zwischenglieder  fehlen,  und  auch  Aus- 
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Wertungen  gewisser  Determinanten  durch  Bemoullische  Zahlen  sich 
finden.  — Die  Haufsnerschen  Arbeiten  knüpfen  an  die  Kroneckersche 
Darstellung  der  B.  Z.  (s.  Fufsnote  163))  durch  Einheitswurzeln  an  und 
gelangen  zu  sehr  bemerkenswerten  verkürzten  Rekursionsformeln,  welche 
— mittels  Änderung  eines  Parameters  — einerseits  zu  vollständigen 
Rekursionsformeln,  andererseits  zu  independenten  Darstellungen  der  B.  Z. 
führen. 

II.  S.  184.  Zu  Fufsnote  163).  Unter  „anderen“  Darstellungen  sind  haupt- 
sächlich independente  zu  verstehen, 

II.  S.  184.  Zu  Fufsnote  165).  Unter  den  Autoren  für  bestimmte  Integrale 
fehlt  Catalan,  der  sich  vielfach  mit  den  B.  Z.  beschäftigt  hat  (s,  meine 
Vorles,  S.  114 — 116). 

II.  S.  185.  Zu  Fufsnote  167a).  Hier  fehlt  das  Zitat:  Raabe,  die  Jacob- 
Bemoullische  Funktion,  Zürich  1848.  — Raabe  hat  von  ganz  anderem 
Ausgangspunkt  und  unabhängig  von  Malmsten  gearbeitet.  — An  der 
angegebenen  Stelle  im  J.  f.  Math,  stellt  Raabe  einige  bestimmte 
Integrale  auf,  die  sich  durch  Bemoullische  Funktionen  auswerten 
lassen,  wie  z.  B.: 


u*”*du 


(x) 


e^-\- e “ — 2co8(2««)  2 ’ 8in(2jra:) 

T + (”)i  ^ - Ws  ^ ± • • 


nach  Hermites  Bezeichnung).  — Vgl.  noch  über  andere  Autoren  anf 
gleichem  Gebiet  (Schlömilch,  Schläfli,  Glaisher):  Renfer,  Die  Definitionen 
der  BemouUischen  Funktion,  Bern  1900  Inaug.  Diss. 

II.  S.  185.  Zu  Fufsnote  170).  Neue  Beweise  lieferten  Schering,  Math. 
Annalen  Bd.  52  (1900),  S.  171;  J.  C.  Kluyver,  ib.  Bd.  53  (1900), 
S.  591.  — Im  Text  mufs  in  der  Gleichung  für  Bm  rechts  (—  1)"^« 
(statt  (—  l)”*+^.4„,)  stehen,  wenn  dieselbe  Bedeutung  wie  bei  den 
S.  186  oben  angefülu*ten  Autoren  (Hermite,  Stern,  Lipschitz)  haben 
soll.  — Übrigens  ist  die  rechte  Seite,  von  m—1  an,  positiv,  da  Bm 
viel  schneller  als  0,577  -|-  l{2m  l)  wächst. 

II.  S.  186.  Zu  Fufsnote  173).  Bezüglich  der  zahlentheoretischen  Eigen- 
schaften der  B.  Z.  sei  noch  (da  ich  in  I C 3 nichts  darüber  gefunden 
habe)  auf  die  Aufsätze  von  Kummer,  J.  f.  Math.  Bd.  41  (1859),  S.  368 
und  Stern,  ib.  Bd.  79  (1875),  S.  67,  sowie  ib.  Bd.  88  (1880),  S.  85 
(oder  meine  Vorl.  §§  19  u.  20)  hingewiesen. 

Königsberg  i.  P.  L.  Saalschutz. 
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Vorwort. 


Die  beiden  bis  jetzt  erschienenen  Bände  der  dritten  Reihe  des 
Archivs  der  Mathematik  und  Physik  lassen  erkennen,  wie  weit  es  ge- 
lungen ist,  das  Programm  zu  verwirklichen,  welches  wir  „Zur  Ein- 
führung^' im  ersten  Bande  dargelegt  hatten. 

Dank  der  thatkräftigen  Unterstützung  einer  grofsen  Reihe  bereit- 
williger Mitarbeiter  ist  vieles  erreicht  worden,  was  damals  als 
erstrebenswertes  Ziel  hingestellt  wurde.  Dafs  nicht  alle  Teile  des 

Programms  gleichmäfsig  zur  Ausführung  gelangt  sind,  bitten  wir  damit 
zu  entschuldigen,  dafs  bezügliche  Arbeiten  leider  noch  nicht  beschaflFt 
werden  konnten. 

Der  Reichtum  an  Aufsätzen,  die  der  Redaktion  in  entgegen- 
kommender Weise  zur  Verfügung  gestellt  sind,  hat  es  dagegen  er- 
möglicht, jedes  Doppelheft  mit  interessanten  Untersuchungen  aus  den 
verschiedenartigsten  Gebieten  auszustatten;  und  wenn  auch  manche 
Arbeiten  über  den  vielleicht  etwas  zu  eng  abgemessenen  ursprünglichen 
Rahmen  hinausgehen,  so  hat  das  Ganze  gewifs  an  Mannigfaltigkeit  und 
dadurch  an  Anziehungskraft  gewonnen. 

Wir  sagen  den  Herren,  die  uns  in  liebenswürdiger  Weise  durch 
Lieferung  von  Beiträgen  unterstützt  oder  durch  einsichtsvollen  Rat  auf 
einzuschlagende  Wege  hingewiesen  haben,  unseren  verbindlichen  Dank 
und  geben  uns  der  Hoffnung  hin,  dafs  sowohl  die  Mathematiker  als 
auch  die  Physiker  auch  fernerhin  ihre  hilfreiche  Hand  uns  bieten  werden. 

An  dieser  Stelle  möchten  wir  noch  auf  die  Aufgaben  und 
Lehrsätze  der  Vermischten  Mitteilungen  besonders  hinweisen  imd 
an  die  Herren  Dozenten  die  ergebene  Bitte  richten,  die  Studierenden  auf 
diese  Rubrik  des  Archivs  aufinerksam  zu  machen. 

Eine  bedeutsame  Erweiterung  des  Archivs  ist  inzwischen,  infolge 
einer  dankenswerten  Anregung  des  Herrn  Alfred  Ackermann -Teubner, 
nach  Verhandlung  mit  der  jüngst  ins  Leben  gerufenen  Berliner 
Mathematischen  Gesellschaft  beschlossen  worden.  Die  Mitteilungen 
derselben  werden  als  selbständig  paginierter  Anhang  der  einzelnen 
Hefte  erscheinen.  Der  vorliegende  Band  bringt  die  Berichte  über  die 
drei  ersten  Sitzungen  der  Gesellschaft. 

Von  der  Mitteilung  der  Preisfr^en  von  Akademien  und  gelehrten 
Gesellschaften  wollen  wir  in  Zukunft  absehen,  nachdem  der  Jahres- 
bericht der  Deutschen  Mathematiker-Vereinigung  dieselben  in 
sein  Programm  aufgenommen  hat. 

E.  Lampe.  W.  F.  Meyer.  E.  Jahnke. 
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über  Kreise,  welche  Kegelschnitte  doppelt  berühren. 

Von  Rudolf  Schüssler  in  Graz. 

(Mit  3 Figurentafeln.) 

I. 

Die  Beziehungen,  welche  zwischen  Kegelschnitten  und  den  sie 
doppelt  berührenden  Kreisen  bestehen,  hat  Steiner  in  seinen  Abhand- 
lungen „Elementare  Lösung  einer  geometrischen  Aufgabe  und  über 
einige  damit  in  Beziehung  stehende  Eigenschaften  der  Kegelschnitte"^) 
und  „Über  einige  neue  Bestimmungsarten  der  Kurven  zweiter  Ordnung 
nebst  daraus  folgenden  neuen  Eigenschaften  derselben  Kurven"*)  aus- 
führlich erörtert,  aber  fast  alle  Sätze  ohne  Beweis  mitgeteilt.  Diese 
sämtlichen  Beweise  liefert  Fiedler  in  seiner  Abhandlung  „Über  die 
Durchdringung  gleichseitiger  Rotationshyperboloide  von  parallelen 
Achsen"*),  indem  er  nach  den  Grundsätzen  seiner  Cyklographie  durch 
räumliche  Betrachtung  alle  Eigenschaften  ableitet.  Auch  alle  anderen 
mir  bekannten^)  Arbeiten,  welche  sich  mit  darauf  bezüglichen  Problemen 
beschäftigen,  stützen  sich  auf  räumliche  Betrachtungen;  so  löst  z.  B. 
Niemtschik  in  seiner  Abhandlung  „Über  die  Konstruktion  der 
einander  eingeschriebenen  Linien  zweiter  Ordnung^^^)  die  Aufgaben, 
Kreise  zu  bestimmen,  welche  einen  Kegelschnitt  doppelt  berühren, 
sowie  Kegelschnitte  zu  bestimmen,  welche  Kreise  oder  Kegelschnitte 
doppelt  berühren,  durch  Projektion  ebener  Schnitte  von  Rotationsflächen 
zweiten  Grades. 

Die  meisten  dieser  Aufgaben  lassen  sich  auch  rein  planimetrisch 
behandeln  und  zwar,  wie  gezeigt  werden  soll,  ganz  elementar  nur  mit 
Zugrundelegung  der  einfachen  Brennpunktseigeuschaften  der  Kegel- 
schnitte, welche  in  den  meisten  Lehrbüchern  bewiesen  sind. 

1)  Steiners  Gesammelte  Werke  11,  389 — 420. 

2)  Steiners  Gesammelte  Werke  11,  445 — 468. 

3)  Acta  matbematica  5,  331 — 408. 

4)  Vgl.  die  Anmerkung  am  Schlafs  der  Arbeit. 

5)  Sitzungsber.  d.  k.  Akad.  d.  Wiss.  Wien;  07  (März  1873),  OS  (Nov.  und  Dez. 
1873),  71  (März  1876). 

ArchiT  der  Methematik  und  Phyeik.  m.  Reihe.  II. 
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Diese  planiinetrische  Behandlung  geht  von  folgenden  zwei 
Sätzen  aus: 

la)  Der  Ähtilichkeitdreis  zweier  einen  Kegelschnitt  doppelt  be- 
rührender Kreise  trennt  die  Brennpunkte  harmonisch  {schneidet  den  Kreüi 
über  den  Brennpunkten  rechtwinklig) ^ wenn  die  Kreismittelpunkte  auf  der 
Hauptachse  liegen,  oder 

b)  geht  durch  die  Brennpunkte,  wenn  die  Kreismittelpunkte  auf  der 
Nebenachse  liegen. 

II.  Die  Choi’dale  zweier  doppelt  berührender  Kreise,  deren  Mittel- 
punkte auf  derselben  Kegehchnittsachse  liegen,  ist  parallel  zu  den  Be- 
rührungssehnen mit  dem  Kegelschnitte  und  gleichweit  von  ihnen  entfemt}^ 

Da  der  elementare  Beweis  dieser  Sätze  von  den  Brennpunkts 
eigenschaften  ausgehen  soll,  muls  er  für  Ellipse,  Hyperbel  und  Parabel 
getrennt  geführt  werden. 


A.  Ellipse. 

1.  Mittelpunkte  der  Berührungslcreise  auf  der  Nebenachse.  Legt 
man  durch  einen  Punkt  p der  Kurve  und  die  Brennpunkte  ff  einen 
Kreis,  so  schneidet  er  die  Nebenachse  in  zwei  Punkten  t und  o,  welche 
mit  p verbunden  die  Tangente  und  Normale  der  Ellipse  in  p liefern. 
0 ist  dann  der  Mittelpunkt  eines  Kreises,  welcher  die  Ellipse  in  p und  in 
dem  zur  Nebenachse  symmetrischen  Punkte  p'  berührt.  Fällt  man  von 
einem  Brennpunkte  f auf  die  Tangente  die  Normale,  so  hat  der  Fnfs- 
punkt  ö derselben  vom  Mittelpunkte  m der  Ellipse  die  Entfernung  a 
(grofse  Halbachse),  und  es  folgt  aus  der  Ähnlichkeit  der  Dreiecke  pof 
und  dmf  (Fig.  1) 

po  : of  ==  6m  : mf,  d.  h.  r:of=a:e, 

der  Radius  eines  dopj)elt  berührenden  Kreises  steht  zur  Entfernung 
seines  Mittelpunktes  von  den  Brennpunkten  in  einem  konstanten  Ver- 
hältnisse (n  : e).*) 

1)  Dies  ist  ein  besonderer  Fall  des  allgemeinen,  projektivisch  leicht  zu  er- 
weisenden Satzes:  Wenn  ein  veränderlicher  Kegelschnitt  zwei  feste  C,  doppelt 
berührt,  gehen  die  Heriihrungssehnen  durch  eine  Diagonalecke  x des  Basiwer- 
eckes  der  beiden  C\  und  sind  harmonisch  konjugiert  zu  den  durch  x gehenden 
gemeinsamen  Sekanten  der  beiden  (Steiner,  II,  472.) 

2)  Nebenbei  ist  dies  ein  elementarer  Bew'eis  für  folgende  Konstruktion  eine» 
Berührungskreises  bei  gegebenem  Mittelpunkte  o auf  der  Nebenachse:  „Die  Ver- 
bindungslinie of  schneidet  die  Tangenten  in  den  Scheiteln  der  Hauptachse  in 
Punkten  des  gesuchten  doppelt  berührenden  Kreises.  (Pelz:  „Beiträge  zur  Be- 
stimmung der  Selbst-  und  Schlagschattengrenze  von  bei  Centralbeleuchtung“. 
27.  Jahresber.  d.  L.  0.  Realschule  in  Graz,  S.  7.) 
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Für  zwei  doppelt  berührende  Kreise  K^K,j^  stehen  die  Entfernungen 
eines  Brennpunktes  von  den  Kreismittelpunkten  im  gleichen  Verhältnis 
wie  die  Kreisradien  {o^f : o^f  = : r^).  Da  nun  der  Ahnlichkeitskreis 

von  d.  i.  der  Kreis,  welcher  den  inneren  und  äufseren  Ahnlich- 

keitspunkt  zu  Endpunkten  eines  Durchmessers  hat,  alle  Punkte  ent- 
hält, deren  Entfernungen  von  den  Kreismittelpunkten  sich  wie  die 
Radien  verhalten,  so  liegen  die  Brennpunkte  auf  den  Ahnlichkeits- 
kreisen  aller  Paare  von  doppeltberührenden  Kreisen,  die  ihre  Mittel- 
punkte auf  der  Nebenachse  haben.  Oder  der  Winkel  der  von  und 
Oj  nach  einem  Brennpunkte  gerichteten  Strahlen  hat  Halbiemngsstrahlen, 
welche  durch  die  Ahnlichkeitspunkte  von  gehen. 

Die  Berührungssehne  pp'  des  Kreises  K mit  dem  Mittel pimkte  o 

und  der  Ellipse  schneidet  die  Nebenachse  im  Punkte  n (Fig.  1).  Dann 

ist  op^  = OTC  ' otj  Op  = om  - otj  und  durch  Division  der  beiden 

Pi  . V 1 on  op*  o’  , mn  a*  — c* 

uleichungen  erhalt  man  — = = -=  oder  — = s — 

° om  of*  e*  mo  e* 

die  Abstande  der  Berührungssehne  und  des  zugehörigen  Kreismittel- 
punktes vom  Ellipsenmittelpunkte  m haben  ein  konstantes  Verhältnis. 
Daraus  folgt  weiter:  Schneiden  die  zu  drei  Mittelpunkten  ge- 
hörigen Berührungssehnen  die  Nebenachse  in  den  Punkten  so 

ist  OjOj : OjOj  = ÄjÄj : jTgÄj;  insbesondere  mufs  die  zum  Halbierungs- 
punkte (D  von  OjOj  gehörige  Berühnmgssehne  in  der  Mitte  zwischen 
den  zu  Oj  .imd  Oj  gehörigen  Berührungssehnen  liegen. 

Für  zwei  Mittelpunkte  OjOj  auf  der  Nebenachse  haben  die  doppelt 
berührenden  Kreise  die  Radien  Ty  — -o^f—  -]/o,  m»  -j-  e*  und  = -o^f 

Die  Chordale  dieser  Kreise  schneide  die  Nebenachse 
im  Punkte  h (Fig.  2),  dann  ist  ho\  — ho\  = ^ ^ {p~m*  — o,?«*) 

oder  (ÄOj  -f  ho^Qio^  — ho^)  — -^(p^m  -f  02  7»)(0iVM  — o^m).  Ist  co  der 

a* 

Halbierungspunkt  von  OjOg,  so  folgt  2 • äo  • ■ 2 • »loj  • 0,0,, 

oder  ha  : ftua  — i d.  h.  die  Chordale  ist  die  zu  cj  gehörige  Be- 
rührungssehne, und  weil  o der  Halbierungspunkt  von  OjO^  ist,  mufs  die 
Chordale  in  der  Mitte  der  zu  Oj  und  o«  gehörigen  Berührungssehnen 
liegen,  oder  die  Berührungspunkte  zweier  doppelt  berührender  Kreise 
mit  einer  Ellipse  haben  von  der  Chordale  der  beiden  Kreise  gleiche 
Entfernung. 

1)  Steiner:  Ges.  Werke  II,  S.  397  und  462. 

2)  Vergl.  Pelz:  „Construction  der  Axen  einer  Ellipse  aus  2 conjugierten 
Diametem“  (3.  Programm  d.  St.  Realschule  in  Teschen  1876). 

1* 
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Für  solche  Punkte  zweier  Kreise,  welche  von  deren 

Chordale  gleiche  Entferung  besitzen,  gelten  bekanntlich  eine  Reihe  von 
Beziehungen.  Nennt  man  wie  früher  die  Verbindungslinien  zweier 
Punkte  desselben  Kreises  Berührungssehnen  und  die  verschiedener 
Kreise  (z.  B.  p^p^  Wechselsehnen,  so  kann  man  diese  Beziehungen 
folgend  aussprechen:  Auf  Wechselsehnen  werden  von  beiden  Kreisen 
gleiche  Stücke  abgeschnitten  ^);  die  Endpunkte  der  Wechselsehnen 
haben  vom  Halbierungspunkte  ca  der  beiden  Kreismittelpunkte  gleiche 
Entfernung.*)  Die  Tangenten  in  den  Endpunkten  der  Wechselsehnen 
schneiden  sich  im  Ahnlichkeitskreis;  die  beiden  Schnittpunkte  der 
Tangenten  in  den  Endpunkten  der  Berührungssehnen  sind  harmonisch 
konjugiert  zum  Ahnlichkeitskreis.®) 

Man  kann  auch  direkt  aus  den  Brennpunktseigenschaften  ableiten, 
dafs  diese  Beziehungen  für  die  Berührungspunkte  zweier  doppelt  be- 
rührender Kreise  gelten,  und  daraus  den  Schlufs  ziehen,  dafs  die  Chor- 
dale in  der  Mitte  der  Berührungssehnen  liegt. 

Um  z.  B.  zu  beweisen,  dafs  die  Endpunkte  der  Wechselsehnen 
vom  Halbierungspunkte  co  der  Strecke  OjOg  gleich  weit  abstehen,  zeigt 
man,  dafs  der  Halbierungspunkt  h'  einer  Wechselsehne  mit  ca  ver- 
bunden eine  Normale  zur  Wechselsehne  liefert.  Zu  diesem  Zwecke 
sucht  man  zuerst  einen  Ausdruck  für  die  Länge  der  Berührungssehne:  i 

Fällt  mau  in  Fig.  1 die  Normale  ou  von  o auf  den  Radiusvektor  f^p^  so  ist 

Aopa  rsM»  Aofm ; 

1)  Aus  der  Chordaleneigenschaft  h'p^  • h'q^  = h'p^  • h'q^  folgt  (Fig.  3)  wegvu 
h'j)^  — h'p^  auch  /»'g,  ==  h'q^  und  die  Gleichheit  der  Strecken  p^q^  und  p.?,;  da  i 
die  Mitten  d, , d,  derselben  von  h'  gleichweit  entfernt  sind,  so  geht  die  Normale 
auf  die  Wechselsehne  in  h'  durch  co,  den  Halbierungspunkt  von  o, o,  und  es  ist 

(up,  = mp, . I 

2)  Wühlt  man  insbesondere  als  einen  der  Beriihrungskreise  den  der  Ellipee 
umgeschriebenen  Kreis,  so  folgt  daraus:  Schneidet  die  Normale  eines  Pimkte«  p 
die  Nebenachse  im  Punkte  o,  so  liegt  der  Mittelpunkt  eines  Kreises  durch  /)  und 
die  Scheitel  der  grofsen  Achse  in  der  Mitte  zwischen  o und  tn  (siehe  Pelz:  ..Zur 
w'issenschaftl.  Hehandlg.  d.  Axonometrie“  81.  Bd.  d.  Sitzb.  d.  K.  Akad.  d.  Wiss^. 

3)  In  Fig.  3 sind 

A p,  .r  g ~ A 0,  p,  , daher  .rp,  : r,  = : p,  d, , 

ferner 

Apja*!  A o,p,d,,  daher  a*p,  : r,  = : p,d,  , 

und  wegen 

Pid,  = p,d,  ist  xp^  : r,  = a;p,  : r,  oder  £rpj  : a*p,  = r,  : r,  — xo,  : so, ; 

d.  h.  X liegt  im  Ahnlichkeitskreis.  Zeichnet  man  in  p,  p(pjP2  die  Tangenten.  ^ 
so  zeigt  Fig.  4:  Wenn  die  Tangenten  in  den  Endpunkten  der  Wechselsehnen  sici 
auf  Kg  schneiden,  miissen  die  Schnittpunkte  uu'  der  zur  Centrallinie  symmetri- 
schen Tangenten  zu  Kt  harmonisch  konjugiert  sein. 
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daher 

daraus  folgt 
Xun  ist 
und  wegen 
ist 


pa  ; mf  = oa  : om  ~ (op  : of)  — a : 
pa  = a und  oa  = om^  • 

op*  — pjt*  + ojt*  = pa*  -f  oa*  — a*  + , 

on  a* 
om  e* 


Dann  ist  für  zwei  Kurvenpunkte  PiP^: 


+ Pi^i)  = + o^m)  . (ojW  - 02W?) 

= 4-  — wn'g).^) 


Fällt  man  (Fig.  5)  vom  Halbienmgspimkte  h'  der  Wechselseline 
P1P2  auf  die  Nebena(th8e  eine  Normale,  so  ist  der  Fufspimkt  h der 
Dalbierungspunkt  von  die  Normale  von  p^  auf  die  Berülirungs- 

sehne  schneide  diese  in  d,  dann  kann  man  obige  Gleichung  in 

der  Form  schreiben: 


2hh'  • p^d  = 2o}/<  • ==  2(oh  • p^^  oder  , 

d.  h.  die  Dreiecke  (ohh'  und  p^öp^  sind  ähnlich,  und  daher  ist  coh' 
normal  zu  p^p^,  woraus  unmittelbar  folgt,  dafs  ap^  — cop^  ist.*) 


a* 


1)  Man  kann  dies  auch  anders  beweisen:  Wegen  on  • mt  — -^mo  • mt 


ist  — no  • nt  = no(mt  — mn)  — a~  — on  ■ nin;  daher  ist  p^n^'  — 

mni  — OjÄ,  • wwj  = (0,  n^  -j-  o^n^)  (mnj  — mjtTj),  denn  o,  jr,  • /«tTj  und 

6* 


= 0,  T, 


o,:r, 


m»,  sind  gleich  wegen 


0^  ?r,  0,  TT, 


»»TT,  mn^  a‘ 


2)  Man  kann  dies  auch  direkt  zeigen,  denn  der  Ausdruck  (op^  * ==•  p,  jr,  * -f-  ^1  ’ 

(Pb' 

= a*  — - ^ o,  m*  -f-  (on^'  läfst  sich  durch  Hinzufügen  von  a>h  ■ tt,  tt,  = 

J(o,  Ä,  -{- Oj ’T*)  (w* I — Wegnahme  von  \ (con^ (an^)  (u>n^  — ojjt,)  = 
coh  ■ jr,  sr,  auf  die  Form  bringen 


<oPi 


* = rt*  — 


a'b' 

(^1  "'*)  4-  i ® ^j*) . 


welche  ungeändert  bleibt,  wenn  man  p,  mit  p,  vertauscht. 


DIgitized  by  Google 


6 


Rudolf  Rchüsslbb: 


Oder  man  kann  direkt  beweisen,  dafs  sich  die  Tangenten  zweier 
Kurvenpunkte  im  Ahnlichkeitskreis  der  zu  und  p^  gehörigen 

Berührungskreise  schneiden:  Der  Schnittpimkt  x der  Tangenten  in  pj 
und  P2  (Fig.  6)  liegt  auf  dem  zu  p^p^  konjugierten  Durchmesser  xm, 
welcher  also  p^p^  in  p halbiert.  Da  somit  p^  und  p^  von  diesem  Durch- 
messer gleiche  Entfernung  haben,  sind  die  Dreiecke  mxpi  und  mxi\ 
inhaltsgleich,  und  es  ist 

xp^  • ^P\  ' ^Pi  • 

Anderseits  ist  = mö  • cos  (p  = a • cos  q>  und  o^p^  — a : cos  9,  weil  der 
Radius  des  Berührungskreises  auf  einen  Radiusvektor  projiziert  die 
grofse  Halbachse  giebt  (Fig.  1);  also  • o^p^  = a*  = • o^p^  oder 

: //j  ~ O2P2  • o^p^  imd  xpi  : xp^  — OlP^  : o^p^y 

d.  h.  X liegt  im  Ähnlichkeitskreis  der  beiden  Berührungskreise.  (Es  ist 
auch  Winkel  p^xo^  = p^xo^,  oder  die  Halbierungsstrahlen  des  Winkels 
zweier  Tangenten  und  der  nach  den  Mittelpunkten  der  zugehörigen  Be- 
rührungskreise gerichteten  Strahlen  sind  identisch  und  gehen  durch  die 
Schnittpunkte  des  zugehörigen  Ähnlichkeitskreises  mit  der  Nebenachse.) 

2,  Mittelpunkte  der  Berührungskreise  auf  der  Hauptachse.  Stützt 
man  sich  auf  die  bereits  abgeleiteten  Resultate,  so  ist  (Fig.  7)  op:on 
= mn  : ynn  = : e*  und  wiegen  op  ' on=^  of  • of^  ist  op^ : of  • of^  = 

Diese  Relation  kann  man  auch  leicht  aus  der  bekannten  Kon- 
struktion einer  Kurvennormale  mit  Hilfe  der  konzentrischen  Kreise 
mit  den  Radien  a^b,  a h herleiten:  (Fig.  8)  op  : pn^  = b : a,  np  :pn, 
— a :hy  also  op  : np  = : a^  und  op  : 07i  = : (a*  — b^  = : e*,  woraus 

wie  früher  — 7-  = ^ , d.  h.  das  Verhältnis  des  Radius  eines  Be- 

0/0/1  ^ 

rührungskreises  imd  der  durch  dessen  Mittelpunkt  gehenden  kürzesten 
Sehne  des  Brennkreises  ist  konstant  = b : e.^) 

Hat  man  nun  zwei  Kreismittelpunkte  o^Oo  auf  der  Hauptachse 
(welche  für  reelle  Kreise  innerhalb  der  Brennpunkte  angenommen 

werden  müssen),  so  ist  (Fig.  9)  r^  : r^  = Voif'  oj^  : V'o./'.  Oj/;  = tf,  : <f„ 
was  zu  einer  einfachen  Konstruktion  der  Ähnlichkeitspunkte  s^s^ 
beiden  Berühnmgs kreise  führt.  Dieselbe  zeigt  unmittelbar,  dafs  s und 
5^  harmonisch  konjugiert  sind  bezüglich  des  Brennkreises 

1)  Steiners  Ges.  Werke  II,  394.  Man  kann  dies  auch  so  aussprechen:  Für 
alle  doppelt  berührenden  Kreise  mit  den  Centren  auf  der  Hauptachse  bilden  die 
Endpunkte  der  zur  Hauptachse  normalen  Radien  eine  Ellipse,  welche  die  End- 
punkte der  Nebenachse  und  die  Brennpunkte  der  gegebenen  Ellipse  als  Scheitel 
besitzt.  Der  Satz  gilt  noch  allgemeiner  (Steiner,  II,  408  u.  tf.). 

*2)  Steiners  Ges.  Werke  II,  399. 
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Die  weiteren  Betrachtungen  sind  analog  den  früheren,  wie  ja  schon 
daraus  hervorgeht,  dals  die  Iladien  der  zu  einem  Kurvenpunkte  ge- 
hörigen Kreise  mit  den  Mittelpunkten  in  der  Haupt-  oder  Nehenachse 
in  einem  konstanten  Verhältnisse  : o*)  stehen.‘)  Zieht  man  (Fig.  7) 
die  Berührungssehne,  so  ist  mo  : mn  = mn  : nn  = e* : d.  h.  die  Ent- 

fernungen des  Kurvencentrums  vom  Mittelpunkte  eines  Kreises  und 
von  der  zugehörigen  Berührungssehne  stehen  in  einem  konstanten  Ver- 
hältnisse. Daraus  folgt,  dafs,  wenn  OjOj'  = co'Oj,  ist,  die  zu  o'  ö'oj  als 
Kreismittelpunkten  gehörigen  Berührungssehnen  äquidistant  sind  (Fig.  5), 
und  auch  moa' : hh'  = e* : nun  wurde  früher  bewiesen,  dals  (om  : (oh 

= e* : a*;  daher  liegt  oj'  auf  der  Geraden  coh',  d.  h.  ah‘  ist  normal  zu 

oder  l\y  woraus  folgt,  dafs  die  Chordale  der  Berührungs- 

kreise in  der  Mitte  der  Berührimgssehnen  liegt. 

Dies  läfst  sich  auch  direkt  beweisen:  Schneidet  die  Chordale  zweier 
doppelt  berührender  Kreise  mit  den  Mittelpunkten  und  o,  die  Haupt- 
achse in  h (Fig.  10),  so  ist 

ho\  - Ao*  = rj  - r»  = (uj  - 05)  = (mo*  - mo\) 

oder 

ft* 

(Aoi  + ho^){hOi  — Aog)  = -j  (moj  -f  moj  (mo^  — moj 

oder 

ft* 

OjOj ' 2A(d  = • OjOj  • 2mro,  d. h.  Ao3:maj  — oder  hmifnco  — 

daher  ist  die  Chordale  die  zu  (o  gehörige  Berührungssehne  und  liegt 
also  in  der  Mitte  der  zu  o^  und  Og  gehörigen  Berührungssohnen. 

B.  Hyperbel. 

Man  kann  alle  Beweise  analog,  wie  bei  der  Ellipse,  durchführen 
und  braucht  nur  denselben  Text  auf  die  entsprechend  geänderten 
Figuren  (1  a,  7 a)  zu  beziehen.  Doch  können  bei  der  Hyperbel  die 
beiden  Sätze  I und  H auch  mit  Benutzung  der  Asymptoten  abgeleitet 
werden. 

1.  Mittelpunkte  auf  der  Nehenachse.  Soll  für  den  Mittelpunkt  0 
der  Nebenachse  der  Berührungskreis  konstruiert  werden,  so  fällt  man 
(Fig.  11)  von  o auf  die  beiden  Asymptoten  die  Normalen;  die  Fufs- 
punkte  öö'  derselben  geben  die  Berühnmgssehne,  welche  die  Hyperbel  in 
den  Berührungspunkten  pp'  schneidet;  dabei  ist  öp  • 8p'  = — 81  - dH, 

1)  Daraus  folgt  z.  B. , dafs  für  Berührungskreiso  mit  dem  Centmm  auf  der 
HauptachBe  die  Projektion  des  Radius  auf  einen  zugehörigen  Radiusvektor  gleich 
dem  Krümmungsradius  des  Scheitels  der  grofsen  Achse  ist. 
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also  d 1 ==  d 1 ' = a,  d.  h.  jeder  die  Hyperbel  doppelt  berührende  Kreis, 
dessen  Mittelpunkt  in  der  Nebenachse  liegt,  schneidet  auf  den  Asymp- 
toten Sehnen  aus,  gleich  der  reellen  Achse  der  Hyperbel.  Nun  ist 
od  : om  = co8(p  ~ a : e;  also  oä:a  = om:e,  daher  Aodl' ~ Aow/*, 
und  r : of  = a : c d.  h.  der  Radius  eines  Berührungskreises  und  des 
konzentrischen  Kreises  durch  die  Brennpunkte  stehen  im  konstanten 
Verhältnisse  a : e. 

Für  zwei  doppelt  berührende  Kreise  mit  den  Mittelpunkten 
ist  daher  : o^f  oder  — o^f:  o^f  d.  h.  die  Brennpunkte 

liegen  im  Ahnlichkeitskreise  der  beiden  Berührungskreise. 

Schneidet  die  Berührungssehne  die  Nebenachse  in  n,  so  ist 


OTt 

V = cos  w — 
00  ^ 


££.1) 

O/M 


daher 


ojr 

om 


2 

= COS>  = 


und 


m n 6* 
mo  c*' 


d.  h.  das  Verhältnis  der  Entfernungen  des  Mittelpunktes  des  Berührungs 
kreises  und  der  Berührungssehne  vom  Hyperbelmittelpunkte  ist  kon- 
stant, insbesondere  gehören  zu  drei  äquidistanten  Mittelpunkten  drei 
äquidistante  Berührungssehnen. 

Zeichnet  man  zwei  Berühningskreise  imd  fällt  vom  Halbierungs- 
punkte w ihrer  Mittelpimkte  die  Normale  (oli  auf  eine  Asymptote,  so 
liegt  (vergl.  Fig.  3)  li  auf  der  Chordale  der  Kreise  (weil  auf  der 
Asymptote  gleiche  Sehnen  ausgesclmitten  werden)  und  auf  der  zu  o 
gehörigen  Berührungssehne;  also  liegt  die  Chordale  der  Kreise  in  der 
Mitte  ihrer  Berühnmgssehnen  mit  der  Hyperbel. 

2,  Mittdpunkte  auf  der  Hauptachse.  Zur  Bestimmung  der  Be- 
rührungspunkte pp'  bei  gegebenem  Mittelpunkte  o auf  der  Hauptachse 
nUlt  man  (Fig.  12)  von  o die  Normalen  auf  die  beiden  Asymptoten; 
die  Verbindungslinie  ihrer  Fufspunkte  ist  die  Berühnmgssehne, 

welche  die  Hyperbel  in  den  gesuchten  Berührungspunkten  j>p'  schneidet, 
so  dafs  ]>d  ' pö'  = dp  • dp'  = 6*  ist,  d.  h.  die  Tangente  von  d an  den 
gesuchten  Berühningskreis  K ist  gleich  der  ideellen  Halbachse.  Jeder 
Berührungskreis  mit  dem  Mittelpunkt  o in  der  Hauptachse  schneidet 
einen  Kreis  mit  dem  Radius  b,  dessen  Mittelpunkt  der  Fufspunkt  der 
Normale  von  o auf  eine  Asymptote  ist,  rechtwinklig. 


1)  Nel»»!nbei  läfst  eich  hieraus  folgender  Satz  einfach  beweisen:  Fällt  man 
(Fig.  I a)  von  o auf  einen  Radiusvektor  des  Berührungspunktes  p die  Normale  oa, 

so  ist  wie  bei  der  Ellipse  pcc  = a (wegen  Aoap  Aom  f),  und  o«  = £-ow,  d.  i. 

e 

aber  nach  obiger  Gleichung  auch  die  Entfernung  des  Mittelpunktes  o von  den 
Asymptoten,  d.  h.  legt  man  an  den  die  Asymptoten  berührenden  Kreis  mit  dem 
Mitt(d]mnkte  o die  Tangenten  aus  den  Brennpunkten,  so  schneiden  sich  diese  in 
den  Fufspunkten  der  von  o an  die  Kurve  gezogenen  Normalen. 


K 


I 
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Legt  man  von  o an  den  Brennkreis  eine  Tangente  or,  so  ist 
Loöt  ~ Aomt  wegen  oÖ  : om  — sing)  = h:e  — dt:  #wr ; daher  ist  auch 

oi:  ot  = b : Cy  d.  h.  r : Yof  ■ of^  = h : e\  der  Radius  eines  Berührungs- 
kreises und  des  konzentrischen,  welcher  den  Brennkreis  normal  schneidet, 
haben  ein  konstantes  Verhältnis  r : R — h : e. 

Für  zwei  doppelt  berührende  Kreise  mit  den  Mittelpunkten 

0,  und  Oj  verhalten  sich  deren  Radien  wie  die  Tangenten  von  Oj  und 
Oj  an  den  Brennkreis.  Die  Kreise  mit  den  Mittelpunkten  Oj  und  o^, 
welche  den  Brennkreis  normal  schneiden,  haben  daher  denselben 
Ahnlichkeitskreis  Kt  wie  und  dieser  Kreis  Kt  wird  also  auch 
den  Brennkreis  normal  schneiden,  oder  die  Ahnlichkeitspunkte  der 
beiden  Berührungskreise  sind  harmonisch  konjugiert  zu  den  Brenn- 
punkten.^) 

Schneidet  die  Berührungssehne  eines  Kreises  die  Hauptachse  in  ä, 
so  ist  (Fig.  12)  od  : om  — sintp  und  o;r:od  = sing)  daher  ojt : om 
ö* 

= sin*9  = -,  0^®’’  niTt : tuo  = a‘ : e-y  das  Verhältnis  der  Entfernungen 

des  Kreismittelpuuktes  und  der  Berührungssehne  vom  Hyperbelcentrum 
ist  konstant. 

Zeichnet  man  zwei  Berührungskreise  und  fällt  vom  Halbierungs- 
ponkte  CD  ihrer  Mittelpunkte  die  Normale  ah'  auf  eine  Asymptote,  so 
sind  (^Fig.  14)  die  Tangenten  von  h'  an  die  beiden  Kreise  K^  und  K^ 
gleich^,  also  h'h  die  Chordale,  welche  von  den  durch  gehenden 
Berühnmgssehuen  der  Kreise  KiK^  mit  der  Hyperbel  gleiche  Ent- 
fernung hat. 

C.  Parabel. 

Für  einen  Punkt  o der  Achse  als  Mittelpunkt  bestimmt  sich  der 
Berührungskreis  aus  den  bekannten  Eigenschaften,  dafs  die  Subnomiale 
gleich  dem  Parameter  q (Entfernung  des  Brennpunktes  von  der  Leit- 
linie) ist  und  der  Berührungspunkt  p dieselbe  Entfernung  6 vom  Brenn- 
punkte hat  wie  o.  Daher  ist  auch  (Fig.  15)  o^p^  = • 2d\  und 

^ : r*  = dj  : dj ; daher  ist  f für  irgend  zwei  Berühningskreise  der 

1)  Aus  Fig  13  ist  ersichtlich,  dafs  für  zwei  Kreise,  welche  einen  dritten 
normal  schneiden,  die  Ähnlichkeitspunkte  harmonisch  konjugiert  zu  sind;  denn 
1 3,  2 4 und  12,  3 4 schneiden  sich  in  zwei  zu  harmonisch  konjugierten 
Punkten  5,  und  .s, ; s^  ist  aber  innerer  .Ähnlichkeitepuukt  der  gegebenen  Kreise, 
w^eil  0, 1 ' parallel  0, 2 ist  (a,  = a,'  als  Basiswinkel  in  einem  gleichschenkligen 
Dreiecke,  a,  ==>  a,  als  Peripheriewinkel);  ebenso  ist  s,  ilafserer  Ähnlichkeitapunkt. 

2)  Dreht  man  Ä",  und  d,  um  coh\  bis  d,  mit  d,  zur  Deckung  kommt,  so  ist 
die  Asymptote  A Chordale  von  A,  und  (/C'i,  also  sind  die  Tangenten  von  /»'  an 
A’,  und  (A',)  und  daher  auch  an  /f,  gleich. 
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Mittelpunkt  des  Ahnlichkeitskreises^),  d.  h.  die  Ahnlichkeitspunkte  aller 
möglichen  Paare  von  Berührungskreisen  liegen  symmetrisch  zum  Brenn 
punkte  (sind  hanuonisch  konjugiert  bezüglich  des  endlichen  und  un- 
endlich fern  liegenden  Brennpunktes). 

Dafs  die  Entfernung  der  Kreismittelpunkte  von  den  Berührungs- 
sehnen konstant  (gleich  dem  Parameter  ist,  wurde  schon  erwähnt. 
Entsprechen  (Fig.  15)  den  Kreismittelpunkten  OjOj  die  Berührungspunkte 
PiPj  der  Parabel  mit  den  Koordinaten  so  ist  y\—y\  = — 

oder  (j/j  — yg)  : (dj  — ^2)  ==  q : . Ist  Ji  der  Halbierungspunkt 

der  Wechselsehne  C3  der  Halbierungspunkt  von  OjOg,  dann  sagt 

die  Gleichung,  dafs  tga==  tg^  oder  ah'  normal  zu  p^pg  ist,  d.  h.  \\ 
und  pg  haben  von  w gleiche  Entfernung,  also  liegt  (Fig.  3)  die 
Chordale  zweier  Berührungskreise  in  der  Mitte  der  zugehörigen  Be- 
rührungssehnen. 


Aus  den  beiden  für  Ellipse,  Hyperbel  und  Parabel  bewiesenen 
Sätzen  kann  man  einige  wichtige  Folgerungen  ziehen.  Der  erste  Satz 
sagt,  dafs  jeder  Ahnlichkeitskreis  zweier  doppelt  berührender  Kreise 
entweder  die  Brennpunkte  enthält  oder  den  Brennkreis  normal  schneidet. 
Derselbe  ist  also  eindeutig  bestimmt,  wenn  man  Oj  und  Og  kennt;  denn 
liegen  o^Og  auf  der  Nebenachse,  so  sind  die  Halbierungsstrahlen  des 
Winkels  o^fog  nach  dem  inneren  und  äufseren  Ahnlichkeitspunkt  Sj 
und  Sg  gerichtet;  liegen  OjOg  auf  der  Hauptachse,  so  sind  s^Sg  gleich- 
zeitig zu  o^Og  und  ff  harmonisch  konjugiert. 

Umgekehrt  kann  man  jeden  durch  die  Brennpunkte  gehenden  oder 
den  Brennkreis  normal  schneidenden  und  zur  Hauptachse  symmetrischen 
Kreis  als  Ahnlichkeitskreis  für  unendlich  viele  Paare  von  doppelt 
berührenden  Kreisen  ansehen;  die  Mittelpunkte  dieser  Kreise  sind  die- 
jenigen Punktepaare  der  betreffenden  Achse,  welche  zum  Ahnlichkeits- 
kreis harmonisch  konjugiert  liegen.  Die  Tangenten  in  den  Berührungs- 
punkten des  Kegelschnittes  mit  einem  solchen  Kreispaare  schneiden 
sich  auf  dem  Ahnlichkeitskreise  und  in  zwei  zum  Ahnlichkeitskreis 
harmonischen  Punkten  der  Achse.  Bringt  man  demnach  eine  Tangente 

1)  Der  Ähnlichkeitskreis  mit  dem  Mittelpunkte  x ist  der  Ort  aller  Punkte, 
welche  von  0,  und  0,  Entfernungen  im  Verhältnisse  r,  : r,  besitzen;  betrachtet 
man  besonders  den  Punkt  a (Fig.  16),  so  ist 

Aa:o,  ff  AffOj  0,,  daher  xo,  : xff  = o,ff  : o,  ff  = r,  ; r, 
und  wegen  Axo,ff  ~ Ao, ffo,  auch  xo,  : Xff  = o,  ff  : 0, ff  = r,  : r, ; 

daher  ist  xo,  ; xo,  = rj  : r|. 
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eines  Kegelschnittes  und  die  zu  ihr  bezüglich  einer  Achse  symmetrische 
Tangente  mit  einem  beliebigen  Ahnlichkeitskreis^),  dessen  Mittelpunkt 
auf  dieser  Achse  liegt,  zum  Schnitt,  so  werden  die  Verbindungslinien 
der  Kreisschnittpunkte,  welche  nicht  normal  der  Achse  sind,  auch 
Tangenten  desselben  Kegelschnittes  sein. 

Die  Halbierungsstrahleu  aller  Tangentenpaare,  die  sich  in  einem 
Ahnhchkeitskreise  Ä,  schneiden,  gehen  durch  zwei  feste  Punkte  (näm- 
lich durch  die  Schnittpunkte  von  K,  mit  jener  Achse,  auf  welcher  der 
Mittelpunkt  von  K,  liegt).  Da  durch  einen  beliebigen  Punkt  p nur 
ein  Ahnlichkeitskreis  ÜT,  (bezüglich  jeder  Achse)  hindurchgeht,  und 
dieser  Kreis  K,  durch  p und  die  Brennpunkte  eindeutig  bestimmt  ist, 
rauls  Kt  ein  Ahnlichkeitskreis  für  alle  mit  dem  gegebenen  konfokalen 
Kegelschnitte  sein.  Daraus  folgt  der  bekannte  Satz:  Die  Tangenten- 
paare aus  einem  beliebigen  Punkte  7)  an  eine  Schar  konfokaler  Kegel- 
schnitte haben  dieselben  Halbienmgsstrahlen;  zu  den  Tangentenpaaren 
gehören  auch  die  von  p nach  den  Brennpunkten  gerichteten  Strahlen; 
die  Halbierungsstrahlen  sind  die  Tangenten  der  beiden  durch  p gehenden 
Kegelschnitte  der  konfokalen  Schar. 

Legt  man  durch  alle  Punkte  einer  Geraden  g die  Tangenten  an 
einen  Kegelschnitt,  so  halbiert  g das  Tangentenpaar  nur  für  jenen 
Punkt  p,  welcher  auf  dem  Ahnlichkeitskreis  K,  durch  den  Schnitt  s von 
g mit  einer  Achse  liegt.  Ist  insbesondere  g eine  Tangente  des  be- 
treffenden Kegelschnittes,  so  ist  p der  Berührungspunkt. 

Durch  je  zwei  Punkte,  welche  harmonisch  konjugiert  sind  zu 
dem  Ahnlichkeitskreis  K,  von  gehen  an  die  K^K^  doppelt  be- 

rührenden Kegelschnitte  Tangenten,  welche  sich  in  K,  schneiden.  Hält 
man  ein  solches  Punktepaar  fest  und  legt  durch  dasselbe  an  alle 
doppelt  berührenden  Kegelschnitte  die  Tangenten,  so  ist  der  Ort 
der  Schnittpunkte  der  Tangenten  an  denselben  Kegelschnitt  der 
Kreis  Ä,. 

Der  zweite  Satz  sagt:  Die  Chordale  C zweier  Berührungskreise 
liegt  in  der  Mitte  zwischen  den  Berührungssehnen,  oder  die  Berührungs- 
punkte p^p^  zweier  doppelt  berührender  Kreise  sind  vom  Halbierungs- 
punkte (o  der  Kreismittelpunkte  0^0^  gleich  entfernt;  C ist  die  zu  co 
gehörige  Berührungssehne. 

Schneidet  man  einen  Kegelschnitt  mit  einem  beliebigen  Kreise, 
dessen  Mittelpunkt  w auf  einer  Achse  liegt,  so  liegen  die  Halbierungs- 
punkte h'  der  zur  Achse  nicht  normalen  gemeinsamen  Sehnen  auf  der 

1)  Das  ist  also  ein  Kreis,  welcher  seinen  Mittelpunkt  auf  der  Nebenachse 
hat  und  durch  die  Brennpunkte  geht,  oder  seinen  Mittelpunkt  auf  der  Hauptachse 
hat  und  den  Brennkreis  normal  schneidet. 
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zu  0)  gehörig«!!  Berührungsseline.  — Alle  Sehnen  eines  Kegelschnittes, 
welche  durch  eine  Gerade  C (normal  zu  einer  Achse)  halbiert  werden, 
haben  Symmetralen  durch  denselben  Punkt  w*);  oder  von  allen  durch 
den  Punkt  h'  von  C gehenden  Sehnen  wird  diejenige  in  h'  halbiert, 
welche  normal  zu  h'o  ist.  Wenn  der  Fufspunkt  h'  der  Normale  von 
einem  Punkte  a einer  Achse  auf  eine  Kurvensehne  s in  der  zu  ta  ge- 
hörigen Berührungssehne  C liegt,  so  ist  h'  der  Halbierungspunkt  der 
Sehne.  Daher  mufs  h'  auf  dem  zur  Sehne  s konjugierten  Durch- 
messer liegen.  Lälst  man  h'  längs  desselben  fortrücken  und  ebenso 
die  zur  Achse  normale  Berührungssehne  C,  so  werden  die  nach  den 
zugehörigen  Mittelpunkten  der  Berührungskreise  gerichteten  Geraden  h'a 
wegen  des  konstanten  Verhältnisses  mcai  mh  alle  parallel  und  zwar 
normal  zur  Sehne  s sein,  d.  h.:  Um  für  den  Berührungskreis  mit  dem 
Mittelpunkt  ca  die  Berührungssehne  zu  bestimmen,  bringt  man  einen 
Durchmesser  mit  der  durch  ca  normal  zum  konjugierten  Durchmesser 
gezogenen  Geraden  zum  Schnitt;  der  Schnittpunkt  fi  liegt  auf  der  ge- 
suchten Berühnmgssehne,  ob  die  durch  h'  gehende  Sehne  die  Kurve  in 
reellen  Punkten  schneidet  oder  nicht. 

Betrachtet  man  insbesondere  die  gemeinsame  Tangente  T zweier 
Berührungskreise  mit  den  Mittelpunkten  in  derselben  Achse  und  er- 
richtet in  ihrem  Schnittpunkte  h'  mit  der  Chordale  C die  Normale 
auf  T,  so  trifft  dieselbe  die  Achse  im  Halbierungspunkte  m der  Kreis- 
mittelpunkte OjOgj  dafs  C die  zu  gj  gehörige  Berührungssehne  ist; 


1)  Daraus  läfst  sich  auch  eine  Konstruktion  der  Schnittpunkte  eines  K^el- 
schnittes  mit  einem  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  auf  einer  Achse  liegt,  ableiten. 
Kreis  und  Kegelschnitt  bestimmen  (Fig.  17)  auf  der  Achse  eine  Involution,  durch 
deren  Doppelpunkte  ef  die  Wechselsebnen  der  gesuchten  Schnittpunkte  gehen. 
Die  Wechselsehnen  sind  bestimmt,  da  sie  durch  die  Schnittpimkte  au  resp. 
der  Kreise  über  eto  resp.  fa>  mit  C gehen  (C  wird  als  die  zu  to  gehörige  Be- 
rührungssehne in  bekannter  Weise  konstruiert).  Sind  die  Schnittpunkte  imaginär, 
so  kann  ein  Paar  Wechselsehnen  reell  bleiben;  sind  beide  Paare  imaginär,  so  sind 
die  beiden  zur  Achse  normalen  Sehnen  reell,  welche  von  C gleich  entfernt  sind 
und  durch  ein  Punktepaar  der  obigen  Involution  gehen.  (Vergl.  Niemtschik: 
69,  Jahrg.  1869  d.  Sitzungsber.  d.  Wien.  Akad.  d.  Wiss.) 

2)  D.  h.  für  alle  Paare  von  doppelt  berührenden  Kreisen  mit  derselben 
Chordale  (7  umhüllen  alle  Wechselsehnen  der  Berührungspunkte  (und  alle  gemein- 
schatllichen  Kreistangenten,  wie  später  gezeigt  wird)  eine  Parabel,  für  welche  C 
Scheiteltangente  und  der  gemeinsame  Halbierungspimkt  to  je  zweier  Kreismittel- 
punkte  Brennpunkt  ist. 

3)  Diese  bekannte  Konstniktion  ergiebt  sich  projektivisch  sehr  einfach  aus 
dem  Satze;  Wenn  sich  zwei  Kegelschnitte  doppelt  berühren,  so  schneiden  sich  die 
Polaren  eines  beliebigen  Punktes  auf  der  Berührungssehne,  wenn  man  als  den 
beliebigen  Punkt  den  unendlich  fernen  Punkt  eines  Diameters  wühlt. 
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daher  mufs  h'  der  Halbierungsponkt  der  durch  T ausgeschnittenen 
Kurvensehne  sein*),  d.  h.  die  Symmetrale  einer  Kurvensehne  T schneidet 
eine  Achse  im  Halbierungspunkte  a der  Mittelpunkte  jener  Kreise 
welche  die  Kurve  doppelt  berühren  und  T zur  Tangente  haben.  (Die 
Berührungspunkte  dieser  Kreise  mit  T haben  von  h'  eine  Ent- 

fernung gleich  der  Tangente  von  h'  an  den  Ahnlichkeitskreis  K,  von 
Kj  und  Aj,  weil  dieser  durch  die  Schnittpunkte  von  und 
gehen  mufs.) 

Betrachtet  man  eine  der  gemeinschaftlichen  Tangenten  von  Be- 
rührungskreis und  Kegelschnitt,  z.  B.  (Fig.  19)  die  in  so  schneidet 
sie  die  Chordale  in  6 und  die  Berührungssehne  des  zweiten  Kreises  in 
;Tj,  so  dafs  dp[  — gleich  der  Tangente  von  d an  ist,  d.  h.  der 
Kreis  über  p’^^^  schneidet  rechtwinklig,  oder  pj  ist  zu  harmonisch 
konjugiert  bezüglich  da  A^  ein  beliebiger  Berührungskreis  des 

Kegelschnittes  ist,  giebt  dies  den  Satz:  Der  Berührungspunkt  einer 
beliebigen  Kurventangente  und  ihr  Schnittpunkt  mit  der  Berührungs- 
sehne eines  Kreises  A sind  bezüglich  A harmonisch  konjugiert, 
oder  jeder  der  beiden  Punkte  liegt  auf  der  Kreispolare  des  anderen. 

Die  Polare  von  ;ar,  geht  durch  den  Pol  von  daher  kann 
man  die  Tangente  eines  Punktes  p^  in  zweifacher  Weise  bestimmen: 
Entweder  bringt  man  die  Polare  von  bezüglich  eines  Berührungs- 
kreises Aj  mit  der  Berührungssehne  Pg  in  zum  Schnitt,  oder  man 
sucht  zu  pjTg  den  Pol  bezüglich  Aj;  jfgPj  ist  die  gesuchte  Tan- 
gente. 

Sind  PjPg  die  Berührungspunkte  zweier  Kreise  A^Ag  mit  einem 
Kegelschnitte,  also  von  der  Chordale  C der  Kreise  gleich  weit  entfernt, 

1)  Projektiviach  lälst  es  sich  beweisen  auf  Grund  des  Satzes,  dafs  ein  Büschel 
von  sich  doppelt  berührenden  Kegelschnitten  eine  Gerade  in  Punktepaaren  einer 
Involution  treffen,  von  welcher  ein  Doppelpunkt  auf  der  gemeinsamen  Beriihruiigssehne 
liegt,  und  der  andere  der  Berührungspunkt  eines  Kegelschnittes  des  Büschels  ist:  Eine 
gemeinschaftliche  Tangente  zweier  Berührungskreise  (Fig.  18)  berühre  diese  in  , 
schneide  die  Kurve  in  a,  a,  und  die  Berührungssehnen  7^,  P,  in  und  . Die 
Chordale  C liegt  in  der  Mitte  zwischen  den  Berührungssehnen  1\  I\ , so  dafs  ihr 
Schnittpunkt  h'  mit  der  Tangente  gleich  entfernt  von  ist;  a«  müssen  nun 
sowohl  als  ßyty  harmonisch  trennen;  da  ß^t,  — ßft,  ist,  mufs  h'  auch 
Halbiemngspunkt  von  a, sein,  ob  diese  Punkte  reell  oder  imaginär  sind. 

Bei  der  Hyberbel  läfst  sich  dies  direkt  mit  Hilfe  der  Asymptoten  beweisen: 
Sind  (Fig.  11»,  12»)  a und  cc'  die  Schnittpunkte  von  T mit  den  Asymptoten,  so 
liegen  adh'a  in  einem  Kreis,  und  es  ist  = adh*  — tp\  ferner  liegen  ad'h'a' 

auf  einem  Kreis,  daher  ist  — qp,  also  ist  (oaa'  ein  gleichschenk- 

lige.s  Dreieck  und  uh'  — a'A',  d.  h.  die  Kreisberührungspunkte  mit  T liegen  zu 
h'  synunetrisch , ebenso  die  Schnittpunkte  mit  den  Asymptoten  und  daher  auch 
die  Schnittpunkte  mit  der  Hyperbel. 
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90  schneidet  aus  den  Kreisen  gleiche  Sehnen  aus,  so  dafs  (Fig.  19) 
PiPi  ‘ Pi  Ql  — PiPi  ‘ PiQi  Tangenten  von  an  K,  und  von 

7?2  an  haben  gleiche  Länge.  (Der  Kreis  mit  dem  Zentrum  durch 
2)^  und  der  Kreis  mit  dem  Zentrum  o,  durch  schneiden  sich  auf  C). 
Die  Länge  dieser  Tangenten  bestimmt  sich,  wenn  man  durch  eine 
Parallele  zur  Achse  und  durch  eine  Parallele  zur  Sehne  zieht 
wie  folgt: 

c = PtPi  P,qi=  PaPi  ■ K\  = • d cos  g>  = .-rd 

(d.  i.  das  Produkt  aus  der  Entfernung  ä der  Beriihrungssehnen  in  die 
Entfernung  d der  Kreismittelpunkte). 

Für  den  Schnittpunkt  c der  Chordale  C mit  dem  Kegelschnitte 
ist  daher  die  Länge  der  Tangente  an  oder  gleich  der  Quadrat- 
wurzel aus  dem  Produkte  der  Entfernung  der  Berührungssehnen  Cl\ 
oder  CP,  in  die  Entfernung  der  zugehörigen  Kreismittelpunkte  wOj 

resp.  mo,,  d.  h.  ^ , die  Hälfte  der  früher  gefundenen  Gröfse  l, 

oder  die  Summe  der  Tangenten  von  c an  imd  ist  gleich  ?;  man 
kann  leicht  zeigen,  dafs  dies  für  jeden  Kurvenpunkt  gilt:  Seien  xx’ 
die  in  einer  beliebigen  zur  Achse  normalen  Geraden  x liegenden 
Kurvenpunkte');  da  die  Entfernungen  jedes  Kreismittelpunktes  (auf 
einer  Achse)  und  der  zugehörigen  Berührungssehne  vom  Mittelpunkte 
der  Kurve  ein  konstantes  Verhältnis  besitzen  (bei  der  Parabel  gleich  1), 
so  mufs  der  zu  X als  Berührungssehne  gehörige  Kreismittelpunkt  i die 
Strecke  OjO,  ^ demselben  Verhältnisse  teilen,  wie  X die  Entfernung 
der  Berührungssehnen  PiP,,  und  ist  daher  gegeben.  Es  ist  also 
(Fig.  20): 

i n = : d = und  ä,  : ^ = rf,  : c?  = f, , wo  -}-£,  = 1 

ist;  nach  früherem  ist  die  Tangente  von  x an  X,  gleich 

• äj  ==  Yjt  • d = f j • /, 

1)  Der  Punkt  x kann  auf  verschiedene  Weise  bestimmt  werden  (Fig  20): 

1.  X und  p^  sind  vom  Halbierungspunkte  w,  der  Strecke  gleich  weit 

entfernt. 

2.  Der  Berührungskreis  durch  x mit  dem  Mittelpunkte  ^ hat  mit  A',  ein^ 
Chordale  gemein,  welche  in  der  Mitte  zwischen  P,  und  X liegt. 

3.  Der  Kreis  durch  mit  dem  Mittelpunkte  ^ und  der  Kreis  durch  den 
gesuchten  Punkt  x mit  dem  Mittelpunkte  o,  haben  eine  Chordale,  welche  in  der 
Mitte  zwischen  P,  und  X liegt. 

4.  Auch  ergiebt  sich  die  Länge  der  Tangente  von  x an  Ä",  aus  dem  später 
bewiesenen  Satze,  dafs  die  Länge  der  Tangente  ti  von  jedem  Kurvenpunkte  j 
an  einen  doppelt  berührenden  Kreis  zu  seiner  Entfernung  von  der  Berührungssehne 
ein  konstantes  Verhältnis  besitzt,  also  <*:/  = «,  : 
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ebenso  ist  die  Tangente  von  x an  gleich 

Ytc^  • ' d = ‘ l, 

und  die  Summe  der  Tangenten  ist  gleich  )/jt  • d^  also  für  alle  Punkte 
der  Kurve  zwischen  Pj  und  Pj  konstant. 

Für  die  Kurvenpunkte  aufserhalb  Pj  P,  ist  die  Differenz  der 
Tangenten  an  die  festen  Kreise  konstant,  d.  h.  der  Ort  aller 

Punkte,  deren  Tangenten  an  zwei  feste  Kreise  eine  konstante 

Summe  oder  Differenz  l haben,  ist  ein  Kegelschnitt,  welcher  die  beiden 
Kreise  doppelt  berührt.^)  Die  Berührungspunkte  haben  von  der  Kreis- 

•7t  l* 

chordale  eine  Entfernung  ^ ^ und  können  leicht  bestimmt  werden, 

weil  sie  auf  zu  und  konzentrischen  Kreisen  liegen  mit  den 
Radien  + P resp.  Yr\  + P. 

Die  Relation  l = Yn  • d läfst  sich  umformen  und  daraus  eine 

Kegelschnittseigenschaft  herleiten:  Z : ;r  = : ;r;  nach  früherem  ist 

d : jr  konstant  und  zwar  : 6*,  wenn  die  Mittelpunkte  auf  der  Neben- 
achse, und  : a*,  wenn  sie  auf  der  Hauptachse  liegen;  daher  ist  das 
Verhältnis  der  Entfernung  jedes  Kurvenpunktes  x von  der  Berührungs- 
sehne eines  doppelt  berührenden  Kreises  zu  der  Länge  der  Tangente 
von  X an  den  Kreis  konstant  und  zwar  h : e oder  a : e,  je  nachdem  der 
Kreismittelpunkt  auf  der  Neben-  oder  Hauptachse  liegt. 

Andrerseits  ist  l : d ==  |/;r  : d {—h\e  oder  o : e);  für  eine  gegebene 
konstante  Summe  oder  Differenz  l der  Tangenten  giebt  es  bei  einer 
gegebenen  Kurve  unendlich  viele  Paare  von  Berührungkreisen  mit  kon- 
stantem Zentralabstand. 

1)  Diesen  Satz  legt  Steiner  ohne  Beweis  seiner  Abhandlung:  „Über  einige 
neue  Bestimmungsarten  der  Kurven  zweiter  Ordmmg“  (Ges.  Werke  II,  446)  zu 
Gründe.  Der  Beweis  ist  analytisch  leicht  zu  erbringen  und  ergiebt  sich  auch 
durch  räumliche  Betrachtungen,  wenn  man  durch  den  Kegelschnitt  einen  Rotations- 
kegel (resp.  ein  einschaliges  Rotationshjperboloid)  legt  und  durch  die  Kreise 
Kugeln,  welche  diese  Fläche  längs  Parallelkreisen  berühren;  die  konstante  Summe 
oder  Differenz  der  Kreistangenten  ist  dann  gleich  dem  Stück  einer  Erzeugenden 
der  Fläche  zwischen  den  beiden  Berührungspunkten,  also  konstant. 

Fiedler  hat  in  der  früher  zitierten  Abhandlung  (Acta  mathematica  5)  einen 
sehr  interessanten  Beweis  in  cyklog^aphischer  Methode  gegeben. 

Setzt  man  den  Satz  voraus,  so  ergiebt  sich  unmittelbar,  dafs  eine  gemeinsame 
Tangente  der  beiden  Kreise  die  Kurve  in  zwei  Punkten  schneidet,  welche  vom 
Halbierungspunkte  ihrer  Zentren  gleiche  Abstände  haben;  denn  (Fig.  18) 
ffj  -j-  a,  = «j  -j-  a,  , daher  a,  i = a,  f, . Der  Halbierungspunkt  von  a,  a,  ist 
daher  identisch  mit  dem  Halbierungspunkte  von  t^  , welcher  auf  der  Kreischordale 
liegt,  und  ist  der  Fufspunkt  der  Normale  vom  Halbierungspunkte  der  Kreismittel- 
p :nkte  auf  ot,  a, . — 
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Liegen  die  Punkte  des  Kegelschnittes  innerhalb  der  beiden  Be- 
rührungskreise, so  behalten  diese  Sätze  ihre  Giltigkeit,  nur  treten  an 
die  Stelle  der  Kreistangenten  die  durch  einen  Kurvenpunkt  gehenden 
halben  kürzesten  Kreissehnen. 

Bei  der  Parabel  gelten  die  früheren  Schlüsse  nicht,  da  sie  keinen 
endlichen  Mittelpunkt  besitzt;  es  erfahren  die  abgeleiteten  Beziehungen 
eine  kleine  Veränderung:  Die  Gleichung  — :td  geht  (wegen  .t  = (Ti 
über  in  l = :t  = d,  woraus  unmittelbar  folgt,  dafs  die  Entfernung  eines 
Kurvenpunktes  x von  der  Berührungssehne  eines  doppelt  berührenden 
Kreises  gleich  ist  der  Länge  der  Tangente  von  x an  diesen  Kreis,  und 
also  auch  die  Summe  oder  Differenz  der  Tangenten  von  einem  Kurven- 
punkte X an  zwei  doppelt  berührende  Kreise  konstant,  nämlich  gleich 
der  Entfernung  der  beiden  Berührungssehnen  ist. 

Auf  Grund  dieser  elementar  abgeleiteten  Kegelschnittseigenschaften 
sollen  nun  einige  Aufgaben  gelöst  werden. 

U. 

Kreise  za  bestimmen,  welche  einen  Kegelschnitt  doppelt  berühren.') 

1.  Der  Krelsmittefpimkt  o ist  pegehen. 

Der  Radius  ergiebt  sich  aus  r : of  = a : wenn  o auf  der  Neben- 

achse einer  Ellipse  oder  Hyperbel  liegt  — aus  r lYof  • of*  = : e, 
wenn  o auf  der  Hauptachse  einer  Ellipse  oder  Hyperbel  liegt  — aus 

r = Yq  • 2d,  wenn  o auf  einer  Parabelachse  liegt.  (Übrigens  wurden 
gelegentlich  eine  Reihe  von  Konstruktionen  solcher  Berühruugskreise 
erwähnt.“)) 

Liegt  0 auf  der  Nebenachse,  so  sind  die  Berührungskreise  immer 
reell;  bei  der  Hyperbel  ist  auch  immer  die  Berührung  reell,  bei  der 
Ellipse  nur  für  die  Punkte  o zwischen  den  Krümniungsmittelpunkten 
der  Scheitel  der  Nebenachse. 

1)  Niemtschik:  Sitzungaber.  d.  Wien.  Akad.  d.  Wias.  II.  Abt.  Dei. 

1873,  es. 

2)  Vergl.  auch  Pelz:  „Beiträge  zur  Bestimmung  der  Selbst-  und  Schlagscbatten- 
grenze  von  Flächen  2.  Ordnung“  (27.  Jahresber.  d.  L.  0.  R.  Graz,  1878.  S.  7.) 

Pelz:  „Zur  wies.  Behandlung  der  orthog.  Axonometrie“  (Sitzungsber.  «i 
Wien.  Akad.  der  Wiss.  81 , 90). 

Pelz:  „Zum  Normalenproblem  der  Kegelschnitte“  (Sitzungsber.  d.  Wien. 
Akad.  d.  Wisfl.  85). 

Pelz:  „Zum  Normalenproblem  der  Ellipse  (Sitzungsber.  d.  Wien.  Akad.  d 
Wiss.  März  1887,  95). 

Pelz:  „Konstruktion  d.  Achsen  einer  Ellipse“  (III.  Programm  d.  Realschule 
in  Teschen  1876). 
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Liegt  0 auf  der  Hauptachse,  so  erhält  man 

bei  der  Ellipse:  Für  Punkte  o innerhalb  der  Krümmungsmittelpunkte 
/t/i'  der  Scheitel  der  Hauptachse  reelle  Kreise  mit  reeller  Berührung  — 
für  Punkte  o zwischen  ft  und  f reelle  Kreise  mit  imaginärer  Berührung 
— für  Punkte  o aufserhalb  der  Brennpunkte  imaginäre  Berührungskreise; 

bei  der  Hyperbel:  Für  Punkte  o aufserhalb  der  Krümmungsmittel- 
punkte ft  fl'  der  Scheitel  der  Hauptachse  reelle  Kreise  mit  reeller  Be- 
rührung — für  Punkte  o zwischen  ft  und  f reelle  Kreise  mit  ima- 
ginärer Berührung  — für  Punkte  o innerhalb  der  Brennpunkte  ima- 
ginäre Berührungskreise; 

bei  der  Parabel:  Ist  o mit  dem  Scheitel  auf  derselben  Seite  des 
Brennpunktes,  so  erhält  man  imaginäre  Berührungskreise,  sonst  reelle; 
von  diesen  sind  die  Berührungspunkte  imaginär,  wenn  o zwischen  f 
und  dem  Krümmungsmittelpunkte  des  Scheitels  liegt. 

2.  Der  Kreisradius  ist  gefjeben. 

Zur  Bestimmung  des  Kreismittelpunktes  können  dieselben  Gleichungen 
wie  früher  benutzt  werden;  doch  giebt  es  noch  andere  Konstruktionen; 
z.  B.  ist  bei  der  Hyperbel  die  Entfernung  des  Kreismittelpunktes  von 

einer  Asymptote  gegeben  (|/r*  — oder  }/r*  -f  6*  ),  wodurch  dieser 
leicht  bestimmt  werden  kann. 

Soll  der  Kreismittelpunkt  auf  der  Nebenachse  liegen,  so  mufs 
r>a  sein;  soll  er  auf  der  Hauptachse  liegen,  so  mufs  bei  der  EUipse 
r < b,  bei  der  Parabel  r > gr  (d.  i.  Entfernung  des  Brennpunktes  von 
der  Leitlinie)  für  reelle  Kreise  sein.  — Bei  der  Ellipse  und  Hyperbel 
treten  die  Lösungen  paarweise  symmetrisch  zum  Mittelpunkte  auf. 

3.  Eitle  Tangente  T des  Kreises  ist  gegeben. 

Der  Schnittpunkt  von  T mit  einer  Achse  ist  ein  Ähnlichkeits- 
punkt der  gesuchten  Kreise.  Der  Ähnlichkeitskreis  K,  mufs  durch  Sj 
gehen  und  entweder  die  Brennpunkte  enthalten,  oder  den  Brennkreis 
normal  schneiden,  ist  daher  eindeutig  bestimmt.  — Der  Halbierungs- 
punkt h'  der  auf  T von  der  Kurve  ausgeschnittenen  Sehne  resp.  wenn 
diese  Sehne  imaginär  ist,  der  Schnittpunkt  h'  mit  dem  zu  T konjugier- 
ten Durchmesser  der  Kurve  liegt  auf  der  Chordale  der  gesuchten  Kreise 
und  des  Ähnlichkeitskreises  if,;  daher  sind  die  Längen  der  Tangenten 
von  h'  an  die  gesuchten  Kreise  und  an  X,  gleich,  und  die  Berührungs- 
punkte von  T mit  den  gesuchten  Kreisen  gefunden.  Oder:  Die  Nor- 
male in  h'  auf  T schneidet  die  Achse  im  Halbierungspunkte  co  der  ge- 
suchten Kreismittelpunkte  OjOg,  welche  zum  Ähnlichkeitskreis  harmonisch 
konjugiert  sind;  ihre  Entfernungen  von  a sind  daher  gleich  der  Tan- 
gente von  oj  an  K^. 

Archiv  der  Methemetik  und  Physik.  111.  Reihe.  II. 
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Diese  Konstruktion  versagt,  wenn  T parallel  einer  Achse  ist 
Sollen  in  diesem  Falle  die  Mittelpunkte  der  gesuchten  Kreise  auf 
dieser  Achse  liegen,  so  ist  der  Kreisradius  gegeben,  welche  Aufgabe 
schon  behandelt  ^vurde,  Sollen  die  Kreismittelpunkte  auf  der  zu  T 
normalen  Achse  liegen,  dann  ist  T die  Chordale  der  gesuchten  Kreise, 
welche  sich  im  Schnittpunkte  von  T mit  der  Achse  berühren.  Der 
Ahnlichkeitskreis  wird  wie  früher  bestimmt;  der  Halbierungspunkt  w 
der  gesuchten  Kreismittelpunkte  o^o^  (welche  zu  K,  harmonisch  kon- 
jugiert sind),  ist  der  zu  T als  Berührungssehne  gehörige  Mittelpunkt 
und  wird  aus  mo  : ms^  — e*  ; (resp.  e* : a*)  gefunden  oder  durch 
eine  der  in  den  früheren  Betrachtungen  erwähnten  Konstruktionen, 

Da  die  auf  T ausgeschnittene  Sehne  auch  gleich  /,  der  konstanten 
Summe  oder  Differenz  der  Längen  der  Tangenten  (oder  halben  kürzesten 
Sehnen)  an  die  zu  suchenden  Kreise,  ist,  kann  auch  die  Beziehung 
7t : l = e :h  zur  Bestimmung  der  Berührungssehnen  der  gesuchten  Kreise 
dienen. ') 

Auch  wenn  T parallel  einer  Asymptote  ist,  kann  die  allgemeine 
Konstruktion  nicht  verwendet  werden,  weil  a unendlich  fern  liegt. 
Es  giebt  nur  je  einen  Kreismittelpunkt  im  Endlichen  auf  jeder  Achse, 
welcher  identisch  ist  mit  dem  Mittelpunkte  des  Almlichkeitskreises  K,'), 

1)  Auch  folgende  räumliche  Betrachtung  führt  bei  der  H^-perbel  für  KreUf 
mit  Mittelpunkten  auf  der  Nebenachse  zum  Ziel : Mau  sucht  den  Mittelpunkt  einer 
Kugel,  welche  ein  einschaliges  Rotationshyperboloid  längs  eines  ParallelkreUej 
und  eine  Ebene  e berührt;  das  ist  identisch  mit  der  Aufgabe,  in  der  Rotationijachse 
den  Mittelijunkt  einer  Kugel  zu  suchen,  welche  eine  Erzeugende  des  Hyperboloide« 
und  die  Ebene  e berührt. 

2)  Dieses  Resultat  läfst  sich  auch  au.s  einer  anderen  Überlegung  herleiten 

1.  Der  Kreismittelpunkt  liege  aut  der  Nebenachse  (Fig.  21):  Der  zu  dem  gesuchten 
konzentrische  Kreis  mit  dem  Radius  i2,  welcher  durch  die  Breunpunkte  geht, 
schneidet  die  Asymptoten  in  dem  Puuktepaare  11',  dessen  Verbindungslinie  die 
Tangente  im  Berührungspunkte  p von  K mit  der  Hyperbel  ist.  Aus  r : K =^u:t 
— cos  tp  folgt,  dafs  pol  = qp  ist;  betrachtet  man  das  rechtwinklige  Dreieck  ons^, 
so  folgt  aus  071  — r und  no«,  = (p,  dafs  os,  = R ist,  d.  h.  o liegt  auf  der 
Symmetralen  von  ,s-,  , ist  also  der  Mittelpunkt  des  durch  s,  gehenden  Ähnlich- 
keitskreises Kj^. 

2.  Der  Kreismittelpunkt  liege  auf  der  Hauptachse  (Fig.  22):  Der  zu  dem  ge- 
suchten konzentrische  Kreis  mit  dem  Radius  R ==|/o/‘-  o/*,,  welcher  den  Brenn- 
kreis normal  schneidet,  trifft  die  Asymptoten  in  dem  Punktepaar  11',  dessen 
Verbindungslinie  die  Tangente  im  Berührungspunkte  p von  K mit  der  Hyperbel 
ist  (wegen  7/t  1 ■ ml'  — m f*  oder  //t  1"  • »t  1 t=  mq>*).  Aus  r : R = b : e — cos  q 
folgt,  dafs  pol  — qp  ist;  betrachtet  mau  das  rechtwinklige  Dreieck  ons^,  so  folgt 
aus  07t  = r und  /tos,  = qp,  dafs  os,  = R ist,  d.  h.  s,  liegt  auf  AT^,  und  der 
gesuchte  Mittelpunkt  o ist  der  Mittelpunkt  des  durch  s,  gehenden  Ähnlichkeits- 
kreises Ä'^. 
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der  durch  den  Achsenschnittpunkt  von  T geht  und  wie  früher  be- 
stimmt wird. 

Wird  eine  Ellipse  von  der  gegebenen  Geraden  T in  reellen 
Punkten  geschnitten,  so  sind  die  Kreise  mit  den  Mittelpunkten  auf  der 
Hauptachse  reell;  wird  sie  von  T in  imaginären  Punkten  geschnitten, 
so  sind  die  Kreise  mit  den  Mittelpunkten  auf  der  Nebenachse  reell. 
Wenn  T eine  Ellipsentangente  ist,  so  fallen  die  Kreismittelpunkte 
paarweise  auf  jeder  Achse  zusammen. 

Wenn  T eine  Hyperbel  in  reellen  Punkten  schneidet,  sind  die 
Kreise  mit  den  Mittelpunkten  auf  der  Neben-  und  Hauptachse  reell, 
sonst  imaginär.  Ist  T eine  Hyperbeltangente,  so  giebt  es  je  einen 
(doppelt  zu  zählenden)  Kreis  mit  dem  Mittelpunkte  auf  der  Haupt- 
resp.  Nebenachse.  — Ist  T parallel  einer  Asymptote,  so  giebt  es  immer 
nur  je  einen  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  im  Endlichen  auf  der  Neben- 
resp.  Hauptachse  liegt. 

Bei  der  Parabel  erhält  man  nur  dann  zwei  reelle  Lösungen,  wenn 
die  Parabel  von  T in  reellen  Punkten  geschnitten  wird.  Ist  T Parabel- 
taugente,  so  fallen  die  Lösungen  zusammen;  ist  T parallel  der  Haupt- 
achse, so  liegt  nur  eine  Lösung  im  Endlichen. 

4.  Ein  Punkt  q des  Kreises  ist  (jegetmi. 

Die  Normale  durch  q zu  einer  Achse  giebt  die  Chordale  C der 
gesuchten  Kreise,  welche  die  Achse  in  h schneidet.  Der  Halbierungs- 
punkt 0}  der  gesuchten  Kreisraittelpunkte  läfst  sich  nach  einer  der 
früher  erörterten  Methoden  bestimmen,  z.  B.  aus  mcj  : mh  = 

(resp.  e* : a*j.  Der  Ahnlichkeitskreis  geht  durch  q und  enthält  ent- 
weder die  Breimpunkte  oder  schneidet  den  Brennkreis  normal.^) 

Liegt  q in  einer  Achse,  so  ist  die  zur  Achse  normale  Gerade 
durch  q auch  Kreistangente,  welcher  Fall  schon  früher  besprochen  ist. 

Bei  der  Ellipse  und  Hyperbel  sind  für  Punkte  q aufserhalb  der 
Kurve  nur  die  Kreise  mit  den  Mittelpunkten  auf  der  Nebenachse 
reell,  — für  Punkte  innerhalb  derselben  die  Kreise  mit  den  Mittel- 
punkten auf  der  Hauptachse.  — h^ür  Kurvenpunkte  fallen  die  Lösungen 
paarweise  zusammen,  und  es  liegt  je  ein  Kreismittelpunkt  auf  der 
Haupt-  und  Nebenachse.  — Bei  der  Parabel  giebt  es  nur  für  Punkte 
innerhalb  der  Parabel  reelle  Lösungen. 

5.  Es  sind  Kreise  zu  konstruieren,  welche  zwei  Kegelschnitte 
FjCj,  deren  eine  Achse  in  dieselbe  Gerade  G fällt,  gleichzeitig  doppelt 
berühren.  Der  Ähnlichkeitskreis  K,  zweier  solcher  Kreise  trennt  die 


1;  Die  Achsenschnittpunkte  des  Kreises  K$,  welcher  Ktp  normal  schneidet 
und  durch  q geht,  liegen  auf  den  Halbierungsstrahlen  des  Winkels  fqf'. 
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Brennpunkte  von  Cj  und  C\  harmonisch,  wenn  G die  Hauptachse 
beider  Kegelschnitte  ist  — , geht  durch  die  Brennpunkte  von  Cj  uud 
(/g,  wenn  G die  Nebenachse  von  C,  imd  ist  — , enthält  die  Brenn- 
punkte von  (\  und  schneidet  den  Brennkreis  von  Q normal,  wenn  G 
die  Nebenachae  von  (\  und  die  Hauptachse  von  ist;  in  jedem  Falle 
ist  der  Ähnlichkeitskreis  eindeutig  bestimmt. 

Jedes  zu  K,  harmonische  Punktepaar  OjOg  stellt  die  Mittelpunkte 
zweier  Berührungskreise  dar,  welche  sich  auf  dem  Ahnlichkeits- 

kreise  schneiden  und  deren  Chordale  C die  zum  Halbierungspunkte  o 
von  OjOg  gehörige  Berührungssehne  des  betreffenden  Kegelschnittes  (\ 
und  (\  bedeutet.  Sollen  zu  zwei  Mittelpunkten  OjOg  dieselben  Be- 

rührungskreise bezüglich  beider  Kurven  Cj  und  Cg  gehören,  so  muCs 
die  zum  Halbierungspunkte  cj  gehörige  Berührungssehne  C bezüglich 
(\  und  Cg  den  Ähnlichkeitskreis  K,  in  denselben  Punkten  treffen,  da- 
her identisch  sein. 

Man  hat  also  jenen  Punkt  o von  G zu  suchen,  welchem  bezügbch 
(\  und  f g dieselbe  Berührungssehne  zugeordnet  ist:  Sucht  man  die  zu 
einer  beliebigen  Richtung  B,  konjugierten  Durchmesser  und  Z)j  iu 
beiden  Kegelschnitten  und  schneidet  dieselben  mit  der  Normale  zu  U 
aus  03,  so  erhält  man  Punkte  Sj  und  Sg  der  zu  co  bezüglich  Cj  und  (\ 
gehörigen  Berühnmgssehnen;  sollen  diese  identisch  sein,  so  müssen 
und  Sg  zusammenfallen  und  zwar  in  den  Schnittpunkt  ö von  1\  und 
7)g.  Daher  geht  die  gesuchte  Gerade  C durch  den  Schnitt  von 
und  Dg,  ist  also  eindeutig  bestimmt;  o liegt  iu  der  Normale  zu  Ji 
durch  d.  Die  gesuchten,  C,  und  Cg  doppelt  berührenden  Kreise  gehen 
durch  die  Schnittpunkte  von  C mit  jK»,  und  ihre  Mittelpunkte  sind  za 
Ks  harmonisch  konjugiert  und  haben  von  03  gleiche  Abstände. 

HI. 

Kegelschnitte  zu  bestimmen,  welche  zwei  feste  Kreise  doppelt  berühren, 
und  zwar  symmetrisch  zu  derselben  Achse. 

Die  Brennpunkte  liegen  entweder  auf  dem  Ähnlichkeitskreise  K, 
der  beiden  gegebenen  Kreise  JST,  K^,  oder  auf  ihrer  Zentrallinie,  und 
sind  harmonisch  konjugiert  bezüglich  iC-  Die  gemeinsamen  Berühnmgs- 
sehnen der  Kreise  und  des  Kegelschnittes  sind  normal  zur  Zentrallinie 
und  haben  von  der  Chordale  gleiche  Entfernung.  Sind  die  Be- 

rührungspunkte des  Kreises  uud  des  Kegelschnittes,  so  schneiden 
sich  die  gemeinsamen  Tangenten  von  p^  uud  p[  im  Punkte  der  Zentral* 
linie,  und  der  Kreis  K durch  PiP[tiO^  geht  entweder  durch  die  Brenn- 
punkte oder  schneidet  den  Brennkreis  rechtwinklig.  Die  Chordale  von 
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K und  Ka  geht  durch  den  Kurvenm ittelpunkt.  Dies  giebt  den  Zu- 

sammenhang zwischen  Brennpunkten  und  Berührungspunkten,  so  dafs 
die  einen  sich  aus  den  anderen  bestimmen  lassen.  Auch  wenn  man 
den  Kurvenmittelpunkt  m wählt,  sind  die  Brennpunkte  und  Berührungs- 
punkte von  gegeben,  weil  sich  K aus  Kt  und  der  gemeinsamen 

Chordale  durch  m bestimmen  läfst.  Auch  wenn  die  konstante  Summe 
oder  Differenz  l der  Längen  der  Kreistangenten  aller  Kurvenpunkte 
gegeben  ist,  lassen  sich  nach  den  früheren  Betrachtungen  die  Be- 
rührungspunkte und  daher  auch  die  Brennpunkte  finden. 

Steiner  hat  die  Beziehungen  der  möglichen  doppelt  berührenden 
Kegelschnitte  zu  den  beiden  Kreisen  ausführlich  erörtert^);  sie  mögen 
in  dem  Falle,  dafs  die  beiden  Kreise  4 reelle  gemeinsame  Tangenten 
besitzen,  angeführt  werden.  Weil  die  Berührungssehnen  von  iQ 
resp.  symmetrisch  zu  ihrer  Chordale  liegen,  wird  es  genügen  nur 
den  Kreis  in  Betracht  zu  ziehen  (vergl.  Fig.  23):  Unter  den  doppelt 
berührenden  Kegelschnitten  kommt  eine  Parabel  vor,  deren  Brennpunkt 
f der  Mittelpunkt  des  Ahnlichkeitskreises  K ist;  die  zugehörigen  Be- 
rührungspunkte p^p\  mit  ATj  haben  vom  Brennpunkte  f dieselbe  Ent- 
fernung wie  der  Kreismittelpunkt  Von  dieser  Berührungssehne  pp' 
der  Parabel  ausgehend,  entsprechen  allen  Berührungsseimen,  welche 
nicht  auf  der  Seite  der  Chordale  liegen,  Ellipsen,  deren  Mittelpunkte  m 
die  Zentrallinie  vom  unendlich  fernen  Punkte  bis  zum  Halbierungs- 
punkte w von  OjOj  erfüllen,  und  zwar  jenen  Teil  der  Zentrallinie, 
welcher  nicht  die  Ahnlichkeitspunkte  enthält  (demnach  ist  auch  der 
Mittelpunkt  des  gröfseren  der  gegebenen  Kreise  Mittelpunkt  einer  solchen 
Ellipse,  welche  zur  Nebenachse  den  Kreisdurchmesser  besitzt). 

Den  Berühningssehnen  zwischen  pp'  und  der  Chordale  entsprechen 
Uyperbdn  und  zwar:  den  Berührungssehnen  zwischen  den  Berührungs- 
punkten pp'  der  Parabel  und  den  Berühnmgspunkten  der  äufseren  ge- 
meinsamen Kreistangenten  entsprechen  Hyperbeln,  deren  Mittelpunkte 
die  Zentraliinie  vom  unendlich  fernen  Punkte  bis  zum  äufseren  Ahnlich- 
keitspunkt  s'  erfüllen;  — den  Berührungssehnen  zwischen  den  Be- 
rührungspunkten der  äufseren  und  inneren  gemeinsamen  Kreistangenteu 
entsprechen  Hyperbeln,  deren  Hauptachse  normal  zur  Zentrallinie  ist 
und  dieselbe  zwischen  dem  äufseren  und  inneren  Ahnlichkeitspunkte 
trifft.  Brennpunkte  sind  die  Schnittpunkte  der  Hauptachse  mit  dem  Ähn- 
lichkeitskreis. Für  den  äufseren  und  inneren  Almlichkeitspunkt  s und  6*' 

1)  Gea.  Werke  II,  451,  457  u.  ff.  Steiner  leitet  sie  aus  den  verschiedenen 
Werten  der  konstanten  Summe  oder  Differenz  l der  Kreistangenten  aller  Kurven- 
punkte ab;  sie  ergeben  sich  auch  leicht  aus  dem  erwähnten  Zusammenhänge 
zwischen  Brennpunkten  und  Berührungspunkten. 
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als  Kurvenmittelpunkt  zerfällt  der  Kegelschnitt  in  das  Geradenpaar  der 
äufseren  resp.  inneren  Kreistangenten.  — Den  Berührungssehnen  zwischen 
den  Berührungspunkten  der  inneren  Tangenten  und  der  Chordale  ent- 
sprechen  Hyperbeln,  deren  Mittelpunkte  die  Zentrallinie  (welche  Haupt- 
achse ist)  vom  inneren  Ahnlichkeitspunkte  bis  zur  Chordale  durchlaufen 
— den  Berührungssehnen,  welche  mit  auf  der  entgegengesetzten 
Seite  der  Chordale  liegen,  entsprechen  imaginäre  doppelt  berührende 
Kegelschnitte,  deren  Mittelpunkte  zwischen  der  Chordale  und  dem  Hal- 
bierungspunkt w von  OjOj  liegen. 

Bei  den  anderen  Lagen  der  gegebenen  Kreise,  in  denen  nur  zwei 
oder  keine  reellen  gemeinsamen  Kreistangenten  möglich  sind,  werden 
diese  Beziehungen  kleine  Verändeningen  erleiden,  indem  gewisse  Gruppen 
von  Kegelschnitten  ausfallen.  Eine  neu  hinzukommende  Gruppe  ist  her- 
vorzuheben, nämlich  jene  Ellipsen,  deren  Nebenachse  die  ZentraUinie  ist, 
und  deren  Brennpunkte  auf  jenem  Teile  des  Ahnlichkeitskreises  liegen, 
welcher  innerhalb  der  beiden  Kreise  sich  befindet.  Für  einen 

innerhalb  liegenden  Ahnlichkeitspunkt  s als  Kurvenmitt^lpunkt 

fallen  auch  die  Brennpunkte  in  den  Punkt  s;  die  Ellipse  reduziert  sich 
auf  diesen  Punkt  s (oder  der  Kegelschnitt  degeneriert  in  ein  imagi- 
näres Geradenpaar,  das  sich  in  s schneidet). 

Wenn  einer  der  gegebenen  Kreise  den  Radius  Null  hat,  so 
ist  sein  Mittelpimkt  Og  ein  Brennpunkt,  weil  dann  beide  Ahnlichkeits- 
punkte in  Og  zusammenfaUen.  Da  vorausgesetzt  wurde,  dafs  die  Kreis- 
mittelpunkte auf  derselben  Achse  liegen,  so  ist  die  Zentrale  Hauptachse. 
Die  Kurve  wird  wie  im  allgemeinen  Falle  aus  einem  Berührungspunkte 
oder  dem  Kurvenmittelpunkte  oder  dem  zweiten  Brennpunkte  oder  der 
konstanten  Summe  oder  Dilferenz  der  Tangenten  (resp.  halben  kürzesten 
Sehnen)  bestimmt.  — Statt  des  Berührungspunktes  von  kann  auch 
die  zum  Kreise  mit  dem  Radius  Null  gehörige  Berührungssehne 
gegeben  sein;  es  ist  die  Polare  des  Brennpunktes  Og  der  Kurve  (die 
Leitlinie).  Die  Berührungssehne  für  ist  symmetrisch  bezüglich  der 
Chordale,  welche  die  Tangenten  von  Og  au  halbiert,  dadurch  ist  die 
Aufgabe  auf  eine  bekannte  zurückgeführt. 

Wenn  statt  eines  Kreises,  nur  der  Mittelpunkt  Og  und  die  zugehörige 
Berührungssehne  Pg  gegeben  sind,  so  läfst  sich  diese  Aufgabe  auch  auf 
die  erörterten  zurückführen:  Ist  der  Berührungspunkt  jf),  von  gc^ 
geben,  so  bestimmt  sich  der  auf  Pg  liegende  Berührungspunkt  aus 
G?p,  = 03 /?g.  — Ist  der  Kurvenmittelpunkt  m gegeben,  so  gieht  der 
Satz,  dal's  sich  ein  Kurven durchmesser  und  die  zu  m konjugierte  Nor- 
male durch  0g  auf  der  zugehörigen  Sehne  Pg  schneiden,  beliebig  viele  i 
Paare  konjugierter  Durchmesser,  welche  auf  Grund  desselben  Satzes 
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zur  Bestimmung  der  Berührungesehne  von  verwendet  werden  können. 
— Ist  ein  Brennpunkt  f gegeben,  so  gehört  zum  Halbierungspunkte  n 
von  f\  als  Berührungssehne  M die  Chordale  von  f und  d.  h. 
die  Gerade,  welche  die  Tangenten  von  /*  an  JTj  halbiert.  Daraus  läfst 
sich  P,  bestimmen,  da  die  Entfernungen  von  PjiJf  imd  der  gesuchten 
P,  proportional  sind  den  Entfernungen  von  Oj/i  und  Oy 

Im  folgenden  seien  aufser  den  beiden  Kreisen  andere  Be- 

stimmimgsstücke  des  doppelt  berührenden  Kegelschnittes  gegeben. 

1,  Ein  Kurvenpunkt  q ist  gegeben})  Der  Pimkt  q mufs  entweder 
innerhalb  oder  aufserhalb  beider  Kreise  liegen;  im  ersteren  Falle  ist 
die  gesuchte  Kurve  eine  Ellipse,  deren  Nebenachse  mit  der  Zentrale  der 
Kreise  zusammenfällt.  — Die  Tangenten  von  q an  die  beiden  Kreise 
ifjKj  (resp.  die  kürzesten  Sehnen  durch  q)  haben  eine  Summe  l und 
Differenz  A;  jeder  dieser  Grölsen  entspricht  je  ein  doppelt  berührender 
Kegelschnitt.  Die  Berührungspunkte  desselben  mit  oder  ergeben 
sich  aus  l resp.  A;  so  liegen  z.  B.  die  Berühnmgspunkte  von  auf 

einem  zu  konzentrischen  Kreise  mit  dem  Radius  ]/r:  -f-  P (resp. 
]/r|  + A*),  wenn  q aufserhalb  beider  Kreise  liegt,  und  mit  dem  Radius 
(resp.  yrl  — A*),  wenn  q innerhalb  derselben  liegt.  — Ist  q 
auf  der  Chordale  C der  beiden  Kreise  gegeben,  so  vereinfacht  sich 
die  Lösung,  da  der  in  q berührende  Kreis  den  Mittelpunkt  co  hat  und 
daher  gegeben  ist;  seine  Chordalen  mit  und  liegen  in  der  Mitte 
zwischen  den  gesuchten  Berührungssehnen  und  der  Geraden  C. 

Ist  q auf  dem  Ahnlichkeitskreise  von  gegeben,  so  enthalten 

die  Tangenten  der  beiden  durch  q gehenden  Kegelschnitte  den  inneren 
und  äufseren  Ahnlichkeitspunkt  von  K^K^.  — Die  beiden  durch  q 
gellenden  Kegelschnitte  haben  aufser  q noch  drei  Punkte  q^q^q^  gemein, 
welche  auf  dem  Kreise  durch  q mit  dem  Mittelpunkte  o liegen;  sie 
haben  von  der  Chordale  C dieselben  Abstände  wie  q})  (Zwei  dieser 
Punkte  können  auch  imaginär  sein).  Dies  läfst  sich  auch  anders  aus- 

1)  Steiner  behandelt  den  allgemeinen  Fall,  dafs  ein  Kegelschnitt  gesucht  wird, 
welcher  zwei  gegebene  Kegelschnitte  doppelt  berührt  und  durch  einen  gegebenen 
Punkt  geht  (Ges.  Werke  11,  480);  vergl.  auch  Nieratschik  (69.  imd  71.  Bd.  der 
Sitzungsber.  d.  Akad.  d.  Wiss.). 

2)  Sind  die  Punkte  <7,7, </,  reell,  so  ergiebt  sich  folgende  projektivische  Be- 
stimmung des  Kegelschnittes;  Die  Wechselschne  77,  wird  von  K^  und  dem  ge- 
suchten Kegelschnitte  C,  in  Punktepaaren  einer  Involution  geschnitten,  von  deren 
Doppelpunkten  einer  durch  die  Berflhrungssehne  von  AT,  und  C,  ausgeschnitten  wird. 
Sucht  man  daher  das  Punktepaar  0:0;',  welches  zu  77,  und  dem  Kreise  K,  gleichzeitig 
harmonisch  konjugiert  ist,  so  giebt  die  Normale  zur  Zentrale  durch  x oder  x'  eine 
gesuchte  Berührungssehne  von  Tf, ; man  erhält  also  zwei  Kegelschnitte.  (Natürlich 
kann  in  derselben  Weise  benützt  werden  uud  liefert  dieselben  Resultate.) 
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sprechen:  Je  zwei  Kegelschnitte,  welche  zwei  gegebene  Kreise  symmetrisch 
zur  gleichen  Achse  berühren,  schneiden  sich  in  4 Punkten,  welche  vom 
Halbierungspunkte  co  der  Kreismittelpunkte  gleiche  Entfernung  haben.’) 
Da  man  zu  diesen  Kegelschnitten  auch  ein  gemeinsames  (inneres  oder 
äufseres)  Tangentenpaar  zählen  mufs,  ist  darin  der  früher  abgeleitete 
Satz  enthalten:  „m  liegt  auf  der  Symmetrale  der  durch  eine  gemein- 
same ICreistangente  ausgeschnittenen  Kurvensehne“ 

Wenn  statt  eines  Kreises  ein  Brennpunkt  f gegeben  ist,  tritt 
nur  an  Stelle  der  einen  Kreistangente  aus  die  Entfernung  des  Punktes 
q von  f.  Auch  die  Bestimmimg  der  noch  mitgegebenen  Punkte 
bleibt  dieselbe,  weil  die  Gerade,  welche  die  Tangenten  von  f an  den 
Kreis  halbiert,  die  Stelle  der  Chordale  C vertritt,  und  w die  Strecke 
o^f  halbiert. 

Diese  3 weiteren  Kurvenpunkte  q^q^q^  lassen  sich  auch  bestimmen, 
wenn  statt  der  beiden  Kreise  nur  die  Mittelpunkte  und  die  zu- 
gehörigen Berührungssehnen  Pj  P,  gegeben  sind,  weil  die  Chordale  C 
mitten  zwischen  P^  und  P^  liegt.  Zur  Bestimmung  des  Kegelschnittes 
sucht  man  den  in  q berührenden  Kreis;  sein  Mittelpunkt  x teilt  die 
Strecke  OjOj  im  gleichen  Verhältnisse  wie  q die  Entfernung  der  Be- 
rührungssehnen Auch  der  Mittelpunkt  m der  Kurve  läfst  sich 

direkt  bestimmen,  da  mo^:  = mo^:  niTC^  ist;  m mufs  daher  die 

Strecken  und  im  gleichen  Verhältnisse  teilen®);  mp  ist  dann 

1)  Da  sich  für  zwei  Kegelschnitte  C,  C„  deren  eine  Achse  in  dieselbe  Gerade 
G fällt,  immer  zwei  Kreise  bestimmen  lassen,  welche  gleichzeitig  C,  and  T, 
doppelt  berühren,  ist  die  Bestimmung  der  4 Schnittpunkte  zweier  solcher  Kegel- 
schnitte C^  und  C,  ermöglicht;  Wie  man  m,  den  Mittelpunkt  des  Kreises  Ä,  auf 
welchem  die  4 Schnittpunkte  liegen,  findet,  sowie  die  Gerade  C,  auf  welcher  die 
Halbierungspunkte  der  4 Wechselsehnen  dieser  Schnittpunkte  liegen,  wurde  gezeigt 
(II.  Aufgabe  6).  Alle  Kegelschnitte  durch  die  gesuchten  4 Punkte  bestimmen  auf  G 
eine  Involution,  welche  durch  die  beiden  Schnittpunktepaare  von  und  C,  gegeben 
ist:  Das  Punktepaar  dieser  Involution,  welches  o>  zum  Halbierungspunkte  hat,  liegt 
auf  dem  Kreise  Ä durch  die  4 gesuchten  Punkte.  — Das  Punktepaar  der  Invo- 
lution, welches  durch  C halbiert  wird,  liegt  auf  den  zu  G normalen  Sehnen  5, 
der  gesuchten  Punkte.  — Die  Doppelpunkte  der  Involution  c,  und  e,  liegen  aut 
den  Wechselsehnen  der  gesuchten  Punkte;  diese  Wechselsehnen  sind  bestimmbar, 
da  sie  durch  die  Schnittpunkte  von  C mit  den  Kreisen  über  ^ a und  c,  o>  gehen 
(Vergl.  Niemtschik,  59.  Bd.  d.  Sitzungsber.  d.  Akad.  d.  Wiss.  1869.) 

2)  Oder  mit  Benutzung  der  Punkte  g,  gj:  Auf  einer  Wechselsehne  gg,  ist 
durch  gg,  und  den  Schnitt  mit  1\  als  Doppelpunkt  eine  Involution  bestimmt, 
welcher  auch  die  Schnittpunkte  von  angehören;  da  diese  vom  Fufspnnkte  der 
Normale  aus  o^  auf  gg,  gleich  entfernt  sind,  können  sie  bestimmt  werden. 

3)  Man  zeichnet  über  o,  9r,  und  o,«,  ähnliche  Dreiecke;  auf  der  Verbindungs- 
linie der  dritten  Ecken  liegt  m.  Oder  zwei  Parallele  durch  o,  und  o,  schneiden 
1\  und  P,  in  Punkten  eines  Durchmessers. 


k. 
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ein  Durchmesser  der  Kurve  und  schneidet  Pj  und  in  Punkten 
und  so  dals  und  parallel  sind  und  normal  zur  Richtung 
der  Tangente  in  p.  (Diese  Aufgabe  ist  eindeutig). 

Ist  ein  Berührungskreis  AT,  ein  Kurvenpunkt  q und  der  Mittelpunkt 
m der  Kurve  gegeben,  so  läfst  sich  dies  auf  den  betrachteten  Fall  zurück- 
fuhren, weil  auch  der  zu  K bezüglich  m symmetrische  Kreis  ein  Be- 
rührungskreis der  gesuchten  Kurve  sein  mufs. 

2.  Eine  Kurventangente  T ist  gegeben. 

Man  sucht  den  Berührungspunkt  r;  er  hat  die  Eigenschaft,  dafs 
aufser  ihm  auf  T kein  Punkt  existiert,  dessen  Tangenten  oder  kürzeste 
Sehnen  an  die  beiden  Kreise  dieselbe  Summe  oder  Differenz  besitzen. 
Nachdem  die  Kreismittelpunkte  auf  derselben  Achse  liegen  sollen,  mufs 
T mit  beiden  Kreisen  reelle  oder  imaginäre  Punkte  gemein  haben. 

a)  T schneidet  keinen  der  beiden  Kreise  K^.  Fällt  man  (Fig.  24) 
von  Oj  auf  T eine  Normale  nach  und  trägt  von  auf  der  Nor- 
male die  Länge  der  Tangente  an  nach  beiden  Seiten  auf: 

= n,  flfj  = <1 , so  ist  die  Länge  jeder  Tangente  von  einem  Punkte  x der 
Geraden  T an  gleich  xd^  oder  xd[y  wegen  t%  = xo\  — = xn\ 

-f  n,öj  — rj  = xn\  + = xd\.  Ebenso  bestimmt  man  für  den 

Punkt  ffj.  Die  Summe  oder  die  Differenz  l der  Tangenten  von  den 
Punkten  x der  Geraden  T an  Al,  und  ist  daher  gleich  xd^  ± xd^\ 
nun  ist  x so  auf  T zu  bestimmen,  dafs  es  keinen  anderen  Punkt  auf 
T giebt,  dessen  Entfernungen  von  d^  und  d^  dieselbe  Summe  oder 
Differenz  besitzen;  d.  h.  es  ist  der  Berührungspunkt  desjenigen  Kegel- 
schnittes mit  T zu  finden,  welcher  rf,  und  d^  oder  d[  und  d^  zu  Brenn- 
punkten hat.  Der  gesuchte  Berührungspunkt  x liegt  auf  d[d^  resp. 

Die  Zentrale  der  Kreise  ist  Hauptachse  der  Kurve.  Die  Schnitt- 
punkte der  Berührungssehnen  mit  T liegen  auf  den  Kreispolaren 
von  Xy  oder  können  aus  der  Beziehung  xd[a^  = 90®  = 3:^/2 «j  bestimmt 
werden.  *) 

b)  T schneidet  die  beiden  Kreise  K^K^.  Bestimmt  man  jene 
beiden  Kreise  x,Xj,  welche  die  Schnittsehnen  von  T mit  ATjAfj  zu 
Durchmessern  haben,  so  sind  die  Tangenten  oder  kürzesten  Sehnen  eines 
beliebigen  Punktes  von  T an  AT,  und  x, , resp.  Afg  und  Xg  gleich.  Alle 
Kegelschnitte,  welche  x,  und  x,  doppelt  berühren,  schneiden  T in  zwei 
Punkten;  wir  suchen  jene,  für  welche  die  beiden  Schnittpunkte  zu- 
samiTienfallen;  da  T eine  Axe  für  diese  Kegelschnitte  ist,  kann  dies 


1)  Sei  (Fig.  24)  7t  der  Pol  von  1\  also  xo^  X so  ist  Aa,  n,7r  Ao,n,  a; 
und  daher  n^u^  • n^x  = n,  7t  ■ n^o^  = t]  ==  daher  liegen  in  einem 

Halbkreise. 
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nur  eintreten,  wenn  auf  T ein  Doppelpunkt  der  Kurve  liegt,  d.  h.  der 
Kegelschnitt  in  ein  Geradenpaar.  zerfällt,  dessen  Schnittpunkt  auf  I 
liegt.  Der  innere  und  äufisere  Ahnlichkeitspunkt  von  und  x,  smd 
die  gesuchten  Berührungspunkte  von  T. 

Dieselben  sind  immer  reell,  auch  wenn  das  Geradenpaar  imaginär 
ist.  — Die  Zentrale  der  gegebenen  Kreise  ist  Nebenachse  der  gesuchten 
Kurve. 

Hat  einer  der  gegebenen  Kreise  den  Radius  Null,  ist  also  ein 
Brennpunkt,  so  ist  die  Lösung  analog.  Da  hier  die  Zentrale  einen 
Brennpunkt  enthält,  also  Hauptachse  sein  mufs,  erhält  man  nur  Lösungen, 
wenn  T den  gegebenen  Kreis  nicht  schneidet. 

Für  einen  Kegelschnitt,  welcher  T zur  Tangente  hat  und  K^IL 
doppelt  berührt,  lassen  sich  noch  3 andere  Tangenten  TjTjT,  be- 
stimmen: Bringt  man  T und  die  zur  Zentrale  symmetrische  Tangente 
mit  dem  AKnlichkeitskreise  von  zum  Schnitt,  so  sind  die 

nicht  zur  Zentrale  normalen  Verbindungslinien  der  4 Schnittpunkte 
auch  Tangenten  desselben  Kegelschnittes. ‘)  Da  es  nun  bei  gegebener 
Kurventangente  zwei  doppelt  berührende  Kegelschnitte  giebt, 

lälst  sich  dies  auch  so  aussprechen:  Je  zwei  Kegelschnitte,  welche  zwei 
Kreise  (symmetrisch  zur  Zentrale)  doppelt  berühren,  haben  4 gemein- 
same Tangenten,  deren  Schnittpunkte  auf  dem  Ahnlichkeitskreis  von 
liegen.*) 

1)  Daraus  ergiebt  sich  eine  projektivische  Lösung  der  Aufgabe:  Alle  Kegel- 
schnitte, welche  2 Gerade  G,  G,  in  denselben  Punkten  berühren,  bilden  eine  Schar; 
die  Tangenten  an  dieselben  von  einem  beliebigen  Punkte  x bilden  eine  Involution, 
von  welcher  ein  Doppelstrahl  nach  dem  Schnittpunkte  von  G,  G,  gerichtet  ist. 
Wählt  man  als  x den  Schnitt  zweier  Tangenten  auf  dem  Ähnlichkeitskreise,  so 
ist  durch  diese  und  die  Tangenten  an  A,  die  Involution  bestimmt,  deren  Doppel- 
strahlen die  Zentrale  in  2 Punkten  ,r,  x[  schneiden;  die  Polare  von  a:,  (oder  x{) 
bezüglich  K^  giebt  die  gesuchte  Beriihrungssehne  dieses  Kreises.  (In  gleicher 
Weise  kann  auch  J¥,  benützt  werden.) 

2)  Dies  giebt  ein  Mittel,  die  4 gemeinsamen  Tangenten  zweier  Kegelschnitte 
C,  Co,  deren  eine  Achse  auf  derselben  Geraden  0 liegt,  zu  bestimmen:  Alle  Kegel- 
schnitte, welche  4 Gerade  berühren,  bilden  eine  Schar;  die  zu  G normalen  Tan- 
genten schneiden  G in  einer  Involution,  welche  durch  die  Schnitte  von  C,  und  T, 
mit  G bestimmt  ist;  durch  die  Doppelpunkte  e^  gehen  die  zu  G normalen  Dia- 
gonalsciten  des  Vierseits  der  gesuchten  Tangenten;  diese  schneiden  den  Ahnlich- 
keitskr  is  Kt  (der  beiden  C,  und  C,  doppelt  berührenden  Kreise),  dessen  Bestimmung 
früher  (!1,  Aufg.  6)  gezeigt  wurde,  in  2 Paaren  von  Gegenecken  des  Vierseites  der 
4 Tangmten;  das  dritte  Gegeneckenpaar  liegt  auf  G und  mufs  einerseits  zu  e,  f,, 
andrerseits  zum  Kreise  Ks  harmonisch  konjugiert  sein,  ist  daher  bestimmbar  und 
kann  auch  zur  Konstruktion  der  Tangenten  verwendet  werden , weil  die  vom 
Mittelpunkte  des  Kreises  K»  auf  die  gesuchten  Tangenten  gotTillten  Normalen 
diese  in  Punkten  treffen,  welche  auf  der  Symmetrale  von  c,  e,  liegen. 
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Sind  statt  der  beiden  Kreise  die  Mittelpunkte  OjO,  und  zugehörigen 
Berührungssehnen  PjPj  gegeben,  so  ist  der  Berührungspunkt  der 
Tangente  unmittelbar  gegeben;  denn  die  Normale  von  Oj  auf  T mufs 
P,  in  einem  Punkte  Oj  des  zu  T konjugierten  Durchmessers  treffen, 
und  ebenso  schneidet  die  Normale  von  Oj  auf  T die  Sehne  Pj  in  einem 
Punkte  «4  desselben  Durchmessers;  schneidet  daher  T im  gesuchten 
Berührungspunkte,  die  Zentrale  im  Mittelpunkte  des  gesuchten  Kegel- 
schnittes. (Diese  Aufgabe  ist  eindeutig.) 

Ist  ein  Berührungskreis  K,  der  Kurvenmittelpunkt  m und  eine 
Knrventangente  gegeben^),  so  läfst  sich  dies  auf  die  erörterte  Aufgabe 
zurückfuhren,  da  auch  der  zu  K bezüglich  m symmetrische  Kreis  die 
gesuchte  Kurve  doppelt  berühren  mufs. 

3.  Ein  dritter  doppelt  berührender  Kreis  ist  gegeben. 

Sein  Mittelpunkt  mufs  auf  der  Zentrale  liegen,  da  sonst  der 
Kurvenmittelpunkt  gegeben  und  nicht  mehr  willkürlich  wäre. 
Schneiden  sich  die  Ahnlichkeitskreise  von  in  2 reellen  Punkten, 

90  sind  dies  die  Brennpunkte  der  gesuchten  Kurve,  und  die  gemeinsame 
Zentrale  G ist  Nebenachse.  Die  Schnittpunkte  von  /'Oj,  /’Og,  fo^  mit 
den  Kreisen  liegen  auf  der  Scheiteltangente.  — Im  andern 

Falle  ist  G Hauptachse  tmd  die  Brennpimkte  trennen  die  3 Ahnlich- 
keitskreise  gleichzeitig  harmonisch. 

Ist  statt  des  dritten  Kreises  der  Mittelpunkt  und  die  zugehörige 
Berühnmgssehne  Pg  gegeben,  so  benutzt  man  C und  ra  zur  Bestimmung 
des  Kurvenmittelpunktes;  zwei  parallele  Gerade  durch  Og  und  co 
schneiden  Pg  und  C in  Punkten  eines  Durchmessers  u.  s.  w. 

Sind  ein  Kreis  und  2 Mittelpunkte  OjOg  mit  zugehörigen  Be- 
rührungssehnen  PjPg  gegeben,  so  bestimmt  man  einerseits  wie  früher 
den  Kurvenmittelpunkt,  andrerseits  P,,  welche  Gerade  PoPg  in  dem- 
selben Verhältnis  trennt,  wie  die  Strecke  OjOg  u.  s.  w. 

4.  Das  Verhältnis  der  Achsen  ist  gegeben. 

Dann  ist  auch  a : e resp.  b : e gegeben;  die  Brennpunkte  ergeben 
sich  aus  dem  Ahnlichkeitskreis  mit  Hilfe  der  Gleichungen  Oif  = • - 

resp.  YoJ’  oj'  = rj  ~ ■ 

IV. 

Die  früheren  Aufgaben  lassen  sich  auch  lösen,  wenn  die  beiden 
gegebenen  Kreise  zusammenfallen,  d.  h.  ein  Kreis  K und  seine  Be- 
rühmngsschne  P mit  der  zu  suchenden  Kurve  gegeben  sind: 

1)  Niemtschik  löst  diese  spezielle  Auffrabe  durch  räumliche  Betrachtung 
im  68.  Bd.  d.  Wien.  Sitzungsber.  d.  Akad.  d.  Wiss.  II.  Abt.  Nov.  1873. 


Digitized  by  Google 


28 


Rudolf  Schüssler: 


1“.  Ein  Kurvenpunkt  q üt  gegeben. 

Der  zu  q gehörige  Berührungskreis  K'  läfst  sich  eindeutig  be- 
stimmen, da  seine  Chordale  mit  K von  P und  q gleiche  Entfernung 
hat.  Sind  die  Schnittpunkte  pp  von  P und  K reell,  so  läfst  sich 
der  Kreismittelpunkt  o'  finden,  da  der  Halbierungspunkt  von  oo'  auf 
der  Symmetrale  von  pq  liegt.  — Auch  kann  man  direkt  die  Tangente 
T des  Punktes  q finden,  da  ihr  .Schnittpunkt  mit  P auf  der  Kreis- 
polare  von  q liegt. 

Legt  man  durch  q eine  beliebige  Gerade  X,  so  läfst  sich  der 
zweite  Kurvenpunkt  x auf  X bestimmen,  weil  die  Entfernungen  aller 
Kurvenpunkte  von  P zu  ihren  Tangenten  oder  kürzesten  Sehnen  an  K 
ein  konstantes  Verhältnis  besitzen: 

Ist  q (Fig.  25)  innerhalb  K,  und  schneidet  X die  Sehne  P in  a, 

den  Kreis  X in  1 und  2,  so  mufs  ]/^  1 ' q2  : qa  = Yxl  • x2  :xa  sein; 
zeichnet  man  über  12  als  Durchmesser  einen  Kreis,  so  müssen  die 

Endpunkte  der  zu  12  normalen  Sehnen  in  q und  x auf  einer  Geraden 
durch  a liegen.^)  Daraus  folgt,  dafs  zu  a bezüglich  qx  und  bezüglich 
12  derselbe  Punkt  ß harmonisch  konjugiert  ist;  ß liegt  auf  der  Kreis- 
polare von  a;  um  also  x zu  finden,  bestimmt  man  zu  q den  harmo- 
nisch konjugierten  Punkt  bezüglich  a und  der  Kreispolare  von  a. 

Wenn  q aufserhalb  K liegt  und  X den  Kreis  K schneidet,  kann 
man  q und  X als  Mittelpunkte  von  Kreisen  auffassen,  welche  K nor- 
mal schneiden,  und  deren  Radien  (das  sind  die  Tangenten  von  q und 
X an  X)  sich  verhalten  wie  quixa,  d.  h.  a ist  ein  Ahnlichkeitspunkt 
dieser  Kreise;  der  zweite  Ahnlichkeitspunkt  ß mufs  daher  (vergl.  Fig.  13) 
zu  a bezüglich  X harmonisch  konjugiert  sein,  d.  h.  ß liegt  auf  der 
Kreispolare  von  a,  und  die  Kurvenpunkte  qx  werden  durch  a und  ß 
harmonisch  getrennt. 

Wenn  q aufserhalb  X liegt  und  X den  Kreis  X nicht  schneidet^ 
kann  man  q und  x als  Mittelpunkte  von  Kreisen  auffassen,  welche 
(Fig.  26)  durch  2 Punkte  d imd  d'  gehen,  und  deren  Radien  (das  sind 
die  Tangenten  von  q und  x an  K)  sich  verhalten  wie  qai  xu,  d.  h.  « 
ist  ein  Ahnlichkeitspunkt  dieser  Kreise;  der  zweite  Ahnlichkeitspunkt 
ß wird  aus  arf/3  = 90®  erhalten;  daher  liegt  ß auf  der  Kreispolare 
von  a.*) 

Man  erhält  in  allen  Fällen  das  gleiche  Resultat:  x ist  zu  q har- 
monisch bezüglich  des  auf  P liegenden  Punktes  a von  X und  der 

1)  Niemtschik  leitet  dieselbe  Konstruktion  durch  räumliche  Betrachtung  ab. 

2)  Vergl.  Fig.  24. 
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Polare  von  «.')  Hält  man  X fest,  so  sind  die  Schnittpunkte  aller 
Kegelschnitte,  welche  K in  denselben  Punkten  berühren,  harmonisch 
konjugiert  zu  a und  rückt  q nach  /3,  so  fällt  auch  x nach  ß,  woraus 
wieder  folgt,  dafs  der  Kegelschnitt  dieses  Büschels,  welcher  X berührt, 
seinen  Berührungspunkt  in  der  Kreispolare  von  a hat.*)  Diese  Be- 
trachtungen sind  ganz  unabhängig  davon,  ob  P den  Kreis  K in  reellen 
oder  imaginären  Punkten  schneidet. 

Wählt  man  X durch  den  Pol  n von  P (Fig.  27),  so  fällt  ß mit 
.T  zusammen;  dann  schneiden  sich  die  Polaren  von  q und  x auf  P und 
zwar  im  Pole  y von  q^ty  oder  die  Kegelschnittstangenten  in  q und  x 
schneiden  sich  auf  P,  und  qxan  sind  harmonisch;  d.  h.  „für  jeden 
Punkt  y von  P treffen  die  Tangenten  an  einen  ^Kegelschnitt  des 
Büschels  die  Polare  von  y in  Punkten,  welche  durch  n und  P har- 
monisch getrennt  werden",  und  „für  jede  Gerade  durch  tc  ist  der  Pol 
bezüglich  aller  Kegelschnitte  des  Büschels  identisch  mit  dem  Pol  be- 
züglich des  Kreises  X“. 

2®.  Eine  Kurventangente  T ist  gegeben. 

Sind  die  Tangenten  von  ;r  an  X reell,  so  schneiden  sie  T in 
Punkten  eines  Ahnlichkeitskreises  X,;  der  gegebene  Kreismittelpunkt  o 
und  der  zu  T gehörige  sind  zu  X,  harmonisch  konjugiert  u.  s.  w. 

In  jedem  Falle  ist  es  aber  einfacher,  zuerst  den  Berührungspunkt  t 
von  T als  harmonisch  konjugiert  zu  P bezüglich  X zu  bestimmen*), 
woraus  sich  dann  die  Brennpunkte  konstruieren  lassen. 

1)  Liegt  q insbesondere  auf  der  Verbindungslinie  von  o mit  dem  Pole  n der 
Geraden  P,  ist  also  ein  Scheitel  der  gesuchten  Kurve,  so  ist  der  zweite  Scheitel 
harmonisch  konjugiert  zu  q bezüglich  P und  tt. 

2)  Dafs  der  Berührungspunkt  ß auf  der  Polare  von  a liegt,  kann  man  auch 
direkt  aus  obigen  Betrachtungen  ableiten:  Nach  Fig.  25  erhält  man  die  Schnitt- 
punkte eines  beliebigen  Kegelschnittes  des  Büschels  mit  X,  wenn  man  durch  a 
eine  Gerade  zieht,  sie  mit  dem  Kreise  über  12  zum  Schnitt  bringt  und  durch 
diese  Schnittpunkte  die  Normalen  auf  X fUllt.  Soll  X Tangente  einer  Kurve 
werden,  also  die  beiden  Scknittpunkte  von  X mit  der  Kurve  zusammenfallen,  so 
mofs  dieser  Berührungspunkt  auf  der  Berührungssehne  der  Tangenten  aus  a an 
den  Kreis  über  12  liegen. 

Nach  Fig.  26  liegen  die  Schnittpunkte  eines  beliebigen  Kegelschnittes  des 
Büschels  mit  X auf  Kreisen,  welche  ihre  Mittelpunkte  auf  ad  haben  und  ad  har- 
monisch trennen;  soll  X Tangente  einer  Kurve  sein,  so  mufs  der  erwähnte  Kreis 
X berühren;  daher  liegt  der  Berührungspunkt  auf  der  Normale  durch  d zu  ad. 

Nebenbei  ist  dies  der  bekannte  Satz:  Alle  Kegelschnitte,  welche  zwei  Gerade 
in  denselben  Punkten  berühren,  schneiden  jede  Gerade  X in  einer  Involution; 
ein  Doppelpunkt  liegt  auf  der  gemeinsamen  Berührungssehne;  im  anderen  wird 
X von  einem  Kegelschnitte  des  Büschels  berührt. 

3)  Schneidet  T die  Tangenten  von  p und  p"  in  den  Punkten  a und  a \ so  liegt  t 
auch  auf  der  Verbindungslinie  von  ?r  mit  dem  Schnittpunkt  von  ap'  und  a'p. 
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Auch  kann  man  weitere  Tangenten  der  Kurve  finden: 

Man  sucht  zuerst  (Fig.  28)  auf  einer  beliebigen  Geraden  X durch  t 
den  zweiten  Kurvenpunkt  als  harmonisch  konjugiert  bezüglich  a und 
seiner  Polare  A.  Sowie  die  Tangente  in  t durch  den  Pol  y von  a/ 
geht,  enthält  die  Tangente  in  den  Pol  y^  von  Tcty'^  nun  sind 
und  7t  und  daher  auch  deren  Pole  y und  y'  harmonisch  konjugiert 
zu  a und  Ä.  Die  beiden  Kurventangenten  yt  und  y^t^  müssen  sich 
demnach  in  einem  Punkte  x der  Geraden  Ä schneiden,  welche  die 
zu  u bezüglich  der  Punktepaare  yy^  und  harmonisch  konjugierten 
Punkte  enthält,  d.  h.  die  durch  einen  beliebigen  Punkt  x gehenden 
Tangenten  eines  doppelt  berührenden  Kegelschnittes  werden  durch 
die  Verbindungslinie  X7t  und  den  Schnitt  a der  Polare  X von  x be 
züglich  6*2  mit  P harmonisch  getrennt.  Da  nun  a der  Kreispol  von  xx, 
also  unabhängig  von  ist,  erhält  man  die  beiden  Sätze: 

Die  Polaren  eines  beliebigen  Punktes  x (d.  i.  die  Berührungssehnen 
der  Tangenten  aus  x)  bezüglich  aller  den  Kreis  K in  denselben 
2 Punkten  berührenden  Kegelschnitte  schneiden  sich  in  einem  Punkte  a 
der  gemeinsamen  Berührungssehne;  a liegt  auch  auf  der  Kreispolare 
von  X.  — Die  Tangentenpaare  aus  x an  alle  den  Kreis  K in  denselben 
2 Punkten  pp  berührenden  Kegelschnitte  werden  durch  die  Geraden  ix 
und  xa  harmonisch  getrennt;  dabei  ist  7t  der  Pol  von  pp*  und  a der 
Pol  von  X7t  bezüglich  K\  xct  ist  daher  die  Tangente  des  durch  x 
gehenden  Kegelschnittes  der  Schar. 

Wenn  x aul’serhalb  K liegt,  werden  auch  die  Tangenten  an  K 
durch  X7i  und  xa  harmonisch  getrennt;  wenn  x innerhalb  K liegt, 
schneidet  jedes  Tangentenpaar  eines  Kegelschnittes  den  Kreis  K in  den 
Eckpunkten  eines  Viereckes,  dessen  Gegenseiten  sich  entweder  in  a 
oder  auf  X7t  schneiden.  Diese  Betrachtungen  gelten  unabhängig  davon, 
oh  p und  reell  oder  imaginär  sind. 

Es  ist  demnach  möglich,  durch  jeden  Punkt  x der  gegebenen 
Tangente  T die  zweite  Kurventangente  3\  zu  konstruieren;  ist  x ins- 
besondere der  Schnittpunkt  von  T mit  P,  so  mufs  2\  und  T harmo- 
nisch konjugiert  sein  zu  P und  ti. 

3®.  Ein  doppelt  berührender  Kreis  K'  ist  gegeben. 

Nachdem  dann  zwei  Kreise  K und  K'  und  die  Berühnmgssehne 
E von  K gegeben  sind,  ist  dies  ein  schon  behandelter  Fall. 

4*.  Das  Verhältnis  der  Achsen  ist  gegeben. 

Dann  kennt  man  auch  a : e und  h : e.  Liegt  o auf  der  Nebenachse 

1)  Wenn  man  zu  jedem  der  4 harmonischen  Strahlen  3r^,  jra,  A bezüg- 
lich des  Kreises  K den  harmonisch  konjugierten  Strahl  konstruiert,  erhält  man 
wieder  eine  harmonische  Gruppe:  ny,  7t y,,  yl,  Tta. 
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der  gesuchten  Kurve,  so  enthält  der  Kreis  über  ox  die  Brennpunkte, 

und  diese  haben  von  o die  Entfernung  of'=r'-]  daraus  können  sie 

eindeutig  bestimmt  werden.  — Liegt  o auf  der  Hauptachse  der  gesuchten 
Kurve,  so  ist  die  Länge  der  Tangenten  oder  halben  kürzesten  Sehne 

von  0 an  den  Brennkreis  bestimmbar:  A = Y^of'  of^  ^ ^ Brenn- 

kreis schneidet  daher  den  zu  K konzentrischen  Kreis  mit  dem 
Radius  X normal  oder  nach  einem  Durchmesser,  und  da  er  auch  den 
Kreis  Ä über  normal  schneidet,  ist  er  eindeutig  bestimmt.^) 

Auch  können  die  Schnittpunkte  der  gesuchten  Kurve  mit  einer 
beliebigen  Geraden  X direkt  mit  Hilfe  des  Satzes  konstruiert  werden, 
dafs  für  alle  Kurvonpunkte  das  Verhältnis  von  l (der  Länge  ihrer 
Tangenten  oder  halben  kürzesten  Sehnen  an  K)  zu  ihrer  Entfernung 
von  der  Berührimgssehne  F konstant  ist,  und  zwar  e : a oder  c : />,  je 
nachdem  der  Mittelpunkt  von  K auf  der  Haupt-  oder  Nebenachse  liegt. 
Sucht  man  auf  einer  Geraden  X die  Kurvenpunkte,  so  ist  das  Ver- 
hältnis von  l zu  ihrer  Entfernung  von  a,  dem  Schnittpunkte  der  Ge- 
raden X und  P,  gegeben;  es  sei  a. 

Wemi  die  gesuchten  Kurvenpunkte  innerhalb  K liegen,  mufs  X 
den  Kreis  K schneiden;  dann  errichtet  man  (Fig.  25)  über  den  Schnitt- 
punkten 1,  2 einen  Kreis  Ä und  legt  durch  a eine  Gerade  G,  so  dafs 
tg  9 = f ist.  G schneidet  den  Kreis  ^ in  zwei  Punkten,  welche  auf 
X projiziert  die  gesuchten  Kurvenpunkte  {x  und  q)  geben. 

Wenn  die  gesuchten  Kun’enpunkte  aufserhalb  K liegen,  so  kann 
man  sie  als  Mittelpunkte  von  Kreisen  auffassen,  welche  K normal 
schneiden  und  a sowie  den  auf  der  Polare  von  a gelegenen  Punkt  ß 
zu  Ahnlichkeitspunkten  haben.  Alle  Kreise  mit  Mittelpunkten  auf  X, 
welche  K normal  schneiden,  haben  (Fig.  26)  die  Normale  D von  o auf 
X zur  gemeinsamen  Chordale,  also  auch  die  gesuchten  Kreise  und 
deren  Ahnlichkeitskreis  X,  über  aß.  Legt  man  durch  a eine  Gerade 
G,  so  dafs  sin  (p  = a ist,  so  mufs  G von  den  gesuchten  Kreisen  be- 
rührt werden;  bringt  man  demnach  G zum  Schnitt  mit  D in  ö,  so  sind 
die  Längen  der  Tangenten  von  Ö an  die  gesuchten  Kreise  und  den  ge- 
gebenen Kt  gleich,  so  dafs  man  die  Berührungspunkte  derselben  mit 
G und  daraus  ihre  Mittelpunkte  auf  X finden  kann,  welche  die  ge- 
suchten Kurvenpunkte  {q  und  x)  darstellen. 

1)  Im  ersteren  Falle  liegt  der  Mittelpunkt  des  Brennkreises  auf  der  Chordale 
der  beiden  Kreise  und  Ä;  im  zweiten  Falle  verbindet  man  die  Endpunkte  des 
zu  o;t  normalen  Durchmessers  von  mit  o und  die  Halbierungsstrahlen  dieser 
Verbindungslinien  enthalten  die  Brennpunkte. 
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Diese  Konstruktion  ist  unabhängig  davon,  ob  X den  Kreis  K schneidet 
oder  nicht;  sie  ist  aber  unmöglich',  wenn  £ > 1 ist;  dämm  sei  noch 
eine  Konstruktion  angegeben,  welche  in  jedem  Falle  durchführbar  ist: 
Wenn  X den  Kreis  K nicht  schneidet  (Fig.  2G),  liegen  die  gesuchten 
Kurvenpunkte  auf  dem  Kreise,  dessen  Punkte  von  d imd  a Entfernun- 
gen besitzen,  die  in  dem  gegebenen  Verhältnisse  s stehen.  — Wenn 
X den  Kreis  K schneidet,  kann  man  ebenso  den  Satz  benutzen,  dafs 
der  Ort  aller  Punkte,  deren  Tangenten  an  einen  Kreis  K zu  ihren 
Entfernungen  von  einem  Punkte  a in  einem  constanten  Verhältnisse  f 
stehen,  ein  Kreis  ist.  Will  man  davon  keinen  Gebrauch  machen,  so 
konstmiert  man  über  den  Schnittpunkten  1,2  von  X mit  K einen 
Kreis  und  errichtet  im  Schnittpunkte  a von  X mit  P eine  Nor- 
male A auf  X;  die  gesuchten  Kurvenpunkte  auf  X sind  dann  die 
Scheitel  eines  Kegelschnittes  G,  welcher  den  Kreis  Xjj  so  doppelt  be- 
rührt, dafs  A die  gemeinsame  Berühmngssehne  ist;  aufserdem  ist  für 
diesen  Kegelschnitt  C noch  das  Verhältnis  der  Achsen  gegeben,  da  t das 
Verhältnis  einer  Halbachse  zur  Exzentrizität  dieses  Kegelschnittes  C isv 
Daher  kann  man,  wie  oben,  den  Mittelpunkt  von  C und  daraus  die 
Scheitel  finden. 

Geht  die  Gerade  X durch  einen  Berührungspunkt  p der  gesuchten 
Kurve  mit  üf,  so  läfst  sich  der  zweite  auf  X liegende  Kurvenpunkt  J 

aus  dem  bekannten  Verhältnisse  Yxp  • xq  :xp  ~ s finden,  wo  q der 
zweite  Schnittpunkt  von  X mit  K ist.  Denn  es  ist  xqixp  — 
dieser  Gleichung  entsprechen  zwei  Punkte  x^x^,  welche  pq  harmonisch 
trennen.  Der  innerhalb  pq  liegende  Punkt  x^  wird  analog  wie  in 
Fig.  25  gefunden:  Eine  Gerade  G durch  p^  welche  mit  X den  VTinkel 
^ (tg  qp  ==  f)  einschliefst,  schneidet  den  Kreis  über  pq  in  einem  Punkte, 
welcher,  auf  X projiziert,  den  gesuchten  Punkt  x^  liefert;  x^  ergiebt 
sich  aus  dem  harmonischen  Verhältnisse.  Da  alle  Kurvenpunkte  ent- 
weder innerhalb  oder  aufserhalb  von  K liegen,  wird  jeder  Aufgabe  nur 
einer  dieser  Punkte  a:,  oder  x^  genügen. 

V. 

Auch  eine  Reihe  anderer  Kegelschnittskonstmktionen  lassen  sich 
auf  Gmnd  der  entwickelten  Beziehungen  durchführen: 

1.  Gegeben  sind  ein  doppelt  berührender  Kreis  K mit  Berührung^ 
punkt  p,  sowie  zwei  Kurvenpunkte 

Der  auf  der  Geraden  liegende  Punkt  y der  Berührungssehne 
P ist  (zweideutig)  bestimmbar,  weil  und  sich  wie  die  Tangen- 
ten oder  kürzesten  Sehnen  von  und  an  K verhalten.  Die  beiden 
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Lösungen  für  y sind  zu  und  K harmonisch  konjugiert.  Die  Ver- 
bindungslinie von  p und  y giebt  die  gesuchte  Berührungssehne  P u.  s.  w- 
Die  gegebenen  Punkte  müssen  entweder  beide  innerhalb  oder  beide 
aufserhalb  von  K liegen. 

2.  Gegd)en  sind  ein  doppelt  hemhrender  Kreis  K mit  Berührungspunkt 
p utul  eine  Kurventangente  T mit  Berührungspunkt  t. 

Auf  der  Geraden  pt  werden  durch  K und  den  zu  t gehörigen  Be- 
rührungskreis K’  gleiche  Sehnen  ausgeschnitten;  dadurch  ist  ein  Punkt 
von  K (eindeutig)  bestimmt  und  K'  gegeben,  da  sein  Mittelpunkt 
auf  der  Normale  in  ^ zu  P liegt. 

Oder:  Die  Polare  von  t bezüglich  K schneidet  T in  einem  Punkto 
der  gesuchten  Berühnmgssehne  P,  welche  auch  durch  P geht. 

Oder:  Konstruiert  man  die  zu  T bezüglich  K harmonisch  konju- 
gierte Gerade  durch  tj  so  schneidet  diese  die  Kreistangente  des  Punktes 
p in  einem  Punkte  st  der  Kurvenachse,  welche  durch  o geht. 

3.  Gegeben  sind  ein  doppelt  berührender  Kreis  mit  einem  Berührungs- 
punkte p und  zwei  Kurventangenten  und 

Konstruiert  man  durch  den  Schnittpunkt  z von  jene  beiden 

Geraden  XX',  welche  zu  und  zu  K harmonisch  konjugiert  sind, 

so  schneidet  die  eine  (X)  die  Kreispolare  von  r in  einem  Punkte  von 
P,  die  andere  (X')  schneidet  die  Tangente  von  p in  jt  (dem  Pole  von 
P).  Da  X und  X'  ihre  Rollen  vertauschen  können,  ist  die  Aufgabe 
zweideutig.  und  Tj  müssen  K entweder  beide  in  reellen  oder  beide 
in  imaginären  Punkten  schneiden. 

4.  Gegeben  sind  ein  doppelt  berührender  Kreis  K mit  einetn  Be- 
rührungspunkte p,  ein  Kurvenpunkt  a und  eine  Kurventangente  T. 

Je  nach  der  L^e  von  a und  T gegenüber  K mul’s  man  mehrere 
Fälle  unterscheiden. 

a)  Der  Kurvenpunkt  a liegt  innerhalb  K\  dann  muls  der  Berüh- 
rungspunkt t von  T auch  innerhalb  K liegen,  also  T den  gegebenen 
Kreis  K in  1,2  schneiden,  — Zur  Bestimmung  von  t führt  die  Eigen- 
schaft aller  Kurvenpunkte,  dafs  die  durch  sie  gehenden  kürzesten  Seh- 
nen von  K zu  ihren  Entfernungen  von  P ein  konstantes  Verhältnis 
besitzen;  also  mufs  (Fig.  29)  Sj^  : a — S2 ' t = s i ^ sein,  und  daher  ist 

: ap  = s : xj)  und  s^ ' ty  = s : xy\  die  erste  Gleichung  liefert  s.  Trägt 
man  s in  a;  (dem  Schnittpunkte  von  pd  mit  T)  normal  zu  T auf  und 
zieht  vom  Endpunkte  eine  Tangente  an  den  Kreis  über  1,2,  so  erhält  man 
zufolge  der  zweiten  Gleichung  t und  y (zweideutig);  dadurch  ist  P be- 
stimmt. Die  Aufgabe  ist  unmöglich,  wenn  T zwischen  a und  p liegt. 

b)  Der  Kurvenpunkt  a liegt  aufserhalb  K,  und  T schneidet  den 
Kreis:  Jetzt  treten  an  die  Stelle  der  kürzesten  Kreissehuen  durch  die 
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Kurvenpunkte  die  Kreistangenten,  und  es  mufs  (Fig.  30)  : a = /j : t 

= l sein,  und  daher  ist  : ap  = l : xp  und  l^:ty  = l : xy.  Die  erste 
Gleichung  liefert  Z;  um  nun  mit  Hilfe  der  zweiten  Gleichung  t und  t/ 
zu  linden,  errichtet  man  in  x (dem  Schnittpunkte  von  ^ mit  T)  auf 
T eine  Normale  und  sucht  in  dieser  einen  Punkt  x^,  so  dafs  die 
Tangente  von  x^  an  den  Kreis  über  12  gleich  l ist;  diese  Tangente 
schneidet  T im  gesuchten  Berührungspunkte  Z,  weil  dann  die  zweite 
Gleichung  erfüllt  ist.  Man  erhält  entsprechend  den  beiden  Tangenten 
aus  x^  zwei  Lösungen  für  Z;  gleichzeitig  ergiebt  sich  y und  daraus  P. 
Die  Aufgabe  ist  unmöglich,  wenn  q (der  zweite  Schnittpunkt  von  öp 
mit  K)  und  x das  Punktepaar  ap  trennen. 

c)  Der  Kurvenpunkt  a liegt  aulserhalb  Ky  und  T schneidet  den 
Kreis  K nicht: 

Wieder  geht  man  (Fig.  31)  von  der  Beziehung  : a = : t = 1:1 

aus  und  erhält  die  Gleichungen  l^:ap  = l\  xp  und  l^:ty  — l:  xy.  Die 
erste  Gleichung  liefert  Z;  da  für  alle  Punkte  von  T die  Längen  der 
Tangenten  gleich  den  Entfernungen  von  einem  Punkte  d (oder  d')  sind 

und,  wie  früher  gezeigt  wurde,  tdy  = 90"  sein  mufs,  kann  die  zweite 
Gleichung  auch  in  der  Form  geschrieben  werden  id : ty  — l : xy,  d.  h. 
der  durch  d gehende  Kreis  mit  dem  Mittelpunkte  t und  der  Kreis  Ä', 

mit  dem  Centrum  x und  dem  Radius  Z müssen  y zum  Ahnlichkeits- 

punkte  hal)en.  Daher  liegt  y auf  einer  Tangente  aus  d au  AT,  imd  ist 
dadurch  (zweideutig)  bestimmt;  P ist  die  Verbindungslinie  von  p und  i/. 
Die  Aufgabe  ist  nur  möglich,  wenn  q (der  zweite  Schnittpunkt  von  (ij> 
mit  K)  imd  x das  Punktepaar  ap  trennen. 

5,  Gegeben  sind  ein  Berührungshreis  K und  drei  Kurvenpunkfe 

Der  auf  der  Geraden  «jrtg  liegende  Punkt  y der  Berührungssehne 
B ist  bestimmbar,  weil  a^y  und  a^y  sich  wie  die  Tangenten  oder  kür- 
zesten Sehnen  von  und  ri,  an  K verhalten.  In  derselben  Weise  be- 
stimmt man  den  auf  oder  liegenden  Punkt  z der  Berühnings- 
sehne  P.  Nachdem  man  für  y und  z je  zwei  Lösungen  erhält,  ist  P 

vierdeutig  bestimmt.’)  Die  3 gegebenen  Punkte  müssen  entweder  alle 

innerhalb  oder  alle  aufserhalb  K liegen. 

6.  Gegeben  sind  ein  Beriihrungskreis  K,  zwei  Kurvenpwiktc  utui 
eim  Kurveyiiangente  T. 

Zuerst  bestimmt  man  wie  früher  den  auf  a,  liegenden  Punkt  r 
der  Berührungssehne  P;  bringt  mau  dann  u,  mit  T in  x zum  Schnitt, 

1)  Diese  Lösung  hat  Fiedler  in  der  früher  zitierten  Abhandlung  durch 
räumliche  Betrachtung  abgeleitet. 
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so  wird  wie  in  4.  der  Berührungspunkt  von  T,  sowie  der  Schnittpunkt 
y der  Tangente  T mit  der  Berührungssehne  P bestimmt.  Da  man  für 
y und  2 je  zwei  Lösungen  erhält,  ist  die  Aufgabe  vierdeutig  (vergl. 
Fig.  32  und  33). 

7.  Gegd)€n  sind  ein  Berührungslreis  K,  eine  Kurventangente  T mit 
Berührungspunkt  t und  ein  Kurvenpunkt  a^. 

Der  Schnittpunkt  y der  Tangente  T mit  der  Berührungssehne  P 
liegt  auf  der  Kreispolare  von  t Auf  der  Geraden  a^t  wird  der 
Schnittpunkt  mit  P wie  in  1.  bestimmt;  dadurch  ist  P (zweideutig) 
gegeben. 

Man  kann  auch  auf  beliebigen  Geraden  X durch  den  zweiten 
Schnittpunkt  a,  und  den  Schnittpunkt  z mit  P finden:  Liegt  inner- 
halb K (Fig.  32),  so  folgen  aus  s' : t = Sj : = s : | die  beiden  Glei- 

chimgen  s' : ty  — s : xy  und  Sj  : = s : xz^  die  erste  Gleichung  liefert 

s;  nach  der  zweiten  Gleichung  bestimmt  man  den  Schnittpunkt  z von 
X mit  P als  jenen  Punkt,  welcher  a^x  im  Verhältnisse  s^  : s teilt  (zwei- 
deutig), und  daraus  a^.  — Liegt  a^  aufserhalb  K (Fig.  ^3),  so  folgen 
aus  V : t — : Ul  = l : ^ die  beiden  Gleichungen  V : ty  — l : xy  und 

l^:a^z  = lixz.  Die  erste  Gleichung  liefert  Z;  nach  der  zweiten  be- 
stimmt man  den  Schnittpunkt  z von  X mit  P als  jenen  Punkt,  welcher 
a^x  im  Verhältnisse  Z,  : Z teilt  (zweideutig),  und  daraus  a^.  (Entweder 
sucht  man  zuerst  den  auf  der  Kreispolare  von  z gelegenen  Punkt  ß 
und  bestimmt  «j,  so  dafs  a^a^zß  eine  harmonische  Gruppe  bilden,  oder 
man  benutzt  die  Eigenschaft,  dafs  und  Mittelpunkte  von  Kreisen 
sind,  welche  K normal  schneiden  und  daher  P,  den  auf  X normalen 
Kreisdurchmesser  von  X,  zur  Chordale  besitzen,  und  für  welche  z ein 
Ahnlichkeitspunkt  ist.  Bringt  man  daher  die  Tangente  % aus  z an 
den  Kreis  mit  dem  Mittelpunkte  a,  zum  Sclmitt  mit  I)  und  errichtet 
im  Schnittpunkte  d die  Normale  auf  %,  so  trifft  diese  die  Gerade  X 
im  Halbierungspunkte  oj  von  «löj.) 

Insbesondere  kann  X parallel  zu  T gewählt  werden  (Fig.  34). 
Dann  ist  z gegeben  durch  die  Gleichung  s' : Zy  = s,  tg  9);  mit 

Hilfe  von  z bestimmt  man  wie  früher  a^. 

Oder  X kann  durch  den  Punkt  y gehen  (Fig.  35);  dann  bestimmt 
man  zuerst  den  auf  X liegenden  Punkt  ß der  Polare  P,j  von  t/;  a, 
und  der  zu  suchende  Punkt  sind  harmonisch  konjugiert  zu  yß. 

Um  die  Tangente  in  zu  bestimmen,  sucht  man  zuerst  den 
Schnittpunkt  z von  a^t  mit  P;  die  Tangenten  von  a,  und  t schneiden 
sich  auf  der  Kreispolare  P,  von  z (Fig.  30). 

8.  Gegdfcn  sind  ein  Berührungskreis  K,  eine  KurverUangente  T,  mH 
Berükrutigspunkt  t^  und  eine  Kurventangente  1\. 

8* 
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Der  Schnittpunkt  der  Tangente  mit  P liegt  auf  der  Kreis- 
polare von  der  Berührungspunkt  von  sowie  der  Schnittpunkt 
von  Pg  mit  P werden  wie  in  4.  bestimmt. 

Oder  man  sucht  durch  den  Schnittpunkt  x von  jene  Geraden, 
welche  zu  und  K harmonisch  konjugiert  sind,  und  bringt  eine 

derselben  mit  den  Kreispolaren  von  x zum  Schnitt;  der  Schnittpunkt 
gehört  der  Berührungssehne  P an  (vergl.  Aufgabe  2 a). 

9.  Gegeben  sind  ein  B^hrungskreis  K,  ein  Kurvenpunkt  a und 
zwei  Kurventangenten  T^,  T^. 

Man  sucht  jene  Geraden  durch  den  Schnittpunkt  x der  Tangenten, 
welche  zu  diesen  und  K harmonisch  konjugiert  sind  (Aufgabe  2a)  und 
bringt  eine  derselben  mit  der  Kreispolare  von  x zum  Schnitt;  der 
Schnittpunkt  y liegt  auf  der  Berühnmgssehne  P,  Nun  sucht  man  auf 
^ den  zweiten  Kurvenpunkt  und  wie  in  4.  den  Berührungspunkt  einer 
der  gegebenen  Tangenten  und  ihren  Schnittpunkt  z mit  P.  Nachdem 
für  y und  z je  zwei  Lösungen  vorhanden  sind,  ist  die  Aufgabe  vier- 
deutig. 

10.  Gegeben  sind  ein  Berührungskreis  K und  drei  Kurventangenten 

T T T 
■^1} 

Man  sucht  für  den  Schnittpunkt  x von  diejenigen  Geraden 

XX',  welche  zu  und  K harmonisch  konjugiert  sind,  ebenso  für 

den  Schnittpunkt  y von  die  entsprechenden  Geraden  YY'\  der 

Schnitt  einer  Geraden  X mit  einer  Geraden  Y ist  der  Pol  n von  P 
und  also  vierdeutig  bestimmt;  oder:  Eine  Gerade  X zum  Schnitt  ge- 
bracht mit  der  Kreispolare  von  x giebt  einen  Punkt  der  Berührungs- 
sehne  P,  und  ebenso  eine  Gerade  Y zum  Schnitt  gebracht  mit  der 
Kreispolare  von  y. 

Auf  diese  Aufgabe  läfst  sich  auch  die  folgende  zurückführen:  Ge- 
geben sind  ein  Berührungskreis  K,  die  Kurvenachse  und  2 Tangenten, 
weil  dann  auch  die  zur  Achse  symmetrischen  Tangenten  gegeben  sind: 
Durch  den  Schnittpunkt  x von  PjPj  geht  ein  Ahnlichkeitskreis  X„ 
welcher  auch  die  Schnittpunkte  der  Halbierimgsstrahlen  von  mit 
der  Achse  enthält;  dann  kann  man  einen  zweiten  Berührungskreis  K 
bestimmen,  dessen  Mittelpunkt  o'  harmonisch  zu  o bezüglich  X,  ist, 
und  welcher  sich  mit  K auf  X,  schneidet  u.  s.  w. 

Oder  bestimmt  man,  wie  früher,  den  auf  der  Polare  von  x liegen- 
den Punkt  a der  Berührungssehne  P,  so  ist  diese  gegeben,  da  sie  aaf 
der  Axe  nonnal  steht. 

Die  schon  früher  erwähnte  Aufgabe,  bei  welcher  X,  der  Kurven- 
m ittelpunkt  m und  eine  Tangente  gegeben  sind,  läfst  sich  auch  auf 
diesen  Fall  zurückführen:  mo  ist  die  Kurvenachse,  und  die  zu  T, 
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p&rallele  Kurventaiigeiite  T,  lälst  sich  mittelst  »i  bestimmen.  Da  y, 
und  r«  parallel  sind,  also  x imendhch  fern  ist^  liegt  « auf  dem  zu  7\ 
normalen  Kreisdnrchmesser  D,  und  zwar  ist  a einer  jener  Punkte, 
welche  K nnd  T,  gleichzeitig  harmonisch  trennen.  Pie  Berilhnmgs- 
sehne  P geht  durch  a und  ist  zu  mo  normal;  die  Berührungspimkto 
Ton  Ty  y,  liegen  auf  m a.  *) 


Anhang. 

Aufser  den  im  vorhergehenden  besprochenen  Kegelschnitten,  welche 
zwei  feste  Kreise  symmetrisch  zu  derselben  Achse  berühren,  giebt  es  auch 
noch  andere  Gruppen  von  Kegelschnitten,  welche  die  Kreise  symme- 
trisch  zu  verschiedenen  Achsen  berühren.*) 

• Die  Beziehimgen,  welche  zwischen  eiuem  Kegelsclmitte  und  zwei 
doppelt  berührenden  Kreisen,  deren  Mittelpimkte  in  verschiedenen  Achsen 
liegen,  bestehen,  lassen  sich  aus  den  vorstehenden  Betrach timgeii  leicht 
ableiten. 

Einen  gegebenen  Kegelschnitt  mit  dem  Mittelpimkte  nt  und  den 
Axen  a,  b mögen  zwei  Kreise  doppelt  berühren,  und  zwar  liege 

der  Mittelpunkt  von  K^  auf  der  Nebenachse,  auf  der  Hauptachse. 
(Fig.  37.)  Die  Berührungssehnen  P^P^  schneiden  die  Achsen  in  den 
Punkten  und  dann  ist  : a*  und  OjJTj  : ;Tjm  =» 

d.  h.  Pj  und  Pj  schneiden  sich  in  einem  Punkte  y der  Zentrale 
so  dafs  o^y  : o^y  — a*  : h“  ist. 

Bezeichnet  man  die  Teile  Oytj  und  o^tjf  in  welche  y den  Zentral- 
abstand (i  = teilt,  mit  y^  und  y^,  so  folgt  y^:d  = a^\e^  und 
y^  : d = : e*.  (Dabei  kann  y auch  aufserhalb  öjOg  liegen.) 

Zwischen  den  Brennpunkten  und  Berührungskreisen  bestehen,  wie 
bewiesen  wurde,  die  Beziehungen: 

r\ : = a* : e*  und  r| : o^f  • o^f'  — 6* : c*. 

Nun  ist  o^p  — OjW*  -f  e*  und  o^f  • o^p  = ± (Ö7w*  — c*),  also 

o^p  ± o^f  • o^f  = 0,  m*  -j-  — d*  oder 

'K  ± -I-  = rf*  oder  ± = ,P  oder  ± = rf; 

« bi  Vt  y,  Vi  ’ 

d.  h,  y ist  kein  willkürlicher  Punkt  der  Zentrale  o,  Oj,  sondern  gehört 
dem  Pimktepaare  yz  an,  welches  die  gegebenen  Kreise  gleichzeitig  har- 

1)  Diese  Lösung  hat  Niemtschik  durch  räumliche  Betrachtung  abgeleitet. 

2)  Dies  erörtert  Steiner  ausführlich  in  § 8 seiner  Abhdlg.  „Neue  iluBtim- 
mungsarten  der  Kurven  2.  Ordnung  etc.“  (Ges.  Werke  II,  463  u.  tf.>. 
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monisch  trennt.*)  Es  giebt  also  auf  der  Zentrale  der  beiden  Kreise 
nur  zwei  Punkte  y und  von  denen  jeder  die  Eigenschaft  hat, 
dafs  zwei  durch  ihn  gehende,  zu  einander  normale  Geraden  Beruhrungs- 
sehnen eines  doppelt  berührenden  Kegelschnittes  sind.  Diesen 

Punkten  entsprechend  unterscheidet  man  zwei  Gruppen  doppelt  be- 
rührender Kegelschnitte  C^y  und  ü^z\  alle  Kegelschnitte  der  Gruppe 
C^y  haben  mit  und  Berührungssehnen,  die  sich  im  Punkte  y 
schneiden,  jene  der  Gruppe  C^z  Berühmngssehnen,  die  sich  in  z schnei- 
den.“) Sollen  Kegelschnitte  dieser  Gruppen  existieren,  dürfen  sich  A', 
imd  ATg  nicht  schneiden,  weil  sonst  die  Punkte  y und  z nicht  reell 
sind.  Die  Eigenschaften  der  Kegelschnitte  beider  Gruppen  sind  analog, 
weshalb  es  genügt,  jene  der  Gruppe  (J^y  zu  besprechen,  wobei  y jener 
Punkt  des  zu  gleichzeitig  harmonischen  Punktepaares  sein  soll, 

welcher  innerhalb  des  Kreises  gelegen  ist. 

Der  Ort  der  Mittelpunkte  aller  und  symmetrisch  zu  ver- 
schiedenen Achsen  berührenden  Kegelschnitte  ist  der  Kreis  über  OjO,. 

Die  Berührungssehnen  aller  Kegelschnitte  der  Gfruppe  C^y  mit  A, 
und  A'j  schneiden  sich  in  einem  festen  Punkte  y der  Zentrale  o,Oj. 

Für  alle  Kegelschnitte  der  Gruppe  C^y  ist  das  Verhältnis  der 
Quadrate  der  Achsen  konstant,  und  zwar  verhält  sich  das  Quadrat  der 
Hauptachse  zum  Quadrat  der  Nebenachse  wie  o^  y : o^y,  wo  Oj  der  auf  der 
Nebenachse  liegende  Kreismittelpunkt  ist.  Für  die  Kegelschnitte,  deren 
Nebenachse  durch  geht,  ist  : o^f  — a : e konstant,  oder  o^f  ist  für 
alle  Kegelschnitte  der  Gruppe  C^y,  welche  A4  symmetrisch  der  Neben- 
achse doppelt  berühren,  gleich,  d.  h.  die  Bremipimkte  dieser  Kegelschnitte 
liegen  auf  einem  Kreise  welcher  konzentrisch  ist  mit  jenem  der 
gegebenen  Kreise,  dessen  Mittelpunkt  auf  der  Nebenachse  liegt.  — Ebenso 


1)  Denn  konstruiert  man  (Fig.  38)  zu  den  Kreisen  AjA”, , die  sich  aus- 

schliclsen  sollen,  das  beide  harmonisch  trennende  Punktepaar  (der  Kreis  über  t/r 

mufs  Aj  und  A,  rechtwinklig  schneiden,  sein  Mittelpunkt  liegt  in  der  Chordale 

von  A,  A3),  so  geht  durch  y die  Berührungssehne  der  Tangenten  aus  z an  A', 

und  durch  z die  Berühningssehne  der  Tangenten  aus  y an  A,;  daher  ist 

t*?  rS  7*?  7*8  • 

-J  = o.z  und  — •*-  — o.z  oder  — ^ 1 — = o,z  o^z  =■  d.  Konstruiert  man 

Ox  V o^y  0, 2/  o,y  ‘ * 

zu  zwei  sich  einschlicfscnden  Kreisen  (Fig.  39)  die  harmonisch  konjugierten 
Punkte  y und  xr,  so  bestimmen  die  Tangenten  von  z an  beide  Kreise  diesell» 

Berühningssehne  durch  v;  daher  ist  = o.z.  — - - — o.z  oder  — ^ ^ 

^ ^ o,y  ' ' o^y  ^ o,y  o,y 

= o^z  — o,z  = d. 

2)  Dazu  kommen  als  dritte  Gruppe  C*x  die  früher  besprochenen  Kegel- 
schnitte, deren  Berührungssehnen  sich  im  unendlich  fernen  Punkte  x der  Nor- 
male zur  Zentrale  schneiden,  und  es  ist  xyz  das  beiden  Kreisen  gemeinsame 
Polardreieck  (Steiner,  Ges.  Werke  II,  463). 
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folgt  aus  n : Yo^f  • o^f  = h : e,  dafs  V^Oo/’-  d.  i.  die  Tangente  oder 
kürzeste  Sehne  durch  an  alle  Brennkreise  dieser  Kegelschnitte  kon- 
stant ist,  d.  h.  alle  Brennkreise  dieser  Kegelschnitte  schneiden  einen 
festen  Kreis  ^3  rechtwinklig  oder  nach  einem  Durchmesser.  ist  kon- 
zentrisch mit  jenem  der  gegebenen  Kreise,  dessen  Mittelpunkt  auf  der 
Hauptachse  liegt,  und  wird  auch  von  rechtwinklig  oder  nach  einem 
Durchmesser  geschnitten.  Liegt  Og  auf  der  Nebenachse,  so  erhält  das 
Verhältnis  der  Achsen  den  reziproken  Wert,  und  es  vertauschen  die 
Kreise  und  ihre  Rollen:  ist  der  Ort  der  Brennpunkte  dieser 

Kegelschnitte,  und  wird  von  den  Brennkreisen  rechtwinklig  oder 
nach  einem  Durchmesser  geschnitten.  Aus  den  Figuren  38  und  39 
läfst  sich  eine  einfache  Konstruktion  dieser  Kreise  und  ilg  ableiten. 


Die  Radien  der  Kreise  sind  nach  früherem 


= V 


(I  • imd 


|/ -- = y d • d.  h.:  wenn  z innerhalb  0^0^  liegt,  gehen  die  Kreise 

durch  den  Schnitt  der  Normale  in  z auf  0,  iidt  dem  Kreise 
über  OjOg;  — wenn  z aufserhalb  liegt  und  zwar  auf  der  Seite  von 

Oj,  so  schneiden  sich  die  Kreise  auf  dem  Kreise  über  o^z  in  der 

Kormale  durch  Oj  zur  Zentrallinie. 

Auf-  Grund  dieser  Beziehungen  sollen  Kegelschnitte  konstruiert 
werden,  welche  zwei  gegebene  Kreise  symmetrisch  zu  verschiedenen 
Achsen  doppelt  berühren,  wenn  noch  andere  Bestimmungsstücke  gegeben 
sind. 


1.  Gegeben  ist  der  MittelpunJd  des  Kegelschnittes.  Derselbe  mufs 
auf  dem  Kreise  über  liegen;  dann  sind  die  Lagen  der  Achsen  ge- 
geben; die  dazu  normalen  Berührungsseimen  gehen  durch  y\  aus  diesen 
oder  mit  Hilfe  der  Kreise  imd  lassen  sich  die  Brennpimkte  be- 
stimmen. 

Wenn  sich  die  beiden  Kreise  ausschliefsen,  giebt  es  nur  Hyperbeln 
(sowohl  in  der  Gruppe  C^y  als  (J^z),  weil  y zwischen  OjO«  liegt  (also 
die  Berührungssehne  zwischen  0 und  m).  Wählt  man  m auf  der 
Polare  Y des  Punktes  y bezüglich  beider  Kreise,  d.  i.  der  Normale 
durch  z zu  OjO,  (Fig.  40),  so  degeneriert  die  Hyperbel  in  ein  Geraden- 
paar, weil  sich  in  den  Schnittpunkten  des  Kreises  über  OyO^  mit 
Y je  eine  innere  und  äulsere  gemeinsame  Kreistangente  treffen,  deren 
Berührungspunkte  mit  oder  auf  einer  Geraden  durch  y liegen.  D 
Da  in  diesem  Falle  auch  die  Brennpunkte  mit  m identisch  sind,  folgt 


1)  Der  Schnittpunkt  zweier  solcher  Tangenten  liegt  auf  Y,  weil  Y die 
Polare  von  y ist,  und  auf  dem  Kreise  über  0,  0, , weil  die  Halbieruugsstrahlen  der 
Tangenten  durch  o,  und  0,  gehen  müssen. 
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daraus  wieder,  dafs  die  zu  if,  imd  konzentrischen  Kreise 
welche  die  Brennpunkte  der  Kegelschnitte  C^y  enthalten,  durch  die 
Schnittpunkte  von  Y mit  dem  Kreise  über  gehen.  Durch 
«i«,  wird  der  geometrische  Ort  der  Kurvenmittelpunkte  in  zwei  Teile 
geteilt:  Liegt  m auf  dem  Teile,  welcher  o,  enthält,  so  liefert  nur  fi, 

Brennpimkte,  also  geht  die  Nebenachse  durch  o^.  — Liegt  m auf  dem 
Teile,  welcher  enthält,  so  geht  die  Nehenachse  durch  Oj. 

Nachdem  für  alle  Hyperbeln  das  Verhältnis  der  Achsen  gleich 

Vo^y.o^yy  also  konstant  ist,  sind  die  Winkel  und  welche  die 
Asymptoten  mit  den  Achsen  einschliefsen,  für  alle  Hyperbeln  gleich;  da 
nun  die  Achsen  durch  zwei  feste  Punkte  OjOg  gehen  und  sich  auf  einem 
Punkte  m des  Kreises  über  OjO^  schneiden,  müssen  alle  As3rmptoten 
durch  zwei  feste  Punkte  dieses  Kreises  gehen;  dieselben  liegen 
auf  der  Normale  zu  OjOg  durch  y,  weil  sich  in  dieser  die  Geradeii- 
paare  der  degenerierten  Kegelschnitte  treffen  (oder  auch  wegen 

tg9>i  • ^ = 5*  = 3^*  beide  Hyperbelgruppen 

von  C*y. 

Wenn  sich  die  Kreise  einschliefsen,  liegt  y aufserhalb  OjOj,  daher 
giebt  es  nur  Ellipsen.  Die  Hauptachse  geht  immer  durch  den 
Mittelpunkt  des  eingeschlossenen  Kreises,  weil  für  den  Mittelpunkt, 
welcher  auf  der  Nebenachse  liegt,  o/'<r  sein  mufs,  oder  weil  (w^en 
a > h)  y dem  Mittelpunkte  näher  liegen  mufs,  durch  den  die  Haupt-  i 
achse  geht. 

2.  Gegeben  ist  ein  Brennimnld  des  Kegelschnittes.  Derselbe  mufs 

auf  einem  der  oben  erwähnten  Kreise  liegen;  die  Verbindungs- 

linie mit  dem  Mittelpunkte  des  anderen  dieser  Kreise  liefert  die  Haupt-  ' 
achse.  — Schliefsen  sich  die  Kreise  ein,  so  kann  der  Brennpxmkt  nur 
auf  jenem  Kreise  Äj  oder  liegen,  welcher  zum  einschliefsenden 
Kreise  JSTj  oder  konzentrisch  ist. 

3.  Gegeben  ist  der  Berührungspunlct  p eines  Kreises  K^  mit  dein 
2U  suchenden  Kegelschnitte:  Die  Verbindungslinie  mit  y und  die  dazu 
Normale  durch  y liefern  die  beiden  Berührungssehnen,  zu  welchen  die 
Achsen  parallel  sind. 

4.  Gegeben  ist  eitle  Asymptotenrichtung.  Da  die  Asymptoten  durch 
zwei  feste  Punkte  ß^ß^  gehen,  ist  eine  Asymptote  imd  daher  der 
Mittelpunkt  auf  dem  Kreise  über  OjO,  gegeben. 

5.  Gegeben  ist  ein  KurvenpunM  p.  Das  Verhältnis  der  Entfemunc 

;r  des  Punktes  p von  der  Berührungssehne  Pj  mit  K^  zur  Tangente  ^ 
oder  halben  kürzesten  Sehne  durch  p K^^  ist  konstant  imd  zwar 

gleich  Yo^y  : OjO,  = o^ß^ : OjO,,  wenn  öj  auf  der  Nebenachse  liegt.  1^» 
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die  Berühnmgssehne  P durch  y geht,  ist  sie  bestimmt  als  Tangente 
an  den  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  p ist,  und  dessen  Radius  :i  aus  dem 
angegebenen  Verhältnisse  bestimmt  werden  kann. 

Schliefsen  sich  die  gegebenen  Kreise  aus,  so  mufs  2^  aufserhalb 
der  beiden  Kreise  liegen;  schliefsen  sie  sich  ein,  mufs  p innerhalb  des 
einen  imd  aulserhalb  des  anderen  liegen. 

6,  Gegehcn  ist  eine  Kurvenianyente  T.  Dieselbe  mufs  einen  Kreis 
Ä’j  in  reellen,  den  anderen  in  imaginären  Punkten  schneiden;  dann 

ist  der  Mittelpunkt  Oj  von  auf  der  Hauptachse  und  daher  das  Ver- 

hältnis der  Entfernung  ;r  aller  Kurvenpunkte  von  P3  zu  den  Längen 


ihrer  Tangenten  an  gleich  Yo^y  : öjOj  ==  öj/Sj  : = f ; für  den  Be- 

rührungspunkt t von  T mufs  der  Schnittpunkt  y^  von  T mit  der 
Polare  des  Punktes  t bezüglich  auf  Pj  liegen.  Da  nun  für  alle 

Punkte  von  T die  Längen  der  Tangenten  an  gleich  ihren  Ent- 
fernungen von  einem  festen  Punkte  d sind,  so  ist  (Fig.  41)  7t  :td  = s 
— sin  (p  : sin  ip.  Nun  ist  sin  (p  = rj : yy^  und  Binip  — didy^,  daher 

f = j • — , d.  h.  das  Verhältnis  — = f . - ist  gegeben;  y^  liegt  daher 


yy. 


auf  einem  Kreise,  dessen  Mittelpunkt  auf  dy  liegt,  und  welcher  dy 
harmonisch  trennt.  Man  erhält  für  1/3  zwei  Lösungen;  daraus  ergeben 
sich  Pj,  Pj  und  dazu  normal  die  Achsen. 

Diese  Konstruktion  ist  unabhängig  davon,  ob  sich  die  Kreise  ein- 
oder  ausschRefsen. 


Wenn  ein  Kreis  den  Radius  Null  hat,  also  ein  Brennpimkt  gegeben 
ist,  mufs  die  Nebenachse  durch  den  Mittelpunkt  des  anderen  Kreises 
gehen;  dann  ist  y der  zu  f harmonisch  konjugierte  Punkt  bezüglich 
A^,.  — Liegt  f innerhalb  von  so  erhält  man  Ellipsen,  sonst  Hyperbeln. 
Es  lassen  sich  auch  hier  dieselben  Methoden  zur  Bestimmimg  der 
Kegelschnitte,  wie  im  allgemeinen  Falle  an  wenden,  doch  führt  auch 
ein  anderer  Weg  zum  Ziel,  z.  B.: 

Ein  Kurvenjnmlt  p ist  geyehm.  Man  sucht  den  Mittelpunkt  x des 
in  p symmetrisch  zur  Nebenach.se  berührenden  Kreises.  Die  Beziehung 
px : xf  = a : e — i\  : Oif  liefert  als  geometrischen  Ort  für  x einen  Kreis, 
welcher  pf  innen  und  aufsen  im  Verhältnis  Tj  : o^f  teilt.  Das  Ver- 
hältnis der  Tangente  l von  p an  AT^  zur  Entfermmg  der  Kreismittel- 
punkte ist  konstant  und  zwar  h : e (gleich  Tangente  von  f an  zu 
fo^)^  das  giebt  als  geometrischen  Ort  für  x einen  Kreis  mit  dem 
Mittelpunkte  o^.  — xoi  ist  die  Nebenachse.  Wenn  f innerhalb  liegt, 
tritt  an  die  Stelle  der  Tangente  von  p an  die  halbe  kürzeste  Sehne 
durch  p. 
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Eine  Kurveniangente  T ist  gegeben.  Fällt  man  von  f auf  T eiu< 
Normale,  so  liegt  der  Fufspunkt  n im  Scheitelkreis  der  Hauptachse;  fil 
den  Kurvenmittelpunkt  m erhält  man  als  geometrischen  Ort  (wegei 
nm  : fm  = a : c = : o^f)  einen  Kreis;  aufserdem  liegt  m auf.  den  ^ 

Bereise  über  of.  Diese  Konstruktion  gilt,  ob  f innerhalb  oder  anfser 
halb  liegt. 

Anmerkung  während  der  Korrektur:  Während  des  Druckes  wurde  ich  au 
die  Arbeit  von  Sporer;  „Über  Kreise,  welche  einen  Kegelschnitt  doppelt  be 
rühren“  (Zeitschrift  f Math.  u.  Physik  41 , 210 — 220)  aufmerksam  gemacht,  di(  ^ 
ich  leider  übersehen  hatte.  Ich  bedaure,  in  meiner  systematischen  Zusammen- 
stellung und  elementaren  Ableitung  jener  Kegelschnitteeigenschaften,  welche  xu] 
Lösung  der  Aufgaben  in  II — V dienen,  den  Hinweis  auf  einzelne  Analogien  mi  >, 
Beweisen  von  Sporer  (z.  B,  bei  der  Hyperbel)  nicht  mehr  im  einzelnen  nach 
holen  zu  können. 
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Nene  Ableitung  der  Kngelfnnktionen. 

Von  M.  Hamburger  in  Berlin. 


Die  Gleichung 


(1) 

wird  befriedigt  durch 

^2) 


Tx'  + gp  + Tz'  “ ® 


U = t\ux  + ßy-\-  yz\ 


wo  f eine  willkürliche  Funktion  bedeutet  und  die  Konstanten  a,  ß,  y 
der  Bedingung 

(3)  a»  + + y»  = 0 


genügen,  Soll  die  Funktion  f homogen  vom  n*®“  Grade  in  Xj  y,  z sein, 
so  muTs 

df  , df  , df  . 

sein,  also,  indem  man 

ax  ßy  yz  = t 

setzt, 

tr{i) = «/•(<), 

welche  Gleichung  integriert 

/•(<)  = c<- 

giebt  Also  stellt 

V = C{ax  -\-ßy-\-  yzY 

mit  der  Bedingung  (3)  eine  homogene  Funktion  vom  n*®“  Grade  in 
Xy  y,  z dar,  die  der  Gleichung  (1)  genügt,  und  die  man  nach  Thomson 
harmonische  Funktion  Grades  nennt. 

Bezieht  man  y in  die  Konstante  hinein,  so  kann  man  V auch  auf 
die  Form  bringen 

V = C\ax  ßy  zYy 
wo  cc  imd  die  Bedingung 

= - 1 

zu  erfüllen  haben.  Hierzu  setzen  wir  a = tco8>l,  /?=isinA  1) 

und  erhalten  mit  Weglassung  der  Konstante  C' 


V =*  {ix  cos  A 4-  ty  sin  A -f  zy. 
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M.  Hahburoer; 


Denkt  man  sich  diesen  Ausdruck  nach  den  Cosinus  und  Sinus  der 
Vielfachen  von  X entwickelt,  so  erhält  man,  wenn  n eine  positive  ganze 
Zahl  ist: 

m I F — ^ cos  >l  + ^5  cos  2A  + • • • + cos wA 

l + sin  X -f  jRg  sin  2 A + • * • 4-  sin  n X, 

also  einen  Ausdruck  von  2w -f  1- Gliedern.  In  diesem  ist  jeder  der 
Koeffizienten  4,  B eine  ganze  homogene  Funktion  Grades  von  Xj  y,  z 
und  genügt  für  sich  der  Gleichung  (1),  ist  also  eine  harmonische 
Funktion  n‘*'”  Grades. 

Denn,  da  z/  F = 0,  so  folgt 

0 = ^Aq  4 cos  X 4 ^A^  cos  2A  4 • • • 4 ^A^  cos  «A 
4 ^Bi  sin  A 4 ^B^  sin  2A  4 • • • 4 sin  ^X. 

Multipliziert  mau  nun  mit  cos  rX  und  integriert  nach  A zwischen  den 
Grenzen  0 und  2;r,  so  erhält  man  wegen 

•2  fr 

J* 30S  r A • cos  5 A = 0,  wenn  r =4='  5, 


und 


2rt 


/■ 


cosrA  • sinsA  = 0 


für  jedes  r und  s: 


2 ft 


0 = ^A^  f cos^rA  = Tt^A^f 


/ ■ 


folglich  JA^  = 0. 

In  derselben  Weise  ergiebt  die  Multiplikation  mit  sin  rA  und  In- 
tegration zwischen  0 und  2 st,  dafs  z/J5^  = 0. 

Es  handelt  sich  darum,  die  Funktionen  Ä und  B auf  die  einfachste 
Weise  darzustellen. 

Es  ist 

ix  cos  A 4 iy  sin  A 4 ^ 4 y)e^‘  4 4 <2’- 

Führen  wir  mm  ein: 

(ix  4 = u,  (ix  — y)e~ 


so  ist 


uv  = 


x^-i/ 


wenn  x^  = r*  gesetzt  wird,  imd  man  erhält 

ix  cos  A4  iy  sin  X z = \u  -\-  ^i;4jSf. 
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Je  nachdem  wir  nun  v durch  m oder  u durch  v ausdrücken,  er- 
halten wir 

«a:  cos  l-{-iysml  + + sY  - r^)  = ~ 

folglich 


2v^ 


V = (ix  cos  >l  4-  sin  >l  -f  z)”  = ~u~”{{u  + zY  — r*)” 

= ^ V“  **  ((v  + zY  — »■*)"• 

Die  Entwickelung  nach  Potenzen  von  u oder  v giebt  die  Darstellung 
in  den  Formen 

r=a_„u~'‘  -f  + • • • + + «o  + 4 • • • 

4 4-  a„u” 

= 4 H h a_i«r-i  4-  a<,  4 ajV  + H 

-f  4 

Die  Ersetzung  von  v durch  seinen  Wert  in  u:v  = und 

die  Vergleichung  der  Koeffizienten  gleich  hoher  Potenzen  von  u in 
vorstehender  Identität  giebt  zwischen  den  a die  Beziehung 

a_,  = (—  l)'a,(^*  4 2/*)'  = a,{ix  4 vYiix  - y)\ 

Hieraus  folgt 

a^u*  4 a—,u~*  = a^[{ix  4 4 {}x  — 


also 


y =%  +^ö,(  + y)V^''  + (ix  — 


«=1 

js=n 


= ^0  + vY  + — y)*  1 cos  sA 


»=i 

«=IN 


4 i I («a:  4 y)*  — (la:  — y)‘ } sin  s A. 


*=i 


(5) 


Die  Vergleichung  mit  (4)  giebt 

M„  = A,  = a,[ (ix  + y)*  + (ix-  y}‘\, 

\ B,  = ia,{  (ix  + y)*  —(ix  — y)‘  [ . 

o,  ist  der  Koeffizient  von  m*  in 

-|-  zY  — 


(*  = 1,  n) 


oder  von  m"+*  in  dem  Ausdruck 


2,((“  + “Y  - 
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also 

(6) 


a = — 

* o« 


2"  (n  -f 


(T+*  , 8 


wo  bei  der  Differentiation  r als  konstant  anzusehen  ist.  Durch  (5) 
und  (6)  sind  die  harmonischen  Funktionen  Grades  .4^  und 
dargestellt. 

Aus  diesen  erhält  man  die  Kugelfunktionen  gleichen  Grades,  in 
dem  man  x,  y,  z durch  die  Polarkoordinaten  ausdrückt  und  r = 1 
setzt.  Führen  wir  also  ein 


a?  ==  sin  ff  cos  y = sin  ff  sin  9,  £f  = cosff, 

dann  wird 

{ix  + y)*  = i*  sin*  ff  (cos  S(p  — i sin  sqp), 

{ix  — y)*  = i*  sin*  ff  (cos  S(p  + i sin  stp), 

mithin  für  r = 1 

= 2i*a,  sin*  ff  cos  s^, 

= 2i*a^  sin*  ff  sin  S(p. 

Die  einzige  dieser  Kugelfunktionen,  die  von  9?  frei  ist,  ist 

(7) 


4 - L i)' 

~ tl’rt  ““  • 

® ® 2'*  n! 


dz^ 


(.-SCO!.») 


die  wir  also  hier  gleich  in  der  Jaco  bi  sehen  Form  erhalten.  Wir  be 
zeichnen  sie  üblicher  Weise  mit  P^(r)  ==  P„  (cos  ff). 

Aus  (6)  folgt  dann,  indem  wir  r = 1 setzen: 

«!  iVP^iz) 


a. 


(n  -f-  s)  rfxr* 


(i=cof9^ 


und  demnach 


(8) 


n!  <VPJz) 

A=  2 i* sin* ff — cos  sw. 

' (W  + .5)!  ^ 


n!  (PP(z) 

B.  = 2i* — sin*  ff si 


=CO**') 


sm  S(p. 


(n-|-«)!  dz^ 

Die  explizite  Entwickelung  von  (7)  giebt 

P (e\  = i±  ^ ^ “ iL  - 2.  m(w-1)(w-2)(i.  - 3)  _4_ .. .) 

^ 1.2. 3. ..n  V 2.(2«  — 1)  2-4.(2n— lX2n  — 3)  " 

den  bekannten  Ausdruck  für  den  Koeffizienten  von  «”  in  der  Ent- 
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Wickelung  von  (1  — 2a£f  + a*)~  * nach  steigenden  Potenzen  von  a, 
und  daraus 


<1^  _ l-3-5...2n-  1/  _ (n-»)(»-«-l) 

dz*  1 -2 -3  • (fl— s)  \ 2-(2n—  1) 


(n  — s)(w  — g — i)(n  — g — 2)(n  — g — 3) 
■ 2-4.(2n  — l)(2n  — 3) 


Setzen  wir 


(l  = cos  S) 


sin'-d- 


dz* 


P«,,  (cos  »), 


so  erhält  man  vermöge  (7)  und  (8),  wenn  wir  von  dem  konstanten 

Faktor  2i*-, — —r;  absehen,  in  den  Ausdrücken 
(n  + s) ! » 

(cos  0-),  Fn,i  (cos  S")  COS  g>,  Pn,a  (cos  -O-)  cos  2%  • ♦ P„,„  (cos  -O-)  cos  nq>, 
Pn,i  (cos  -d-)  sin  9>,  P„,2  (cos  'S")  sin  2qp,  • • •,  P«,*  (cos  -9-)  sin  ng? 

2n  -f  1 Kugelfunktionen  w**"  Grades. 

Diese  Ausdrücke  sind  von  einander  linear  unabhängig,  denn  eine 
Gleichung 

« = w * = n 

+ COS  39  +^/3,P*,,sinsg)  = 0 

«=i  4=1 


konnte  nicht  bestehen,  ohne  dafs  = a^  — • • - = a^  = ß^  = = ß^=0 

wäre,  wie  eine  Multiplikation  mit  cosrg)  oder  sinrg>  und  Integration 
nach  gp  zwischen  0 und  2n  ergeben  würde,  mit  Rücksicht  darauf,  dafs 
die  Pn,i  nicht  identisch  verschwinden. 

Dafs  nicht  mehr  von  einander  unabhängige  Kugelfunktionen 
existieren,  erkennt  man  daraus,  dafs  nicht  mehr  als  2w  4*  1 harmo- 
nische Funktionen  w*®“  Grades  von  t/,  z vorhanden  sein  können; 
denn  eine  beliebige  homogene  Fimktion  V Grades  enthält 

Konstanten.  Die  Bedingung  ^V=0  ergiebt,  dvi  zJV 
vom  (w  — 2)**“  Grade  ist,  Gleichungen  zwischen  den  Konstanten, 

so  dafs  blofs  ^ = 2n  -f-  1 unabhängige  Kon- 

stanten übrig  bleiben.  Die  allgemeinste  Kugelfunktion  w*®“  Grades  ist 
also 

9=n 

cossgp  -|-  ß^s'mscp)Pn,sf 
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wo  «Q,  «j,  • • •,  /3j,  • ‘ 'y  willkürliche  Konstanten  bedeuten.  Aus 

der  oben  erhaltenen  Beziehung 

a-,  = (-  l)‘o,(x*  + ;/»)'  = a,{0'-  - »*)• 

folgt  mit  Hülfe  von  (6),  wenn  man  r = 1 setzt, 

1 jT_ZL(.i  - 1 V = +V  - D’ 

(»  — ^ (w  + ä)!  dz’*-*  '* 

welches  der  Jacohische  Satz  ist. 

Berlin,  den  22.  Februar  1900. 
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über  den  Konvergenzbereich  der  Bernonllischen  Reihe. 

Von  G.  Mittag-Lefflkr  in  Stockholm. 

Schon  ira  Jahre  1694^),  also  mehr  als  zwanzig  Jahre,  ehe  Brook 
Taylor*)  die  nach  ihm  benannte  Reihe  veröffentlichte,  hat  Joh.  Ber- 
noulli  die  folgende  Formel  angegeben: 

f{u)  - f(0)  =/•'(«)  • « - 

Ein  berühmter  Satz  von  Cauchy^)  erlaubt  uns,  den  Konvergenz- 
bereich der  Taylorschen  Reihe  festzustellen.  Es  liegt  daher  nalie,  sich 
die  folgende  Frage  vorzulegen.  Giebt  es  einen  Konvergenzbereich  der 
Bernoullischen  Reihe,  d.  h.  einen  Bereich  E von  der  Art,  dass  die 
Reihe  für  jeden  im  Innern  von  E gelegenen  Bereich  gleichmäfsig  kon- 
vergiert, dagegen  für  jeden  aufserhalb  E liegenden  Punkt  divergiert? 
Was  ist  in  diesem  Fall  der  Bereich  JS"? 

Die  Aufgabe  ist  ganz  elementar  und  läfst  sich  ohne  Schwierigkeit 
losen.  Dennoch  hat  sie  ein  gewisses  Interesse  wegen  ihrer  Beziehung 
zu  den  Lehrsätzen,  die  ich  kürzlich  bewiesen  habe  in  meinen  Arbeiten: 
„Sur  la  representation  analytique  d’une  brauche  uniforme  d’une  fonc- 
tion  monogene“.*) 

Ich  wiU  zunächst  die  Bernoullische  Reihe  in  einer  etwas  anderen 
Form  schreiben,  die  ihre  Beziehung  zur  Taylorschen  Reihe  in  das 
rechte  Licht  setzt. 

Schreibt  man 

/"W  = F(z  + ti), 

1)  Acta  Erud.  1G94  p.  438  (=  Opera  T.  I p.  126). 

2)  Methodus  incrementorum  directa  et  inversa  (Londini  1715).  Wegen  der 
Beziehung  zwischen  den  Reihen  von  Taylor  und  Bernoulli  vergleiche  die 
Arbeit  von  Alfred  Pringsheim:  Zur  Geschichte  des  Taylorscheu  Lehrsätze.«». 
Bibi.  math.  Dritte  Folge  1,  p.  433  etc. 

3)  Cauchy:  Cours  d’analyse  de  l’ecole  royale  polytechnique.  Prem,  partie. 
Anal.  Algebr.  Paris  1821  Chap.  9 § 2 Thdor.  1.  p.  286. 

4)  Acta  math.  28,  43—62;  24,  183-204,  205—244. 

Archiv  der  Mathematik  und  Physik.  III.  Reihe.  II.  4 
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SO  hat  man 

+ u)  - F{z)  = F'{z  + «)«  - + 

oder,  indem  man  z u = x setzt: 

F(x)  - F{z)  = F'{x)(x  -z)-  F''(x)'-^’  + 

Mithin 

F{z)  - F{x)  - K{x)(z  -x)  + F-’ix) + F'"{x) 


was  nichts  Anderes  ist  als  die  Taylorsche  Reihe. 

Man  kann  sagen,  dafs  diese  Reihe  die  Taylorsche  Reihe  ist.  wenn 
X als  konstant  und  z als  veränderlich  betrachtet  wird,  dafs  sie  dagegen 
die  Bernoullische  Reihe  darstellt,  wenn  z als  konstant  und  x als 
veränderlich  betrachtet  wird. 

Wenn  man  x als  konstant  ansieht  und  z als  veränderlich,  so  ver- 
langt die  Konvergenz  der  Reihe,  dafs  die  Konstanten  F{x),  F'{x\ 
F”{x)j  . . . der  Bedingung  von  Cauchy  unterworfen  sind,  nämlich  dafs 

I y ^ I 

die  obere  Grenze  der  Grenzwerte  von  j Vf  F^^^(x)  I endlich  sei.\)  Be 

zeichnet  man  diese  obere  Grenze  mit  so  ist  bekanntlich  der  Kon- 

vergenzbereich  der  Reihe  der  Kreis  mit  dem  Mittelpunkt  z — x und 
dem  Radius 

Meine  Aufgabe  ist  es  nun,  die  Konvergenz  der  Reihe  zu  unter- 
suchen unter  der  Voraussetzung,  dafs  z konstant  ist,  während  x sich 
verändert.  Ich  nehme  an,  dafs  die  Konstanten  F{z\  F'{z)^  F”{z)^  ... 
der  Bedingung  von  Cauchy  imterworfen  sind,  und  konstruiere  den 
Hauptsteru  A mit  dem  Mittelpunkt  z^  der  zu  diesen  Konstanten*)  ge- 
hört. Ferner  schreibe  ich  die  Bernoullische  Reihe  in  der  folgenden 
Form: 

F{z  X — z — {x  — zV)  = F{z  + X — z) 


F'(z+x-z)^ff^+  F"(.-+ 


]-F'"(z+x—z) 


(- 


-(ar-r.)’ 

-15--+' 


Indem  man  sich  auf  dieselben  Erwägungen  stützt,  die  ich  Acta  Math. 
24  p.  191  — 192  gemacht  habe,  sieht  man  leicht,  dafs  diese  Reihe  den- 
selben Konveigenzstem  besitzt  wie  die  Reihe: 

F{z  -f  2{x  - z))  = F{z  + X — z)  + 

F'{z  + (x-z))^+  F'\zJrx-z)''^^^+  F"\z  + r- 


1)  Sur  la  representation  etc.  Prem.  Note  p.  43,  Acta  Math.  23. 

2)  Sur  la  repn*sentation  etc.  Prem.  Note  p.  48,  Acta  Math.  23.  Sur  la  re- 
prescntation  etc.  Secomle  Note  p.  200,  Acta  Math.  24. 
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Diesen  Stern  erhält  man  auf  die  folgende  Weise.  Man  denke  sich 
einen  Vektor  l der  von  dem  Punkt  z ausgeht.  Beschränkt  man  nun 
den  Vektor  auf  eine  Länge  r und  versteht  unter  r eine  hinreichend 
kleine  positive  Zahl,  so  kann  man  erreichen,  dass  ein  Kreis  vom 
Radius  r,  der  von  dem  Endpunkt  des  so  beschränkten  Vektors  als 
Mittelpunkt  beschrieben  wird,  zu  dem  Gebiet  Ä gehört.  Es  sei  q die 
obere  Grenze  von  r.  Läfst  man  nun  den  Vektor  l eine  ganze  Um- 
drehung um  den  Punkt  z machen  und  giebt  ihm  in  jeder  Stellung  die 
Länge  p,  die  dieser  Stellung  entspricht,  so  erhält  man  einen  Stern 
welcher  der  Konvergenzstem  der  Bemoullischen  Reihe  ist. 

Man  setze  zum  Beispiel 

F(x)  = log(l  -f  a:);  z = 0. 

Die  Taylorsche  Entwickelung  giebt 

« = 0 

Der  Konvergenzkreis  hat  den  Mittelpunkt  x = 0 und  geht  durch  den 
singulären  Pimkt  x = — 1. 

Die  Bernoullische  Entwickelung  giebt 

= (\ 


Der  Konvergenzstern  jE,  der  ebenfalls  den  Punkt  a:  = 0 zum  Zentrum 
hat,  besteht  aus  dem  Teil  der  Ebene  x zur  Rechten  der  geraden  Linie, 
die  auf  der  reellen  Achse  senkrecht  steht  und  durch  den  Punkt  x = — ^ 
läuft. 

Man  setze  zweitens 

F{x)  = (!-}-  a:)“;  z =*  0. 

Die  Taylorsche  Entwickelung  giebt 
(1  + x)«  = 1 + ^ 

r = 1 * — 


mit  demselben  Konvergenzkreis  wie  im  vorhergehenden  Fall. 
Die  Bernoullische  Entwickelung  giebt: 


(1  +xy  = 1-^"^ — ^(1  +a:)“-*'(-a:)''. 


Folglich: 

I-  = 1 


!)...(«  — (»  — 1))  / — g y 

\1  -f  X/ 

4* 
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oder,  indem  man  das  Vorzeichen  von  a in  das  entgegengesetzte  ver- 
wandelt, 

(1  + ^ 1 + 2" 

r = 1 — 

Der  Konvergenzstem  ist  derselbe  wie  in  dem  Falle  von 

Fix)  = log(l  + x). 

Wir  haben  gesehen,  dafs  die  Reihe: 

Fiz  -f  2(x  — z))  — F{z  -1-  a:  — -f-  F'{z  x — z)(  x — z)  -{■ 

F"(!  + + F’"{z  + a:  + ■ • • 


denselben  Konvergenzstem  E besitzt  wie  die  Bern ou  11  i sehe  Reihe. 
Setzt  man  ^ {x  — z)  an  Stelle  von  x — Zj  so  erhält  man 


F(x)  = 


Indem  man  wieder  z als  konstant  und  x als  veränderlich  anninimt, 
erhält  man  offenbar  den  Konvergenzstem  6 dieser  neuen  Reihe  aus 
dem  Konvergenzstem  E der  B e rn ou  11  i sehen  Reihe,  wenn  man  dem 
Vektor  l in  jeder  Lage  die  Länge  2q  statt  q giebt. 

Es  verdient  hervorgehoben  zu  werden,  dafs  dieser  Stern  €,  wie 
Herr  Phragmen‘)  vor  kurzem  gezeigt  hat,  zugleich  der  Konvergenz* 
steril  des  Ausdrucks  von  Laplace*)  ist: 


F(x)  = 


\v  lv_ 


der  in  den  letzten  Jahren  der  Gegenstand  so  mannigfaltiger  Unter- 
suchungen zuerst  von  Herrn  Poincare*)  und  dann  von  Herrn  BoreP) 
gewesen  ist. 


1)  Comptes  Rendus.  Paris.  Tome  132  p.  1396 — 1399. 

2)  Oeuvres.  T.  VII  p.  121  etc. 

3)  „Sur  les  dquations  lineaires  aux  differentielles  ordinaires  et  aux  cHffe- 
rencos  finies.“  Amor.  Journal  of  Math.  7. 

„Sur  les  integrales  irrdgulidres  des  dquations  lindaires.“  Acta  Math.  8. 

4)  „Fondements  de  la  thdorie  des  sdries  divergentes  sommables.“  Journal 
de  Math,  (ö)  2.  — „Sur  les  sdries  de  Taylor  admettant  leur  cercle  de  con- 
vergence  comme  coupure.“  Journal  de  Math,  (ö)  2.  — „Mdmoire  sur  les  sdries 
divergente.s.“  Annales  de  Pflcole  Normale  (3)  10.  — „Lev'ons  sur  les  sdries 
divergentes.“  Paris  1901. 
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Man  kann  die  Bernoulli-Taylorsche  Reihe  in  der  Form  eines 
Grenzausdrucks  schreiben: 


F{z)  — F(x)  — lim 


n = 00 


{z  - xr 
\L 


Wir  haben  gesehen,  dafs,  wenn  man  eine  der  beiden  Gröfsen  x,z  als 
konstant,  die  andere  als  veränderlich  betrachtet,  sich  immer  ein  Kon- 
vergenzstern ergiebt,  dafs  aber  dieser  Stern  in  den  beiden  Fällen  sehr 
verschieden  ist. 

Dasselbe  gilt  von  andern  die  Bernoulli-Taylorsche  Reihe  als 
speziellen  Fall  umfassenden  Grenzausdrücken,  die  ich  in  früheren  Ar- 
beiten gegeben  habe.  Aber  ich  habe  noch  andere  Grenzausdrücke 

J-W  - F(x)  = lim  S>|x) 


gebildet  von  noch  allgemeinerer  Art  und  gültig  in  einem  Stern,  den 
ich  mit  dem  Buchstaben  A^)  bezeichnet  habe.  Wenn  man  in  diesen 
Ausdrücken  die  Grölse  x als  konstant  ansieht,  so  gilt  der  Ausdnick  in 
dem  Steni  A mit  dem  Zentrum  x.  Wenn  man  dagegen  z als  konstant 
ansieht,  so  gilt  der  Ausdruck  in  dem  Stern  A mit  dem  Zentrum  z. 

Der  Beweis,  den  Bernoulli  für  seine  Entwickelung  giebt  und  der 
auch  für  die  Taylorsche  Entwickelung  gilt,  ist  höchst  einfach  und 
uatürlich. 

Er  schreibt  die  Identität  hin: 


F\x)  = F\x)  + F\x){x  -z)-  F\x){x  - z)  ^ 

und  folgert,  indem  er  nach  x integriert: 

F{x)  - F{z)  = 

+ ••• 

Um  dieser  Beweisführung  die  nötige  Strenge  zu  geben,  genügt  cs,  ein 
Restglied  einzuführen,  indem  man  setzt: 

F{x,z)  = F{z) 


1)  Ich  hatte  in  jeder  meiner  drei  ersten  Noten  in  den  Acta  Math,  einen 
andern  Grenzauedmek  gegeben. 
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Man  erhält  alsdann  durch  Differentiation  nach  x 


F'{x,z)  = - F("  + ')(i:) 

und,  da  F{ZjZ)  = 0 ist, 

F{x,ii)  = + &{x  - ä));  0 < S < l.'l 

Stockholm,  den  22.  März  1901. 

1)  Vergl.  z.  B.  Todhunter:  A Treatise  on  the  differential  calculus.  Cambridge 
and  London  1864.  § 109. 
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Sur  les  termes  compl^mentaires  de  la  sörie  de  Taylor 
dns  ö,  Cauchy  et  ä Lagrange; 

Par  M.  E.  Phragmen  a Stockholm. 


Dans  ime  note  interessante  puhliee  dans  ce  meme  Recueil, 
M.  Mittag-Leffler,  en  parhant  de  la  serie  dite  de  Bernoiilli,  fait 
observer  que  c’est  l’analyse  meme  de  Bernoulli  qui  se  retrouve  dans 
la  demonstration  moderne  la  plus  simple  de  la  form  ule  de  Taylor. 

Le  terme  complementaire  qu’on  obtient  le  plus  aistuuent  de  cette 
maniere  est  celui  qu’on  doit  a Cauchy. 

A ce  sujet,  il  y a lieu  de  faire  la  remarque  bien  simple  qui  suit, 
et  qui  met  en  pleine  lumiere  la  superiorite  que  possede  cette  expression 
de  Cauchy  sur  celle  de  Lagrange.^) 

Le  terme  complementaire  de  Cauchy  determine  tonjours  le  mtii 
nnjon  de  convergence  de  la  serk  de  Taylor,  tandis  que  celui  de 
Lagrange,  comme  il  est  bien  connu,  donne  souvent  im  rayon  de 
convergence  trop  petit. 

En  effet,  supposons  que  la  serie  de  Taylor 

F{z)  = F{x)  + F'  {x)  {z-x)  + . 


converge  pour 


S — x\<Q 


et  choisissons  arbitrairement  une  quantite  r positive  et  inferieure  ä p. 
Je  dis  que  le  terme  complementaire  de  Cauchy  tend  uniformement 
Vers  zero  pour 

\z  — x\^r. 

En  effet,  nous  pouvons  ecrire  le  terme  complementaire  de  Cauchy 


/I  n 1 (X-\-S{Z  — x))  , s , 

M (1  - O)"-*  - ‘J-  {!  - x)‘ 


(0  < ö < 1). 


1)  Man  vergleiche  hierzu  auch  die  Abhandlung  von  A.  Pringßheim:  „über 
<lie  notwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  des  Tay  1 ersehen  Lehrsatzes  für 
Funktionen  einer  reellen  Variablen“  in  Math.  Ann.  42,  153,  1893.  Red. 
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Puisqiie  la  serie  de  Taylor  converge  poiir  \ z — x \ q,  on  aura 
sürement,  en  choisissant  pj  de  maniere  que 

F^*\x) 


vl 


qI<M 


(»  = o,  1, 


M etant  uue  certaine  quantite  finie.  On  en  conclut  aussitöt 


I \ < 


et  de  meme 


n! 


< 


Mq, 


("  1.  2,  S,  ..) 


(Pl  - |z  — xl)"+* 

(c’est  le  raisonnement  bien  connu  de  la  theorie  des  fondiotu^  majorantfs). 
On  a,  par  consequent, 

| n(l  — 0)'*  ^ ~ I 


M / 1 — 0 x»  — 1 


Or  cela  est,  pour  \z  — x\^r,  inferieur  a 


t 


expression  dont  la  limite,  pour  n infini,  est  zero. 

C’est  im  raisonnement  qii’on  est  accoutuuie  a einployer  dans  plusieurs 
cas  particuliers;  toutefois  il  semble  qu’on  n’ait  pas  remarque  jusqu’ici 
(jue  le  meine  raisonnement  s’applique  au  cas  general. 

On  peilt  etudier  de  la  meine  maniere  l’expression  du  tenne 
complementaire  due  ä Lagrange.  On  arrive  ainsi  au  resultat  suivant 
qui  merite  d’etre  enonce: 

Si  la  Serie  de  Taylor 

F{z)  = F{x)  + F'{x)  {z-x)  + (r  - i)»  + . . . 


converge  pour  |r  — xj  < p,  le  ferme  complementaire  de  Lagrange 


-\-0{z  — x)) 


u : 


{z  - x)" 


(0<9<1) 


tend  vers  zero  du  moins  pour 
Stockholm,  22  niars  1001. 
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Die  Bedentnng  des  D’Alembertschen  Prinzipes  für  starre 
Systeme  und  Gelenkmechanismen. 

Von  Karl  Heun  in  Berlin. 

Die  nachfolgenden  Betrachtungen  über  das  D’Alembertsche  Prinzip 
beschränken  sich  auf  Systeme,  denen  eine  endliche  Anzahl  von  Freiheits- 
graden zukommt.  Deshalb  konnten  auch  die  „Bedingungsgleichungen", 
welche  die  kinetischen  Differentialgleichungen  ergänzen,  prinzipiell 
ausgeschlossen  werden.  Der  Auffassung  Cliffords  („Elements  of' 
Dynamic")  entsprechend,  sind  nämlich  die  volhtändiffen  Geschivindiff- 
keitssystmie  an  die  Spitze  der  Entwickelungen  gestellt,  wodurch 
zugleich  die  Bedeutimg  des  Lagrangeschen  Systems  der  Kinetik  be- 
sonders klar  hervortritt. 

Freilich  hat  der  Verfasser  der  „Mecanique  analytique"  gerade 
diese  Bedingungsgleichungen  in  den  allgemeinen  Entwickelungen 
systematisch  eingeführt,  aber  aus  den  Zusätzen  zur  zweiten  Ausgabe 
seines  Werkes  geht  deutlich  hervor,  dafs  er  in  seiner  Ideenentwickelung 
über  diese  formale  Darstellungsweise  hinausgegangen  ist  und  in  der 
analytischen  Formulierung  der  Gcschiviruligheitssystewc  die  wesentliche 
Aufgabe  der  Mechanik  gebundener  Systeme  erkannt  hat. 

Erst  durch  die  thatsäcbliclie  Ausführung  dieses  kinematischen 
Dnmdgedankeiis  erhielt  das  D’ Alembertsche  Prinzip  in  Verbindung 
mit  dem  Prinzip  der  virtuellen  Arbeiten  eine  weitreichende  Leistungs- 
fähigkeit, während  es  ohne  denselben  ein  Schematismus  geblieben  wäre, 
der  als  solcher  nur  in  denjenigen  Fällen  ausgereicht  hätte,  wo  die 
Systemverbindung  unmittelbar  klar  vor  Augen  lag,  also  das  Ge- 
.schwindigkeitssystcm  von  vornherein  bekannt  war. 

Für  die  gebundenen  Systeme  ist  übrigens  die  Aufgabe  der  Mechanik 
mit  der  Aufstellung  der  expliziten  Bewegiingsgleichungen  keineswegs 
erledigt  — es  bleiben  noch  die  Bestimmungen  der  Reaktionen  in  be- 
liebigen Querschnitten  der  Teilsysteme,  in  den  Gelenken  und  den 
stützenden  Lagern  als  eine  nicht  minder  wichtige  Problemgruppe 
(Kinetostatik)  zu  behandeln. 


I 


58  Kabi.  Heun  ; 

Diewe  zweite  Seite  des  D’Alembertschen  Prinzips  war  in  der  Tor- 
liegenden  Arbeit  um  so  mehr  hervorzuheben,  als  die  Darstellungen  der 
allgemeinen  Mechanik  dieselbe  meist  nur  oberflächlich  streifen.  Und  ' 
doch  ist  der  Techniker  oft  in  der  Lage,  auf  die  Spannungsgleichungen  , 
gröfseren  Wert  legen  zu  müssen  als  auf  die  genaue  Erforschung  der 
Bewegung  des  Systems. 

Zu  allen  Zeiten  haben  die  Amvenchmgsgehieff  auf  die  rationelle  ' 
Mechanik  einen  deutlich  erkennbaren  Einflufs  ausgeübt.  Zuerst  war 
es  die  Astronomie,  welche  besonders  die  Kinetik  des  freien  Punktsystems 
in  der  erfolgreichsten  Weise  gefördert  hat,  dann  die  Physik,  die  schon 
soweit  und  in  so  eigenartigem  Sinne  auf  die  Kinetik  der  veränderlichen 
Systeme  eingewirkt  hat,  dafs  man  recht  wohl  von  einer  „physikalischen 
Mechanik“  reden  kann  — imd  in  der  neuesten  Zeit  sind  es  mannig- 
fache interessante  Probleme  der  theoretischen  Maschinenlehre,  die  un- 
verkennbar zu  einer  tiefer  gehenden  Bearbeitung  des  D’Alembertschen 
Prinzips  als  der  natürlichen  Grundlage  der  Kinetostatik  auffordem. 

ln  der  nachfolgenden  Darstellung  des  D’Alerabertschen  Prinzipes 
und  seiner  Folgerungen  haben  wir  ohne  Ausnahme  die  gerichteten 
kinematischen  und  dynamischen  Grölsen  als  Vektoren  aufgefafst  und  dem- 
entsprechend auch  für  die  Rechnung  die  Algorithmen  des  ,.inneren“  imd 
des  „äufseren“  Produktes  zweier  Vektoren  benutzt.  Diese  Operationen 
haben  sich  schon  so  weit  eingebürgert,  dafs  wir  hier  nur  die  Bezeich- 
nungsweise anzudeuteu  haben  imd  im  übrigen  auf  die  zahlreichen 
Schriften  (u.  a.  A.  Föppls  „Einführung  in  die  Maxwellsche  Theorie 
der  Elektrizität“)  über  Vektoranalysis  verweisen  können. 

Wir  bezeichnen  jeden  Vektor  durch  einen  über  den  betreffenden 
Buchstaben  gesetzten  Querstrich.  Danach  ist  das  „innere“  Produkt  de- 
finiert durch  die  Gleichung 

äh  = ab  cos  (h\ä\ 

Das  „äiifsere“  Produkt  ist  durch  einen  fortlaufenden  Querstrich  be- 
zeichnet, da  es  einen  neuen  Vektor  darstellt.  Setzen  wir 

ab  = c, 

so  ist  7 senkrecht  auf  ä und  h,  und  seine  Gröfse  ist  bestimmt  dnn?h 

c = ab  sin  (b  ä). 

Hieraus  folgt  auch,  dafs 

ba  — ab 

sein  inufs,  da  sin  (/>,(!)  = — sin  />)  ist. 
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Für  ternäre  Produkte  gelten  die  Helationeii 

Tihc  = c ab  hcä  (vgl.  Fopp  1.  Einführ.  S. 25) 
und 

a{hc)  = (äc)  • h — (ab)  • c (ib.  S.  27). 

Quaternäre  Produkte  treten  hier  nur  in  der  folgenden  Verbindung  auf: 

abcd  = {ac){b(l)  — (bc)(ä7l). 

Das  Reclinen  mit  diesen  einfachen  Hilfsmitteln  hat  vor  den  ge- 
wöhnlichen analytischen  Koordinatenmethoden  den  nicht  hoch  genug  zu 
schätzenden  Vorteil  eines  ununterbrochen  anschaulichen  Einblicks  in 
den  naturgemäfsen  Prozefs  der  Problemlösung,  indem  an  SteUo  des 
schematischen  Rechnens  mit  arithmetischen  Gröfsen  ein  vorwiegend 
konstruktives  Denken  tritt,  welches  den  unzersplitterten  geometrischen 
und  mechanischen  Grundbegriflfen  Schritt  tiir  Schritt  im  Raume 
folgt. 

A.  Fommlierungen  des  Prinzipes. 

1.  Die  Vorgeschichte  des  Frinzipes.  — Christian  Huygens  hat  in 
seinem  ^Horologium  osciUatorium"  (1673)  zum  erstenmal  mit  Erfolg 
ein  schwieriges  Problem  der  Mechanik  gebundener  Systeme  behandelt, 
indem  er  das  Oscülationszentrum  für  das  zusammengesetzte  Pendel  in 
eigenartiger  Weise  durch  Anwendung  des  Prinzipes  der  Erhaltung  der 
Energie  bestimmte.  Seine  indirekte  Lösungsmethode  dieses  wohl  zuerst 
vom  Pater  Mersenne  gestellten  Problems  sagte  dem  Geschmack  der 
Zei^enossen  nicht  zu  imd  veranlafste  einen  wissenschaftlichen  Streit, 
der  sich  bis  ins  18.  Jahrhundert  hineinzog.  ln  diesen  Zeitraum 
(1081 — 1703)  fällt  die  Vorgeschichte  des  D’Alembertschen  Prinzipes. 
Jacob  Bernoulli  schlug  zuerst  eine  direkte  Lösung  vor,  nachdem  er 
auf  den  glücklichen  Gedanken  gekommen  war,  den  Vektor  der  ein- 
geprägten Kraft  (Schwere)  für  jeden  materiellen  Punkt  des  Pendels  in 
zwei  Komponenten  zu  zerlegen,  von  denen  die  erste  die  effektive 
Massenbeschleunigung  hervorruft,  während  die  andere  die  Reaktion  in- 
folge der  Systemverbindung  darstellt.  Diese  letzteren  Vektoren  halten 
sich  in  ihrer  Gesamtheit  das  Gleicligewicht,  da  sie  den  thatsächlichen 
Bewegungszustand  des  Pendels  nicht  beeinflussen  können.  Aber  man 
erkannte  Ln  dieser  Periode  noch  nicht  die  grofse  Tragweite  dieser 
fimdamentalen  Überlegung,  glaubte  vielmehr  in  jedem  besonderen 
FaUe  eines  Systemproblems  eigenartige  Kunstgriffe  anwenden  zu 
müssen,  um  zu  den  Bewegungsgleichungen  zu  gelangen. 

Vielleicht  ist  es  als  ein  glücklicher  Umstand  für  die  Entwickelung 
der  Kinetik  anzusehen,  dafs  die  Systematisierung  derselben  nicht  so 
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früh  eintrat.  Jedenfalls  entging  man  den  Nachteilen,  welche  eine  vor- 
zeitige Auswahl  und  Festlegung  einer  allgemeinen  Methode  auf  die 
freie  Entfaltung  des  originellen  Denkens  und  auf  die  Bildung  einer 
lebendigen  Anschauung  der  Bewogungsvorgänge  im  konkreten  Falle 
nur  zu  oft  ausgeübt  hat. 

Newton  würdigt  in  seinen  „Prinzipien"  (1687)  die  Kinetik  ge- 
bundener Systeme,  deren  erste  Entwickelungsphase  ihm  doch  ans  dem 
Huygensschen  Werke  bekannt  war,  kaum  der  Beachtung.  Indem  er 
sich  auf  freie  Punktsysteme  beschränkt,  geht  er  dem  dynamischen  Be- 
griff der  Systemreaktion  prinzipiell  aus  dem  Wege.  Dagegen  hat  er 
die  Bedeutung  seiner  „lex  tertia"  für  die  Mechanik  der  Maschinen 
(cf.  Principia,  Leges  motus,  Scholium)  im  allgemeinen  richtig  erkannt. 
Da  er  jedoch  das  Bernoullische  Prinzip  der  Vektorzerlegung  für  ge- 
bundene Systeme  keineswegs  antizipiert  hat,  so  müssen  die  Versuche 
der  Engländer  (Thomson  u.  Tait,  Perry),  ihrem  grofsen  Landsmanne 
die  Entdeckung  des  D’AIembertschen  Prinzipes  zu  imputieren,  als 
gänzlich  verfehlt  erachtet  werden.  Man  sollte  überhaupt  bei  der  Be- 
urteilung der  Leistungen  Newtons  in  der  Mechanik  stets  im  Auge  be- 
halten, dafs  er  mit  der  formalen  Begründung  und  speziellen  Erforschung 
der  Bewegungsgesetze  freier  Punktsysteme  (Planeten problem)  gerade 
genug  zu  thun  hatte,  und  dafs  diejenigen  Aufgaben  der  physischen 
Astronomie,  welche  sich  auf  gebundene  Systeme  (Präzesaion  des 
Äquinoktien^  beziehen,  zu  ihrer  Bewältigung  Hilfsmittel  verlangten,  die 
ihm  durchaus  nicht  zu  Gebote  standen. 

2.  Die  allgemeine  Auffassung  des  Prinzipes  durch  D’Alemhert.  — 
Das  18.  Jahrhundert  bildet  einen  ganz  eigenartigen  Abschnitt  in  der 
Geschichte  des  intellektuellen  Fortschreitens  der  Kulturvölker.  Die 
naiven  grundlegenden  Ideen  lagen  hinter  ihm  — soweit  gefordert  luid 
verbreitet,  dafs  die  führenden  Geister  nun  die  Verj^flichtung  auf  sich 
nahmen,  diese  Ideen  von  dem  beschränkten  Boden  ihrer  Entstehung 
loszureifsen,  ihre  Tragweite  nach  allen  Richtungen  zu  erforschen,  sie 
zu  systematisieren  und  so  auf  den  vorhandenen  Fimdamenten  ein 
uns  — den  aus  ferner  Zeit  Zurückblickenden  — in  seinen  Anfängen 
bescheiden  erscheinendes  Gebäude  der  exakten  Wissenschaften  aufzufiihren. 
Aber  grofsartig  ist  diese  geistige  Architektur  des  18.  Jahrhunderts  dennoch! 

Die  Baumeister  sind  ihrer  hohen  Aufgabe  trefflich  gewachsen  — 
gründlich  ausgerüstet  durch  die  rasch  aufstrebende  Mathematik,  um- 
sichtig und  weitblickend  dank  der  zahlreichen  wichtigen  Entdeckungen 
in  Astronomie  imd  Physik  und  von  einer  Begeisterung  und  Liebe  för 
ihre  Sache  durchdrungen,  die  ihren  Leistungen  für  alle  Zeiten  das  Ge- 
präge einer  lebensvollen  Klassizität  aufgedrückt  hat. 
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Mitten  in  diesem  Jahrhundert  mutigen  Schaffens  steht  D’Alem- 
bert.  Als  Philosoph,  Mathematiker  und  Physiker  hat  er  mit  erstaun- 
licher Energie  die  Wissenschaft  durch  zahlreiche  Abhandlungen 
bereichert  — aber  seine  bedeutendsten  Leistungen  liegen  auf  dem 
speziellen  Gebiete  der  Mechanik.  In  dem  „Tr alte  de  Dynamique^' 
(1743)  hat  er  die  Grundlagen  der  Kinetik  gebundener  Systeme  gelegt 
und  damit  die  Ideenentwickelung,  die  von  Galilei  so  erfolgreich  ein- 
geleitet war,  zu  einem  bestimmten  systematischen  Abschlufs  gebracht. 
Die  unbeschränkte  Giltigkeit  des  Bernoullischen  Gedankens  der  dy- 
namischen Vektorzerlegung  für  unfreie  Systeme  war  nun  erkannt  und 
wurde  in  der  Fonn  eines  spezifisch  kinetischen  Prinzipes  der  all- 
gemeinen Bewegungslehre  als  unfehlbares  Werkzeug  zu  Grunde  gelegt. 
Dieses  prinzipielle  liezept  lautet  in  D’Aleraberts‘)  Fassung  (Dyna- 
mik S.  58): 

„Man  zerlege  die  jedem  Körjxir  (Massenpunkte)  eingeprägten  Be- 
tcegtmgen  (Impulse)  a,  b,  c eie.  in  je  zwei  andere  a,  a;  />,  j);  c,  y etc. 
derart,  dafs  die  Körper,  nenn  man  denselben  nur  die  Bewegungen 
a,  h,  c etc.  eingeprägt  hätte,  die^e  Bewegungen,  ohne  sich  gegenseitig  zu 
hindern,  hätten  bewahren  können;  und  dafs,  ivenn  man  denselben  nur 
die  Bewegungen  a,  ß,  y etc.  eingeprägt  hätte,  da.s  System  in  Buhe  ge- 
blief/en  würc.^^ 

Wirkt  also  auf  den  Massenpunkt  tn  des  Systems  ein  äufserer  Im- 
puls h,  welcher  von  der  Ruhe  aus  die  Bewegungsgröfse  7nv  hervor- 
bringt, so  entsteht  infolge  der  Systemverbindungen  die  Reaktion  r. 
Es  ist  demnach 

(1)  h = mv  -f  ¥ • 

für  jeden  Massenpunkt  des  Systems,  und  die  Reaktionsimpul.se  /,  r"  etc. 
halten  sich  in  ihrer  Gesamtheit  das  Gleichgewicht.  Besitzt  das  System 

vor  dem  Auftreten  der  Impulse  h bereits  Geschwindigkeiten,  die  durch 
das  Symbol  bezeichnet  sind,  dann  ist 

(2)  h = m (v  — V o)  -f  r 

für  jeden  einzelnen  materiellen  Punkt,  und  die  Resultante  aller  Reaktionen 
r ist  nach  wie  vor  gleich  Null.  Die  letzte  Gleichung  vermittelt  den 
Übergang  von  der  Kinetik  der  Impulse  zur  Kinetik  der  stetig  wirken- 
den Kräfte.  Für  das  Zeitelement  dt  mufs  der  Impuls  h von  derselben 
üröfsenordnung  unendlich  klein  sein,  also  gleich  dh.  Dementsprechend 

1)  Weg^’n  der  bt*«iuemen  Zugänglichkeit  zitieren  wir  nuch  der  deutschen 
Ausgabe  von  Arthur  Korn  in  Ostwalds  Klassikersatnmlung.  Leipzig  18‘jy. 
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ist  auch  r durch  dr  zu  ersetzen.  Der  zugehörige  Geschwindigkeits- 
zuwachs V — Vq  wird  gleich  dvy  und  wir  erhalten  die  Relation 


Wir  setzen  ferner 


dh  ==  mdv  -f  dr. 
dh  = kdt,  dr  = sdt, 


beziehen  also  die  stetig  wirkenden  Kräfte  k und  s auf  die  Zeiteinheit 
und  gewinnen  so  die  Grundgleichung  für  die  dynamische  Dauerwirkung 
in  der  Form 


7 dv  . - 

* - ”‘Tt  + 


In  Bezug  auf  das  vollständige  System  halten  sich  die  Reaktionen  wieder 
das  Gleichgewicht.  D’Alembert  hat  diesen  Übergang  für  ganz  selbst- 
verständlich gehalten  und  hebt  ihn  deshalb  gar  nicht  besonders  hervor. 
Man  darf  ihm  daraus  auch  keinen  V'^orwurf  machen;  denn  die  prinzipielle 
Vorausstellung  der  Impulsauffassung  ist  jetzt  wieder  ganz  modern  ge- 
worden und  hat  auch  den  allgemein  anerkaimten  Vorzug  gröfserer 
Anschaulichkeit  als  die  unmittelbare  Betrachtung  der  stetigen  Bewegimg. 

Unserer  Schreibweise  der  Gleichungen  (1)  und  (3)  liegt  otfenbar 
der  Satz  vom  Parallelogramm  der  Impulse  und  Kräfte  zu  Grunde. 
D’Alembert  benutzt  als  statische  Prinzipien  aufserdem  den  Satz  des 
Hebels  und  andeutungsweise  das  Prinzip  der  virtuellen  Geschwindig- 
keiten in  einer  Fassung,  welche  deutlich  erkennen  läfst,  dafs  er  die 
Tragweite  der  letzteren  nicht  einmal  in  dem  Umfange  erfafst  hat,  wie 
Jacob  Bernoulli  (1717).  Seine  zahlreichen  Beispiele  haben  aus 
diesem  Grunde  einen  etwas  einförmig  elementaren  Charakter,  wenn 
auch  ihre  Bedeutung  für  die  damaligen  Zeitverhältnisse  nicht  unter- 
schätzt werden  darf.  Der  interessanteste  Teil  des  Traite,  nämlich  die 
mathematische  Behandlung  der  Stofsgesetze,  mufs  von  der  gegenwärtigen 
Betrachtung  ausgeschlossen  werden,  da  die  vollständige  Durchführung 
derselben  physiktdische  Hypothesen  verlangt. 

3.  Die  allgemehie,  formale  Elimination  der  liealctioncn  durch 
Lagranye.  — D’Alembert  sagt  in  seinem  Traite  (S.  57): 

„Ich  werde  mich  hier  begnügen,  die  Beivegmig  der  Kotier  zu 
handeln,  welche  auf  einander  in  beliebiger  Weise  stofsen,  oder  solcher, 
ivelche  auf  einander  durch  Fäden  oder  unbiegsame  Stäbe  Züge  ausiUft'm 
Ich  werde  mich  um  so  lieber  an  diesen  Gegenstand  halten,  als  uns  bisher 
die  gröfsten  Geometer  nur  eine  sehr  kleine  Zahl  von  Eroblancn  dieser 
Art  gegeben  haben  und  ich,  tvie  ich  hoffe,  durch  die.  allgemehie  Methode, 
welche  ich  darlcgen  werde,  alle,  die  mit  der  Rechenkunst  mul  mit  den 
Prinzipien  der  Mechanik  vertraut  sind,  in  den  Stand  setze,  die  schirierig- 
sten  Probleme  dieser  Art  zu  lösen.“ 
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Dieser  kühne  Ausspruch  kann  gar  leicht  Aulais  7ai  Mi fs Verständ- 
nissen in  Betreff  der  Leistungsfähigkeit  der  D’Alembertschen  Me- 
thode geben.  Bei  allen  einfacheren,  d.  h.  leicht  übersehbaren  Systcni- 
verbindungen  konnte  er  selbstverständlich  die  Reaktionen  r oder  ^ eli- 
minieren — da  in  diesen  Fällen  die  elementarsten  statischen  Prinzipien 
ausreichten  — und  gelangte  auf  diesem  Wege  zu  den  kinetischen 
Differentialgleichungen.  Hätte  er  aber  nur  statt  der  diskreten  Massen- 
punkte (corps)  bei  seinen  Faden-  und  Stabverbindungen  starre  Systeme 
von  endlichen  Dimensionen  betrachtet,  so  wären  ihm  die  Grenzen  der 
Leistungsfähigkeit  der  ihm  zu  Gebote  stehenden  statischen  Hilfsmittel 
nur  zu  bald  zur  Erkenntnis  gekommen.  Aber  den  wichtigsten  prinzi- 
piellen Schritt  zur  Begründung  der  Kinetik  gebundener  Systeme  hat 
er  doch  getlian.  Gerade  weil  er  die  Aufstellung  der  Bcwegungs- 
gleichungen  solcher  Systeme  auf  ein  rein  statisches  Problem  allgemein 
zurückgeführt  hatte,  so  setzte  er  damit  der  Mechanik  seiner  Zeit 
ein  ganz  bestimmtes  Ziel,  dessen  Tragweite  er  selbst  nicht  gekannt 
hat,  nämlich  die  systematische  Ausbildmiy  der  Statik  gebimdener 
Systeme,  die  von  seinem  jüngeren  Zeitgenossen  Lagrange  mit  wahr- 
haft erstaunlichem  Erfolge  betrieben  wurde. 

Auf  der  Idee  Johann  Bernoullis  weiterbauend,  hat  Lagrange 
das  „Prinzip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten^^  als  die  allgemeinste  formale 
Grundlage  der  Statik  aller  materiellen  Systeme  geschaffen.  Die  Aus- 
arbeitung dieses  fundamentalen  Prinzips  in  Rücksicht  auf  starre 
Systeme,  Gelenksysteme  aus  starren  Gliedern,  Fadensysteme,  feste, 
elastische  und  flüssige  Kontinua  hat  diesen  genialsten  Förderer  der 
Mechanik  von  seinem  24.  Lebensjahre  bis  zu  seinem  Ende  (1813)  be- 
schäftigt. ln  seinen  gesamten  Werken  nehmen  diese  Leistungen  freilich 
einen  verhältnismäl'sig  kleinen  Raum  ein,  aber  sie  leuchten  wie  ein  be- 
sonders kostbarer  Edelstein  aus  dem  reichen  Schatze  seiner  Schöpfungen 
hervor.  Die  „Mecanique  analytique^'  (1788)  wurde  das  , scientific  poem^‘ 
flir  Hamilton  und  wird  es  bleiben,  so  lange  man  die  Mechanik 
nach  Leonardo  da  Vinci  als  das  „Paradies  der  Mathematik“  be- 
trachtet. 

Der  Kernpunkt  in  dem  Lagrangeschen  System  der  Mechanik  ist 
die  scharfe  und  zielbewufste  Auffassung  des  Begriffs  der  mäglichen 
Geschwindigkeit  (oder  des  hiermit  gleichbedeutenden  virtuellen  Be- 
wegungselementes) eines  beliebigen  Massenelementes  eines  wohldefinierten 
materiellen  Systems.  Soweit  es  gelungen  ist,  solche  möglichen  Ge- 
schwindigkeitssysteme zur  mathematischen  Formulierung  zu  bringen, 
soweit  hat  die  Mechanik  positive  Resultate  erzielt  — darüber  hinaus 
liegt  alles  im  Dunkeln.  Kennt  man  den  eindeutigen,  vollständigen 
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Ausdruck  für  das  virtuelle  Bewegungselement  dx  eines  System  punkte? 
mit  der  Masse  m,  dessen  Ort  im  Raume  durch  den  Vektor  ür  besinimt  ist, 
so  besteht  für  das  Gleichgewicht  eines  Impuls-  oder  Kräftesystems  h, 
resj).  k nach  dem  Prinzip  der  virtuellen  Verschiebungen  die  Gleichung^j 

uTiydXt  — 0 oder  Zk\öXt  — 0, 

wobei  sich  die  Summationen  über  das  ganze  System  erstrecken.  Nach 
Ausführung  der  , ^inneren“  Vektorprodukte  zerfällt  jede  dieser  Gleichungen 
in  ein  System  von  ebenso  vielen  unabhängigen  statischen  Relationen,  als 
in  den  Öx  von  einander  unabhängige  Parameter  resp.  Systemkoordinaten 
Vorkommen;  denn  wir  haben  im  Sinne  Lagranges  vorausgesetzt,  dals 
Ö X eindeutig  mathematisch  formuliert  ist. 

Ist  die  Anzahl  dieser  Parameter,  für  das  ganze  System  genommen, 
eine  utiendliche,  so  wird  die  virtuelle  Arbeit  nur  für  ein  wohl- 
definiertes  JRaumelemcnt  des  Systems  explizit  ausgeführt,  und  man 
erhält  im  allgemeinen  partielle  Differentialgleichungen  als  Bedingungs- 
gleichungeu  des  Gleichgewichts  für  ein  Kräftesystem,  welches  zu  jedem 
Raumelement  festgelogt  sein  muss.  Die  inneren  Spannungen  fallen  aus 
den  kinetischen  Gleichungen  jetzt  nicht  mehr  heraus. 

Lagrange  hat  allerdings  in  seinen  statischen  Entwicklungeu 
nicht  immer  den  voUständiym  Ausdruck  für  Öx  im  Auge  gehabt, 
sondern  gerade  in  seinen  allgemeineren  Ansätzen  mit  besonderer  Vor- 
liebe vielfach  Bidingungsykichunyen  benutzt.  Hier  soll  aber,  wie 
schon  bemerkt,  von  allen  holonomen  Bedingungen  ausdrücklich  abgesehen 
werden,  während  nicht  holonome  Einschränkungen  der  Bewegungen  — 
ungeachtet  ihrer  grofsen  Bedeutung  für  die  Kinetik  realer  Bewegungs- 
vorgänge— von  der  gegenwärtigen  Betrachtung  des  D’Alembertschen 
Prinzi})es  ausgeschlossen  werden. 

Mit  Rücksicht  auf  diese  engere  Auffassung  nehmen  die  kinetischen 
Gleichungen  die  Form  an: 

2urdx  = 0 oder  = 0, 

wofür  man  wegen  der  Gleichungen  (1)  und  (3)  auch  schreiben  kann: 


(4) 

1 

Cr 

11 

(5) 

^ (*  - '"tt) 

Diese  Gleichungen  bilden  in  dem  Lagrangescheu  System  die  Grund- 
lagen der  Kinetik  der  Impulswirkungen  und  der  stetigen  Kraftwirkung. 
Die  spezitische  Leistung  Lagranges,  nämlich  die  Durcharbeitung  dieser 

1)  Der  Fall  der  Uugleiclmng  wird  hier  und  im  folgenden  aiisge.<chlos.<ien. 
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FundamentÄlgleicbungen  für  diejenigen  Problemgmppen,  welche  bier 
zunächst  berücksichtigt  werden  sollen,  findet  in  Abschnitt  C eingehendere 
Erörterung. 

4.  Das  D' Al  einher  t sehe  Prinzip  hei  Poisson.  — D’Alembert  so- 
wohl als  auch  Lagrange  hatten  als  nächstes  und  wichtigstes  Ziel  die 
Gewinnung  der  Differentiahßeiehungen  der  Bewegung  im  Auge,  während 
ihnen  die  Bestimmung  der  Reultionen  ein  Problem  von  unter- 
geordneter Bedeutung  war,  das  sie  zwar  nicht  in  allen  Fällen  ver- 
uachlässigten,  aber  doch  unter  allgemeinen  Gesichtspunkten  nicht 
weiter  verfolgten.  Die  immer  mannigfacher  werdenden  Anwendungen 
der  rationellen  Systemmechanik  mufste  jedoch  die  Mathematiker  im 
Laufe  der  Zeit  darauf  aufmerksam  machen,  dafs  auch  diese  anfangs 
vernachlässigte  Seite  des  D’Alembertschen  Prinzips  — die  Kine- 
tostatik  — für  die  Praxis  ebenso  wichtig  sei,  wie  die  Bewegungs- 
erscheinungen als  solche.  Nun  hatte  Lagrange  die  Anwendungen  der 
Mechanik  auf  astronomische  Probleme  ganz  besonders  bevorzugt, 
während  ihm  die  technischen  Anwendungen  fern  lagen,  wie  ja  auch 
seine  prinzipielle  Ignorierung  der  Flächenreibung  in  der  ^Mecanique 
amhjtique^^  zur  Genüge  zeigt. 

Poisson  hatte  gleichfalls  ein  grofses  Interesse  Tür  astronomische 
Probleme  (Störungstheorie,  Präzession  und  Nutation),  aber  er  betrachtete 
doch  die  Ausbildung  der  mechanischen  Physik  als  die  Hauptaufgabe 
seines  Lebens  und  war  dadurch  von  der  systematischen  Weiterbildung 
der  allgemeinen  rationellen  Mechanik  schon  frühzeitig  abgelenkt.  Da- 
neben hat  er  sich  mit  grofsem  Erfolge  auf  spezifisch  praktische  Probleme 
geworfen  und  in  dieser  Richtung  den  Grund  gelegt  für  die  y,Mccanique 
üpßiqucf^',  die  bald  in  Poncelet  ihren  eifrigsten  und  geschicktesten 
Vertreter  fand.  Auch  Poissons  schöner  Arbeit  über  die  Wirkung  des 
Schusses  einer  Kanone  auf  die  verschiedenen  Teile  ihrer  Lafette 
(J.  Polyt.  cah.  21)  wollen  wir  hier  gedenken,  um  anzudeuten,  wie 
seine  Tendenzen  — im  Vergleich  mit  den  Lag  ran  gesehen  — schon 
eine  merklich  andere  Richtung  genommen  hatten. 

In  Poissons  „Traite  de  Meeanique^^  (1^1 1)  finden  wir  daher  eine 
Auffassung  des  D’Alembertschen  Prinzipes,  welche  die  Bedeutung  der 
Reaktionen  (innere  Spannungen,  Auflagerdrücke  der  bewegten  System - 
teile)  scharf  hervorhebt  und  namentlich  bei  den  praktischen  Problemen 
den  wesentlichen  Einfluss  der  Beibungen  berücksichtigt. 

Die  zahlreichen  Lehrbücher  der  rationellen  Mechanik,  welche  auf 
Poissons  Traiie  folgten,  bieten  nichts  Bemerkenswertes  in  Bezug  auf  die 
Formulierung  des  D’Alembertschen  Prinzipes.  Selbst  das  vortrefiliche 
und  in  mancher  Richtung  aufserordentlich  gründliche  Lehrbuch  von 
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Routh  (Rigid  D}Tiamic8)  giebt  die  stereotype  Auffassung  wieder,  an 
welche  sich  eine  briefliche  A.uslassung  Airys  über  das  Prinzip  an- 
schlielst,  die  aber  sachlich  nichts  Erhebliches  enthält. 


B.  Die  kinematischen  und  dynamischen  Grundbegriffe. 

5.  Kinematische  Kombinationen  mit  effektiven  Elementen.  — Die 
Grundbegriffe  der  Kinematik  des  Punktes  sind:  der  ortsbestimmende  Vektor 
desselben,  welchen  wir  mit  x bezeichnen  wollen,  die  totale  Zeitderirierte 

dieses  Vektors  -^  = i;  = v,  welche  das  analytische  Mafs  der  Geschwin- 
digkeit darstellt,  und  die  totale  Zeitderivierte  des  Geschwindigkeitsvektors i. 
nämlich  — = ic  = welche  die  Beschleunigung  der  Punktbewegung 
genannt  wird.  Wir  bilden  nun  die  skalaren  Funktionen 

E = \xx  und  E=\xx. 


P nennen  wir  die  Polfunktion  oder  die  determinierende  Funktion 
des  Vektors  x.  E ist  die  Energiefunktion  (für  die  Masseneinheit)  oder 
die  determinierende  Funktion  des  Vektors  x.  Aus  den  drei  Grössen 
X,  X,  X bilden  wir  ferner  drei  „innere^^  und  drei  „äussere"  Produkte; 


dann  erkennt  man  unmittelbar,  dafs  xx  = 


dP 

dt^ 


XX  = 


dt^^ 


— 2£  und 


dE  . , 
XX  = wird. 


Das  äufsere  Produkt  xx  ist  ein  Vektor,  welcher  auf 


X und  X senkrecht  steht  und  die  Gröfse  xx  sin  (i^lx)  besitzt.  Man 
nennt  diesen  Vektor  in  der  Kinematik  des  Punktes  die  doppelte 
Sektorengeschwindigkeit  des  Vektors  x,  wir  ziehen  jedoch  hier  — mit 
Rücksicht  auf  seine  Verwendung  in  der  Mechanik  der  gebundenen 
Systeme  — den  Namen  „Moment  der  Geschwindigkeit"  vor  und  ^ 

zeichnen  denselben  mit  Me.  Dann  ist  selbstverständlich  xx  — —^' 


Die  dritte  Kombination  durch  äufsere  Produktbildung  ist  xx.  Dieser 
Vektor  steht  auf  der  Geschwindigkeit  und  der  Beschleunigung  gleich- 
zeitig senkrecht  und  hat  die  Gröfse  sin  (xji:).  Sein  skalarer  Wert 
ist  auch,  wie  man  ohne  weiteres  erkennt,  gleich  dem  Quotienten 
wenn  der  Hauptkrümmungsradius  in  dem  betreffenden  Punkte  der  Bahn 
mit  rj  bezeichnet  wird.  Er  ist  bis  jetzt  kinematisch  nur  von  Somoff 
in  Betracht  gezogen  worden.  Da  er  noch  keinen  Namen  erhalten  hat, 
so  woüen  wir  ihm  seine  Anonymität  auch  ferner  bewahren  und  den- 
selben im  folgenden  mit  dem  Symbol  P kennzeichnen. 

Die  direkten  Kombinationen  der  kinematischen  Grundelemente  sind 


also  in  schematischer  Zusammenstellung: 
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I. 


1) 

2) 

3) 


XX  = 


Innere  Produkte: 
dP 


dt' 
d*P 
dp  ~ 
dK 
dt  ' 

P = 


XX 


XX 


-iE, 


n 

2') 

3') 


Äufsere  Produkte: 

XX  = , 

— d3f. 


dt 

XX  =R 


E = ~ XX. 


6.  Kinematische  Kombinationen  mit  virtuellen  Elementen.  — Die 
entsprechenden  kinematischen  Kombinationen  mit  dem  virtuellen  Weg- 
element bilden  wir  nur  mit  Öx,  nicht  mit  Ö‘x,  da  wir  die  „astatische 
Kinetik*^,  von  welcher  nur  die  rudimentärsten  Grundbegriffe  ausgebildet 
sind,  von  dieser  Betrachtung  ausschlielsen.  Unter  dieser  Einschränkimg 
kommt  also  zunächst  das  skalare  Produkt  xöx  in  Betracht.  Seine 
Bedeutung  ist  der  systematischen  Kinematik  geläufig.  Wir  setzen 
xdx  = d'Ap;  dann  ist  diejenige  Funktion,  welche  man  für  die 
Masseneinheit  die  „Aktion'^  des  beweglichen  Punktes  genannt  hat.  Die 
Symbole  (V  und  ö'  bezeichnen  hier  und  im  folgenden  Differential-, 
resp.  Variationsausdrücke,  welche  im  allgemeinen  nicht  das  vollständige 
Diflerential,  resp.  die  vollständige  Variation  deijenigen  Funktionen  sind, 
auf  die  sich  die  betreffenden  Symbole  beziehen.  Durch  eine  einfache 
Differentiation  der  vorhergehenden  Relation  nach  der  Zeit  findet  man 
nun  die  folgende  Identität: 


d 


xdx^~^-{ö'Ar)-dE. 


Hierin  ist  natürlich 


dE  — xdx. 


Wir  nehmen  nun  — der  Vollständigkeit  wegen  — auch  die  den 
skalarim  Produkten  entsprechenden  Vektorprodukte  hinzu.  Das  äufsere 
Produkt  xdx  steht  auf  der  Ge.schwindigkeit  und  dem  virtuellen  Weg- 
element senkrecht  und  hat  den  absoluten  Wert  sin  Setzen 

wir  xdx  = d'Scy  so  folgt  durch  Differentiation  nach  der  Zeit  t die 

Identität:  _ 

xdx  = -^^(d'S,)  - xdx. 

Hiernach  haben  wir  das  folgende  Schema  kinematischer  Kombinationen 
mit  dem  virtuellen  Wegelement  dx: 


1)  xdx~d'Af, 

2)  xix=^-^^{6'A,)-äE. 


U. 

1')  xdx  = d'Sfy 
2 ')  Wx  = (d  'S.)  - läx. 

6» 
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7.  Dymmische  Komhinationcn  mit  e/feJäiven  Elemcnieti.  — Die 
entsprechenden  dynamischen  Grundbegriffe  sind  der  Impuls  h und 
die  dauernd  wirkende  Kraft  A*.  Das  innere  Produkt  xh  kann  als 
das  elementare  „Virial  des  Impulses'^  bezeichnet  werden,  indem  wir  die 
Nomenklatur  von  Clausius  mit  einer  unbedeutenden  Abänderung  auf 
Momentankräfte  (Impulse)  übertragen.  Wir  setzen  xh  — V/,.  Der 
analoge  Begriff  für  zeitliche  Kräfte,  nämlich  xJcy  ist  in  der  Mechanik 
eingebürgert.  Wenn  wir  xJc  = Vk  setzen  und  Vj,  als  „Virial  der  Kraft“  k 
bezeichnen,  so  ändern  wir,  wie  es  bereits  üblich  ist,  nur  das  Vorzeichen 
der  von  Clausius  so  benannten  Grölse  und  lassen  den  von  ihm  eiu- 
geführten  Faktor  I weg. 

Dem  üblichen  Sprachgebrauch  entsprechend,  bedeuten  die  Produkte 
xh  = Lu  und  x k = Lk  die  „Leistung^'  des  Impulses  h und  der  dauernd 
wirkenden  Kraft  l\  Die  äufseren  Produkte  xh  = Mu  und  xk  — Mt 
sind  die  „Momente“  von  h und  k in  Bezug  auf  den  Anfangspunkt  des 
Vektors  x. 

Die  „äufseren“  Vektorprodukte  xh  = Nu  und  xk  — Nu  sollen  im 
folgenden  nur  gelegentlich  betrachtet  werden,  da  ihre  mechanische  Be- 
deutung noch  nicht  genügend  untersucht  ist.  Gerade  aus  diesem  Grunde 
empfehlen  wir  sie  hier  aber  doch  der  Beachtung.  Denn  es  hat  sich 
bei  der  Entwicklung  der  systematischen  Mechanik  schon  wiederholt 
herausgestellt,  dafs  formale  Konzeptionen,  die  anfangs  als  unnütz  an- 
gesehen wurden,  später  eine  grofse  Bedeutimg  erhielten.  Ich  erinnere 
in  dieser  Beziehung  nur  an  die  von  Schweins  eingehend  betrachteten 
Fliehmomente,  die  nachher  als  Viriale  durch  die  Arbeiten  von  Clausius 
und  Yvon  Villarceau  zu  allgemeinem  Ansehen  gebracht  wurden. 

Die  Zusammenstellung  der  dynamischen  Kombinationen  mit  effek- 
tiven kinematischen  Elementen  ergiebt  demnach  die  folgende  Übersicht: 


III. 


Für  Momentankräfte: 

Für  Zeitkräfte 

1) 

xh  = Vu, 

1') 

xlc 

= Vk, 

2) 

xh  = Lu, 

2') 

xk 

II 

3) 

xh  = Mu, 

3') 

xk 

= Mu, 

4) 

xh  = Nu- 

4') 

xk 

= Nk- 

8.  DynamisrJw  Komhinationen  mit  dem  vvinellai  Wegdement.  — 
Unter  dieser  Rubrik  sind  die  „inneren“  Produkte  h • dx  = Ö'Au  und 
k • dx  = ö'Au  die  wichtigsten,  denn  sie  definieren  die  virtuelle  „Arbeit“ 
für  Momentankräfte  und  Zeitkräfte.  Daneben  wollen  wir  aber  auch  hier 
die  entsprechenden  äufseren  Produkte  h • dx  = d'Su  und  k • dx  = 
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mit  auffiihren^),  da  sie  bei  der  astatiscJum  Betrachtung  der  System- 
mechanik von  Nutzen  sind. 

Wir  erhalten  also  die  folgende  Zusammenstellung: 

IV. 

Für  Momentanlcriifte:  j Für  Zeitkräfte: 

2)  )r~öx=8%,  I 2')  k^x  = 8%. 

Die  im  vorstehenden  angeführten  kinematischen  und  dynamischen 
Kombinationen  bilden  in  bestimmter  Umgrenzimg  ein  formales  Gerippe 
der  systematischen  Mechanik  des  Punktes.  Natürlich  kann  man  nach- 
tnlglich  nicht  wünschen,  dafs  sich  die  Mechanik  nach  einem  solchen 
schematischen  Programm  hätte  thatsächlich  entwickeln  sollen;  denn  dies 
biefse  die  Pedanterie  zur  Richtschnur  des  Fortschrittes  machen,  was 
einer  gesunden  Entwicklung  prinzipiell  zuwiderläuft.  Andererseits  haben 
wir  jetzt,  nachdem  die  Statik  und  Kinetik  in  einer  hochausgebildeten 
Entwicklungsphase  vor  uns  liegt,  wohl  das  Recht,  die  Frage  zu  stellen, 
wie  sich  die  aus  mannigfachen  und  häufig  mehr  oder  weniger  zufälligen 
Bedürfnissen  hervorgegangenen  Grundbegriffe  einem  künstlichen  Schema 
imterordnen  lassen.  Selbst  scheinbar  abgelegenere  allgemeine  Sätze  der 
Mechanik,  wie  das  Theorem  von  Yvon  Villarceau  für  freie  Punkt- 
systeme, haben  in  einem  solchen  Schema  eine  bestimmte  Stellung.  Der 
angedeutete  Satz  ist  nichts  anderes  als  die  Formel  2)  der  Übersicht  1, 
nachdem  die  Summation  über  das  ganze  Punktsystem  ausgeführt  ist. 

Für  uns  hat  die  Aufstell img  der  obigen  Schemata  einen  ganz 
bestimmten  Zweck.  Wir  wollen  dieselben  nämlich  unmittelbar  auf  die 
D’Alembertsche  Grundgleichung,  welche  die  Zerlegung  des  dyna- 
mischen Vektors  ausdrückt,  anwenden  und  dadurch  Verbindungen 
zwischen  den  fundamentalen  kinetischen  Relationen  offen  legen,  die 
sich  auf  anderem  Wege  nicht  so  ungezwungen  darzubieteii  scheinen. 

C.  Allgemeine  Folgerungen  aus  dem  D’Alembertschen  Prinzip. 

9.  Virialsätze  für  gehundem  Systeme.  — Durch  die  Operation  der 
„inneren*^  Produktbildungen  folgt  aus  der  D’Alembertschen  Impuls- 
gleichung 

h = mx  -j-  r 

1)  Die  Gleichung  ^'S^=  0 enthält  in  ihrer  Anwendung  auf  das  starre  System 
die  vollständigen  und  hinreichenden  Bedingungen  für  alle  astatischen  Gleichgewicht«- 
fornien.  Sie  leistet  also  hier  dasselbe,  wie  tlie  Gleichung  der  virtuellen  Verschie- 
bungen d'Aj  = 0 für  das  Positionsgteichgeicicht. 
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unmittelbar 

(6)  ih  — mxx-{-xr. 


Wir  summieren  jetzt  über  alle  Massenpunkte  m des  Systems  und  setzen 

Zmxx  — P,  2^xh  — \hy  = V^. 


Dann  wird 


Zmxx  — 


imd  man  erhält  die  für  alle  Systeme  gültige  Folgerung  aus  der  Gleichung  (G): 


oder  in  Worten  ausgedrückt: 

Für  jedes  gebundene  System  ist  die  Differenz  der  Systefnviriaic  der 
Impulse  und  Beaktionen  gleieh  der  vollständigen  Derivierten  der  Pol- 
funktion nach  der  Zeit 

Für  ein  starres  um  den  Anfangspunkt  der  Vektoren  x rotierendes 
System  ist  offenbar  P konstant.  Folglich  gilt  in  diesem  Falle  der  Satz: 

Bei  dem  rotierenden  starren  System,  auf  welchem  nur  Impulse  wirken, 
ist  das  Virial  aller  Impulse  gleieh  dem  Virial  aller  Elementarreaktionen, 
wenn  beide  Viriale  auf  den  festen  Punkt  bezogen  werden. 


Ganz  in  derselben  Weise  behandeln  wir  die  D’Alembertsche 
Gleichung  für  Zeitkräfte: 

k — mx  + s 

und  erhalten  zunächst 

xli  — mxx  4-  ^5. 


Setzen  wir  jetzt  für  das  ganze  System 

Emxx  — E, 

so  folgt  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  (2)  des  Schemas  I: 
(8)  V.  - V.  - 2E, 


welche  für  freie  Systeme,  also  für  F,  = 0 in  das  Theorem  tod 
Yvon  Villarceau  übergeht.  Für  gebundene  Systeme  besteht  demnach 
der  allgemeine  Virialsatz: 

Das  Virial  der  auf  ein  System  wirkenden  Eletnentarkräfte,  vermimiert 
um  das  Virial  der  entsprechenden  Elementatreaktianen,  ist  gleich  der 
zweiten  Derivierten  der  zugehörigen  Polfunktion  nach  der  Zeit,  vermindert 
tim  die  doppelte  Energie  des  Systems. 

Für  einen  um  einen  festen  Punkt  rotierenden  Körper  ist  P von 
der  Zeit  unabhängig.  Mithin  gilt  hier  der  Satz: 
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Die  doppelie  kinetische  Energie  eines  rotierenden  starren  Systems  ist 
stets  gleich  der  Differenz  der  auf  den  festen  Punkt  bezogenen  Vinale 
der  Meaktionen  und  der~  äufseren  Kräfte. 

10.  Die  Ijeisfungstheoreme  für  gebundene.  Systeme.  — Die  hier  in 
Betracht  kommenden  Sätze  sind  schon  in  der  ersten  Entwickelungs- 
periode der  Systemmechanik  entstanden,  werden  also  hier  nur  des 
Zusammenhanges  wegen  anzufiihren  sein.  Aus  den  Grundgleichimgen 

h = m 'x  + r und  k = mx  -f  s 

folgt  durch  Multiplikation  mit  x und  Summation  über  alle  Massen- 
punkte des  Systems 

K 'xh  — Emxx  -f  Zxr  und  Exk  = Emxx  -f  Exs. 

Nach  dem  D’Alembertschen  Prinzip  ist  aber 

Exr  — 0 und  Exs  = 0. 

Setzen  wir  also,  den  früheren  Bezeichnungen  entsprechend,  für  das 
ganze  System 

Exil  = L/,  und  Exk  = L*, 

so  erhalten  wir  die  bekannten  Leistungsformeln: 

dE 


La  = 2E  und  Lj.  = 


dt 


Die  Leistung  eines  Impulssystems,  welches  auf  ein  ruhendes  gebundenes 
System  wirkt,  ist  gleich  dem  Doppelten  der  erzeugten  kinetischen 
Energie,  und  die  Leistung  eines  zeitlich  wirkenden  KrUftesystems  wird 
durch  die  auf  die  Zeiteinheit  bezogene  Änderung  der  kinetischen 
Energie  gemessen. 

11.  Die  Momentensätze.  — Wir  multiplizieren  die  Gleichungen 
li  — m x -j-  r und  Ic  = m 'x  -b  s 
mit  dem  Vektor  x und  erhalten 

xh  — mxx  + XTj  xk  = mx’x  -f- 
Die  Summation  über  das  ganze  System  ergiebt: 


Ma  - M,  = M,  und  M*  - M,  = 


dM, 

dt 


Für  ein  freies  starres  System  ist  M^  = 0 imd  M,  = 0.  Man  hat 
also  für  die  drehende  Bewegung  derselben  die  bekannten  Grundgleichungen: 

— — — dM„ 


Ma  ==  Mb  und  Mi  = 


dt 


Sie  sind  der  analytische  Ausdruck  des  Prinzips  der  Flächen. 
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12.  Zwei  analoge  Sätze  für  den  dynamischm  Vektor  N.  — Wird 
die  aiifsere  Produktbildung  mit  dem  Geschwindigkeitsvektor  x aus- 
gefilhrt,  so  gewinnt  man  die  Gleichungen: 

Exh  — Exr  imd  Exk  = Emxx  + Exs^ 

oder,  wenn 

Emxx  = B 

gesetzt  wird, 

N,  = N,  und  N*  - N,  = B. 

Der  Übersicht  wegen  stellen  wir  die  aUgnneinen  Folgenmgen  iu 
der  nachstehenden  Tabelle  zusammen: 


Für  Momentankräfte, 
n V*  — V = 

2)  L,  = 2E, 

3)  M,  - M,  = M„ 

4)  Na  - N,  = 0. 


V. 

1')  V, 
2')  L*  = 

I 3')  Ma 

’ 4')  N, 


Für  Zeitkräfte: 
V = - — 2E 

dt- 

dV. 

df» 

N.  = B. 


D.  Die  Differentialgleichungen  der  Bewegung. 

lll.  Die  Layrangc- Hamiltonsche  Form  des  D' Alemhertschen 
Prinzips  für  Impulse  und  Zeitkräfte.  — Aus  der  Grundgleichung  für  die 
Zerlegung  des  eingeprägten  Impulses 

li—mx-\-r 

folgt  durch  Multiplikation  mit  dem  virtuellen  Wegelement  Öx  und 
nachfolgende  Summation  über  alle  Masseiipiinkte  des  Systems: 

EhÖx  = Emxdx  -f  Erdx 

oder 

d'AA-d'A, -f-d'A,. 

Da  nach  dem  Prinzip  der  virtuellen  Verschiebungen  d'Ar  = 0ist, 
so  erhält  man  die  Grundgleichung  der  impulsiven  Bewegung  in  der 
Form 

(0)  d'AA  = d'A,. 

Für  zeitlich  wirkende  Kräfte  bildet  man  den  Ausdruck 

Ek  ' öx  — Emx  • öx  + • Öx 


Digitized  by  Google 


Die  Bedeutung  des  D’Alembertschen  Prinzipes  für  starre  Systeme  etc.  73 
oder  nach  Gl.  (2)  des  Schemas  II 

(10)  d'A*  = ^j(d'A,)-iE, 

da  £s  • dx  = 0 ist. 

Die  Gleichungen  (9)  und  (10)  sind  als  formale  analytische  Aus- 
drücke des  D’Alembertschen  Prinzips  anzusehen  und  rühren  beide 
von  Lagrange  her.  Auch  der  aus  der  Gleichung  (10)  durch  Inte- 
gration nach  der  Zeit  t hervorgehende  Ausdruck  war  Lagrange  (Mec. 
anal.  2.  ed.  Bd.  1,  S.  307 — 310)  vollständig  geläufig  und  wurde  von 
ihm  der  Ableitung  der  Eulerschen  Gleichungen  für  den  rotierenden 
Körper  (Mec.  anal.  Bd.  2,  S.  238 — 240)  zu  Grunde  gelegt.  Es  scheint 
mir  notwendig,  dies  hier  ausdrücklich  hervorzuheben,  weil  man  die 
Int^ralformel: 

(11)  [d'A,];  =/(dE -f- d'A*)rf< 

immer  noch  als  „Hamilton  sches  Prinzip'^  bezeichnet,  obwohl  es  H a m i 1 1 o n , 
der  die  Mecanique  analytique  sehr  genau  kannte,  niemals  eingefallen  ist, 
die  Autorschaft  für  dieselbe  in  Anspruch  zu  nehmen.  Sein  Verdienst 
besteht]  in  der  Aufstellung  und  Verwendung  der  „charakteristischen 
Funktion'^  und  der  Erkenntnis  ihrer  Bedeutung  für  die  formale  Dar- 
stellung der  kanonischen  Integrale,  wenn  eine  Kräftefunktion  existiert. 

14.  Analoge  Vektorfornieln,  in  welchen  die  Reaktionen  nicht  eli- 
miniert sind.  — Für  Impulse  erhält  man  durch  äufsere  Multiplikation 
der  Grundgleichung  die  Relation 

Lh  • Öx  — Emx  • da;  -f  Zr  • öx 
oder  in  imserer  Bezeichnung: 

(12)  d%  = d%  -f  d'Sr. 

Ebenso  folgt  aus  der  Gleichung: 

Zk  • dx  — Zmx  • öx  Zs  • öx 

mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  2')  des  Schemas  II  der  Ausdruck 

d'S*  = ~(Ö'  Se)  — Zmx  • Ö 'x  -f  d'S, 
oder  durch  Integration  nach  der  Zeit  t\ 

__  t 

(13)  =/ fd'S*  - d'S,  + Zmx  • öx^dt. 

Die  mechanische  Bedeutung  dieser  Formel,  welche  ich  bisher  nur 
an  einfachen  Beispielen  untersucht  uud  auch  in  Lagrange  sehe  all- 
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gemeine  Koordinaten  transformiert  habe,  mögen  hier  unerörtert  bleiben, 
da  ich  hoffe,  in  der  Fortsetzung  dieser  Arbeit  über  das  D’Alembertsche 
Prinzip  Eingehenderes  mitteilen  zu  können. 

1 5.  Systeme  möglicher  Geschwindigkeiten.  — Unter  einem  vollständigen 
System  der  möglichen  Geschwindigkeiten  eines  beliebigen  materiellen 
Komplexes  verstehen  wir  die  Gesamtheit  der  analytischen  Ausdrücke  für 
X oder  — was  damit  gleichbedeutend  ist  — für  die  virtuelle  mit  den 
System  Verbindungen  verträglichen  Verschiebungen  8Xy  welche  man  durch 
Berücksichtigung  der  effektiven  Elementarbewegungen  aller  Massen- 
punkte gewinnen  kann.  Da  wir  uns  hier  auf  die  einfachsten  materiellen 
Systemgattungen  (starres  System  und  Gelenkketten)  beschränken,  so 
liegen  uns  diese  Geschwindigkeitssysteme  prinzipiell  in  fertiger  Gestalt 
vor,  wenn  auch  vielleicht  in  einzelnen  Fällen  noch  manches  nicht  ge- 
nügend durchgearbeitet  ist. 

Zur  Darstellung  der  Geschwindigkeitssysteme  für  alle  materiellen 
Systeme  mit  einer  endlichen  Anzahl  von  Freiheitsgraden  giebt  es  zwei 
wesentlich  verschiedene  Wege,  die  sich  historisch  im  Anschlufs  an  das 
Problem  des  starren  Körpers  entwickelt  haben.  Euler,  Clairaut  und 
D’Alembert  gewannen  gleichsam  durch  eine  exakte  Intuition  für  das 
rotierende  starre  System  den  kinematischen  Begriff  der  Momentanaie 
und  der  zugehörigen  Rotationsgeschwindigkeit.  Beide  Vorstellungen 
vereinigen  wir  üblicher  Weise  jetzt  in  der  Konzeption  eines  einzigen 
Vektors  ö,  der  in  die  Richtung  der  Momentanaxe  fällt  und  in  seiner 
Länge  die  Gröfse  der  augenblicklichen  Winkelgeschwindigkeit  B dar- 
stellt. Die  unmittelbare  Anschauung  lehrt  dann,  dafs  für  jeden  Punkt, 
welcher  um  den  Vektor  x von  dem  festen  Punkte  0 in  bestimmtem 
Richtungssinne  absteht,  die  Gleichung 

(14)  X = Wx 

besteht.  Beziehen  wir  die  Rotationsbewegung  auf  einen  beliebigen 
Anfangspunkt  C,  der  von  dem  Bezugspunkte  der  Vektoren  x um  c ab- 
steht, so  können  wir  dem  Punkte  C die  Translationsgeschwindigkeit  c des 
Systems  zuschreiben  imd  erhalten  an  Stelle  der  Gleichung  (14)  die  folgende: 

(15)  X = c (s(x  — c). 

Diese  Gleichung  enthält  den  vollständigen  analytischen  Ausdruck  des 
Geschwindigkeitssystems  für  einen  freien  starren  Körper. 

Dasselbe  ist  durch  die  Angabe  der  beiden  kinematischen  Vektoren  c 

d 0 

so  dafs  rä  einen  Einheitsvektor 
vorstellt,  der  die  Richtung  der  Momentanaxe  bestimmt,  so  wird 

dx  = de  m(x  — c)  • dB. 


und  6 festgelegt.  Setzt  man  6 — 


DIgitized  by  Google 


Die  Bedeutung  des  D’Alembertscheu  Prinzipes  für  starre  Systeme  etc.  75 


Hierfür  schreiben  wir  im  folgenden  meistens 

dx  = de  -f  dÖ  {x  — c)y 

indem  wir  öS  • dß  = dO  setzen,  also  die  Amplitude  als  Vektor  ansehen. 
Alsdann  ist  der  aUgemeine  Ausdruck  für  die  mögliche  Elementar- 
bewegung des  freien  starren  Systems: 

(16)  dx=  5 c + dß(x  — c). 

Konunt  nur  die  Rotation  in  Betracht,  so  wird 


(17)  dX=dO>Xy 

wenn  wir  den  Bezugspunkt  0 mit  G zusammenfallen  lassen. 

Lagrange  hat  sich  mit  der  unmittelbar  aus  der  Anschauung 
folgenden  Ableitung  dieser  P'ormel  nicht  begnügt,  sondern  dieselbe 
noch  auf  andere  Weise  zu  gewinnen  gesucht.  Eine  eigentümliche  imd  be- 
sonders bemerkenswerte  Methode  hat  er  im  1.  Bd.  der  „Mecan.  analytique“ 
S.  159 — 165  angewendet.  Hier  geht  er  von  der  Vorstellung  aus,  dafs 
jede  in  einem  starren  System  beliebig  angenommene  Kurve  doppelter 
Krümmung  in  sich  unveränderlich  bleiben  mufs,  d.  h.  irgend  drei  in- 
finitesimal benachbarte,  auf  einander  folgende  Punkte  dieser  Kurve 
müssen  in  starrer  Orientierung  zu  einander  bleiben.  Auf  diese  Weise 
erhält  er  ein  System  von  Differentialgleichungen,  dem  die  Komponenten 
von  dx  genügen  müssen. 

In  einem  ,3iydrage  tot  de  toepassing  van  het  beginsel  van 
D’Alembert,  overeenkomstig  de  rekenwijze  van  Lagrange"  hat 
Verdam  (1864)  diesen  Gedankengang  ausführlich  dargesteUt. 

Interessant  ist  auch  die  Gewinnung  der  Gleichung  (17)  durch 
Negation  der  elementaren  Deformationen  eines  als  veränderlich  vor- 
gestellten infinitesimalen  Dreistrahls.  Nehmen  wir  denselben  — der 
Einfachheit  wegen  — als  rechtwinklig  an  und  betrachten  öx^,  dx^,  dx^ 
als  die  rechtwinkligen  Komponenten  von  Öx,  so  folgt  aus  der  Negation 
der  Langenänderungen  nach  den  kinematischen  Grundgleichungen  der 
Elastizitätstheorie : 


dXa  = 0 


und  aus  der  Negation  der  Schiebungsdeformationen  des  Elementar- 
körpers: 


-f 


dx^  dx,^^^  ~ 


% 
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Die  Litegration  dieser  Gleichung  ergiebt  ohne  weiteres: 

= dCj  + dög  • ^3  — ^ ^3  • ^8; 
dx^  = dCg  + dÖg  • Xi  — ÖO^  • iCg, 

Öx^  = dcg  4-  dOj  • 0^2  — dög  • 

worin  dq,  dCg,  dcg^  dd^,  dög  dög  die  Integrationskonstanten  be- 
deuten. Die  so  gewonnenen  Ausdrücke  sind  mit  Gleichung  (16)  ffir 
6*  ==  0 identisch. 

Diese  Methode  ist  in  die  meisten  Lehrbücher  der  Elastizitäts- 
theorie übergegangen. 

Über  die  gebräuchlichste  Art  der  Herstellung  der  Gleichung  (17) 
durch  DiflFerentiation  der  Formeln  für  die  Koordinatentransformation 
nach  den  neun  Kosinus  der  Achsenwinkel  ist  hier  keine  w'eitere  Be- 
merkung notwendig,  da  sie  in  alle  Darstellungen  der  Mechanik  auf- 
genommen ist  und  immer  wieder  reproduziert  wird. 

Das  charakteristische  Element  in  dem  Ausdrucke  x = ist  der 
Vektor  5,  also  ein  rein  kinematischer  Parameter,  der  unmittelbar  nichts 
über  die  Lage  des  Systems  aussagt,  und  der  aufserdem  ungeeignet  ist 
für  die  analytische  Festlegung  des  Kräftesysteras.  Zum  vollständigen 
Ansatz  eines  den  starren  Körper  betreffenden  Problems  ist  es  deshalb 
notwendig,  den  kinematischen  Vektor  ö durch  Koordinaten  aas- 
zudrücken, wodurch  man  eine  ztveite  analytische  Darstdluny  des  Systems 
möglicher  Geschwindigkeiten  erhält. 

N Dies  ist  bekanntlich  schon  von  Euler  (Mem.  Ac.  Berl.  1758) 
durch  Einführung  der  nach  ihm  benannten  drei  Positionswinkel  ge- 
schehen. Auch  hatte  Lexel  (Nov.  Com.  Ac.  Petrop.  1755)  schon  die 
Achsencosinus  durch  drei  derselben  dargestellt  und  hierdurch  ebenfalls 
eine  Lagenbestimmung  durch  (unabhängige)  Koordinaten  erreicht. 
Allein  diese  Verfahren  hatten  einen  wesentlichen  Mangel,  da  die  Sym- 
metrie der  Formeln  nicht  aufrecht  erhalten  werden  konnte.  Vollkommen 
symmetrische  Koordinatenausdrücke  für  den  Vektor  6 scheinen  zum 
ersten  Male  von  Cayley  (Cambr.  Dubl.  Math.  J.  1846)  hergestellt  zu 
sein,  der  zu  diesem  Zwecke  die  Koordinaten  von  Rodrigues  (J.  de 
Liouv.  5.  1840)  verwendete.  Die  neueren  Untersuchungen  über  diesen 
Gegenstand  findet  man  bei  F.  Klein  imd  A.  Sommerfeld:  Über  die 
Theorie  des  Kreisels  (Heft  1,  1897  und  Heft  2,  1898)  ausführlich  dar- 
gestellt. ^) 

Diese  Betrachtungen  lassen  sich  nun  ohne  besondere  Schwierig- 
keiten — freilich  nicht  immer  ohne  grofse  Komplikationen  — auf 

1)  Vergl.  auch  F.  Kötter:  Bemerkungen  zu  F.  Klein  und  A.  Sommerfelds 
Theorie  des  Kreisels  (1899).  (Anni.  d.  Red.) 
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beliebige  Gelenksysteme,  deren  einzelne  Glieder  starre  Körper  sind, 
übertragen.  Es  mufs,  nach  dem  Prinzip  der  relativen  Bewegung,  in 
jedem  dieser  Fälle  möglich  sein,  für  alle  Punkte  des  Systems  je  zwei 
Ausdrücke  von  der  Form 

X — funct.  (^'  Ä",  . . .,  ic) 
und 

X — funct.  (^j,  x) 

aufzustellen,  so  dafs  ¥,  Jc'\  . . . eine  ausreichende  Anzahl  kinematischer 
V’^ektoren  bedeuten  und  . . .,  qi  die  entsprechenden  Positions- 

koordinaten sind.  Jeder  analytischen  Form  des  vollständigen  Ge- 
schwindigkeitssystems  x entspricht  eine  besondere  Form  der  allgemeinen 
Reduktion  der  Kräfte  und  eine  diesem  System  eigentümliche  Form  der 
kinetischen  Differentialgleichungen.  Also  die  Statik  und  die  Kinetik 
des  betreffenden  materiellen  Systems  sind  hierdurch  in  ihrer  speziellen 
Form  vollständig  charakterisiert 

(Fortsetzung  folgt.) 
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Die  Konfiguration  (15e,  20s),  ilire  analytische  Darstellung 
und  ihre  Beziehungen  zu  gewissen  algebraischen  Flächen. 

Von  Rudolf  Funck  in  Obercassel  (Siegkreis). 

Einleitnng. 

Eine  räumliche  Konfiguration  (15^,  20g)  besteht  nach  Reye^)  aus 
15  Punkten,  15  Ebenen  und  20  Geraden  in  folgender  Lage:  Auf  jeder 
der  15  Ebenen  liegen  6 von  den  15  Punkten,  und  durch  jeden  der 
15  Pvmkte  gehen  6 der  15  Ebenen;  jede  der  20  Geraden  ist  mit  3 der 
15  Punkte  und  3 der  15  Ebenen  inzident.  Die  Konfiguration  (1  5«,  20.) 
tritt  bei  geometrischen  Untersuchungen  . nicht  selten  auf.  Schon 
V.  Staudt*)  hat  die  vollständige  Figur  zweier  perspektiver  Tetraeder, 
welche  eine  Konfiguration  (15g,  20g)  bildet,  beschrieben.  Auch  die 
15  Potenzebenen,  20  Potenzaien  und  15  Potenzpunkte,  welche 
6 Kugeln  zu  zweien,  dreien  und  vieren  bestimmen,  bilden  eine  Kon- 
figuration (15g,  20g).*)  Bei  der  Untersuchung  gewisser  15  Geraden 

einer  kubischen  Fläche  ist  ebenso  Cremona^)  auf  ein  Gebilde  aus 
15  Punkten,  20  Geraden  und  15  Ebenen  gestofsen,  welches  von  Reye*) 
als  eine  Konfiguration  (15g,  20g)  erkannt  wurde.  Am  eingehendsten 
hat  sich  De  Paolis®)  mit  der  Konfiguration  (15g,  20g)  beschäftigt. 
Allein  seine  analytische  Darstellung  der  Konfiguration  ist  ziemlich 
kompliziert.  Auf  Anregung  meines  Lehrers,  des  Herrn  Prof.  Reye, 
habe  ich  daher  unternommen,  die  Konfiguration  (15g,  20g),  von  einer 
einfacheren  analytischen  Darstellung  derselben  ausgehend,  von  neuem 
zu  untersuchen.  Ich  werde  De  Paolis  insoweit  folgen,  als  auch  ich 
die  bekannten  Eigenschaften  der  Konfiguration  ableiten  und  ihrtn 

1)  Reye:  Das  Problem  der  KouBgurationen,  Acta  mathemaiica,  1,  1883. 

2)  V.  Staudt:  Geometrie  der  Lage,  Nürnberg  1847,  S.  43. 

3)  Reye:  Synthetische  Geometrie  der  Kugeln  und  linearen  Kugelsystcme, 
Leipzig  1879. 

4)  Cremona:  Teoremi  stereometrici  dai  quali  si  deducono  le  proprieU  del 
esagramma  di  Pascal,  Mem.  d.  R.  Accad.  dei  Lincei,  1876 — 77. 

6)  Reye:  Geometrie  der  Lage,  III.  Abt.,  Leipzig  1892. 

6)  De  Paolis:  Ricerche  sulle  superficie  di  3«  grado,  Mem.  d.  R.  .\ccad.  dei 
Lincei,  1880/1. 
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innigen  Zusammenhang  mit  einer  Fläche  dritter  Ordnung  nachweisen 
werde.  In  allen  andern  Punkten  weicht  meine  Untersuchung  von  der 
De  Paolis’  ab.  Höchstens  könnte  eines  der  in  den  §§  7 imd  8 der 
vorhegenden  Abhandlung  entwickelten  Systeme  aus  je  6 Flächen  dritter 
Ordnung  mit  einem  von  De  Paolis  beschriebenen  Systeme  aus  eben- 
falls 6 kubischen  Flächen  identisch  sein,  was  ich  nicht  zu  entscheiden 
vermochte. 


§ 1. 

Analytische  Darstellung  nnd  Beschreibung  der  Konfiguration  (lö^,  2O3). 

Es  seien  a:,,  x^y  ar-,  sechs  lineare  Funktionen  der 

Punktkoordinaten  x,  y,  z.  Mit  iklmnp  bezeichnen  wir  eine  Permutation 
der  Ziffern  1,  2,  3,  4,  5,  6.  Dann  repräsentieren  die  Gleichungen 


= 


^2  > 


die  15  Ebenen 

(.!•) 


11 

X^  — X^  , 

II 

^6  7 

^2 

7 

X2  = X^  f 

II 

II 

II 

II 

'rT 

^3 

II 

II 

^4 

II 

^5 

II 

Xi  = Xk  oder  Xi  — a:*  ==  0 


einer  Konfiguration  (15g,  2O3).  Nämlich  die  Doppelgleichung 


= ^2  = 

stellt  eine  Gerade  dar,  in  welcher  sich  die  Ebenen  (2  3),  (3  1),  (12) 
schneiden.  Überhaupt  gehen  die  15  Ebenen  (ik)  zu  dreien  durch 
20  Geraden 

{ikl)  Xi  = Xk  =°  Xf. 

Die  dreifache  Gleichung 

Xy^  = x^  = x^  = x^ 

repräsentiert  einen  Punkt,  den  Schnittpunkt  der  Ebenen  (1  2),  (1  3),  (1  4), 
(2  3),  (2  4),  (3  4).  Die  15  Ebenen  (ik)  schneiden  sich  demnach  zu 
Sechsen  in  15  Punkten 

(iklm)  Xi  = Xk  = Xi  — Xm- 

Auf  der  Geraden  (1  2 3)  liegen  die  Punkte  (1  2 3 4),  (1  2 3 5),  (12  3 6), 
und  ebensoviel  Punkte  (iklm)  liegen  auf  jeder  andern  Geraden  {ikV). 
Die  Ebene  (12)  enthält  die  Punkte  (1  2 3 4),  (1  2 3 5),  (1  2 3 6), 
(1  2 4 5),  (1  246),  (1  2 5 6),  und  in  jeder  andern  Ebene  (ik)  sind 
gleichfalls  6 Punkte  (iklm)  enthalten.  Mithin  ergiebt  sich: 
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Die  15  Ebenen 


(*!•) 


Xi  = Xt 


(fehen  zu  dreien  durch  20  Geraden 


{ihl) 


X(  — X)i  — X( 


und  zu  Sechsen  durch  15  Punkte 


(iklm) 


Die  15  Punkte  (iklm)  liegen  zu  dreien  auf  den  20  Get'aden  (ikl)  und 
zu  Sechsen  in  den  15  El)cnen  (ik).  Die  15  Ebenen  (i/.-),  die  20  G<'- 
raden  (ikl)  und  die  15  Punkte  (iklm)  bilden  also  eine  Konfiguraim 
(15q  , 20^). 

In  der  Konfignrationsebene  (12)  liegen  die  Geraden  (1  2 3),  (124), 
(1  2 5),  (1  2 6),  deren  6 Schnittpunkte  die  in  der  Ebene  (1  2)  liegenden 
Konfigurationspunkte  sind.  Durch  den  Konfigurationspunkt  (1  2 3 4) 
gehen  die  Geraden  (2  3 4),  (3  4 1),  (41  2),  (1  2 3),  deren  6 Verbindungs- 
ebenen die  durch  den  Punkt  (1  2 3 4)  gehenden  Konfigurationsebent'n 
sind.  Allgemein  folgt: 

Jeder  Konfigurationspunkt  (iklm)  ist  Scheitel  eines  voUstämligni 
Vierkants  (iklm),  welches  aus  4 Geraden  und  6 Ebenen  der  Konfiguration 
besteht.  In  jeder  Konfigurationsebene  (Ui)  liegt  ein  vollständigem  Viermdt 
(ik)  aus  4 Geraden  und  0 Punkten  der  Konfiguration. 

Nennt  man  je  zwei  Elemente  der  Konfiguration,  deren  Symbole 
wie  die  der  Ebene  (5  6)  und  des  Punktes  (1  2 3 4),  oder  der  Geraden 
(1  2 3)  und  (4  5 6)  keine  Ziffer  gemein  haben,  „gegenüberliegende“ 
Elemente  der  Konfiguration,  dann  gilt  der  Satz: 

Jeder  der  15  Konfiguratiofispunkte  ist  Kollineationszentnim  tw  / 
einem  Paare  per.mpektiver  in  der  Konfiguration  enlhaltenen  Tetraeder;  ihm 
liegt  die  zugehörige  KoUineat ionsebene  in  der  Konfigurafim  gegenüber.') 

Beziehen  wir  nämlich  die  beiden  Tetraeder,  welche  die  Seitenfläclun 


(1  5),  (2  5),  (3  5),  (4  5) 
(1  6),  (2  6),  (3  6),  (4  6), 


die  Kanten 


(1  2 5),  (1  3 5),  (1  4 5),  (2  3 5),  (2  4 5),  (3  4 5) 

(1  2 6),  (13  6),  (1  4 6),  (2  3 6),  (2  4 6),  (3  4 6), 


die  Eckpunkte 


(2  3 4 5),  (3  4 1 5j,  (4  1 2 5),  (1  2 3 5) 
(2  3 4 6),  (3  4 1 6),  (4  1 2 6),  (1  2 3 6) 


1)  V.  Staudt:  Geometrie  der  Lage,  Nüruberg  1847,  S.  43. 
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besitzen,  auf  einander,  indem  wir  je  zwei  ihrer  Ebenen,  Kanten  und 
Eckpunkte  einander  zu  weisen,  deren  Symbole  durch  Vertauschung  der 
Ziffern  5 und  6 in  einander  übergehen,  dann  schneiden  sich  die  homo- 
logen Ebenen  in  den  4 Geraden 

(1  5 6),  (2  5 6),  (3  5 6),  (4  5 6), 

welche  das  Vierseit  (5  6)  bilden;  in  den  6 Eckpunkten 
(1  2 5 6),  (1  3 5 6),  (1  4 5 6),  (2  3 5 6),  (2  4 5 6),  (3  4 5 6) 

dieses  Vierseits  schneiden  sich  die  entsprechenden  Kanten.  Die  homo- 
logen Eckpunkte  liegen  in  den  4 Geraden 

(2  3 4),  (3  4 1),  (4  12),  (12  3), 
welche  das  Vierkant  (1  2 3 4)  bilden;  in  den  6 Ebenen 
(12),  (13),  (14),  (2  3),  (2  4),  (3  4) 

dieses  Vierkants  liegen  die  entsprechenden  Kanten  der  Tetraeder.  Die 
beiden  Tetraeder  sind  also  perspektiv;  der  Punkt  (1  2 3 4)  ist  ihr  Kolli- 
neationszentrum,  seine  gegenüberliegende  Konfigurationsebene  (5  6)  die 
Kollineationsebene. 

Um  die  Konfiguration  zu  konstruieren,  können  wir  von  zwei  Per- 
spektiven Tetraedern  das  eine  und  das  KoUineationszentrum  beliebig 
im  Raume,  dagegen  die  4 Eckpunkte  des  zweiten  Tetraeders  nur  noch 
auf  den  4 Verbindungslinien  des  KoUineationszentrums  mit  den  Eck- 
punkten des  erst  angenommenen  Tetraeders  beliebig  annehmen.  Als- 
dann ist  aber  die  Konfiguration  bestimmt;  denn  die  4 paar  homologen 
Eckpunkte  der  Tetraeder  nebst  ihren  4 Verbindungslinien,  die  4 paar 
homologen  Seitenflächen  nebst  ihren  4 Schnittlinien,  die  6 paar  homo- 
logen Kanten  nebst  ihren  6 Schnittpunkten  und  6 Verbindungsebenen 
bilden  mit  »dem  KoUineationszentrum  und  der  KoUineationsebene  zu- 
sammen die  ganze  Konfiguration.  Aus  dieser  Betrachtung  ergiebt  sich 
unmittelbar: 

Die  Konfiguration  (i5g,  20^  ist  von  19  Parametern,  also  von  eben 
soviel  als  die  allgemeine  kubische  Flüche,  abhängig. 

Wir  werden  dieses  Resultat  später  auch  analytisch  begründen. 
Eine  gute  Einsicht  in  den  Aufbau  der  Konfiguration  gewährt  uns 
der  Satz: 

Das  vollständige  Fünfflach  der  Ebenen 

(1  6),  (2  6),  (3  6),  (4  6),  (5  6) 

und  das  vollständige  Fünfeck  Pg  der  diesen  Ebenen  gegenüberliegenden 

Punkte 

(2  3 4 5),  (3  4 5 1),  (4  5 1 2),  (5  1 2 3),  (1  2 3 4) 

ArchiT  der  Mmtbematik  und  Physik.  HL  Beihe.  II.  6 
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mavhcti  zusatnmen  die  ganze  Kanfiguralion  aus;  die  10  Ebetien  des 
Fünfecks  gehen  durch  je  eine  Kante  des  Fünfflachs  und  seine  10  Kanten 
durch  je  einen  Eckpunkt  desselben}) 

Bedeutet  nämlich  iklmn  eine  Permutation  der  5 Ziffern  1,  2,  3,  4,5, 
dann  ist  (ikl  6)  ein  beliebiger  der  10  übrigen  Konfigurationspunkte; 
dieser  ist  als  Schnitt  der  Ebenen  {i  6),  (Je  G),  (l  G)  ein  Eckpunkt 
des  Fünfflaebs  und  durch  ihn  geht  die  Kante  (ikl)  des  Fünfecks 
Pß.  Ferner  ist  (ik)  eine  beliebige  der  10  noch  übrigen  Konfigurations- 
ebenen; diese  ist  als  Verbindungsebene  der  Punkte  (iklmjf  (ikln\  (ikmn) 
in  dem  Fünfeck  Pg  enthalten  und  geht  durch  die  Kante  (/A'G)  des 
Fünfflachs 

Da  die  Ziffer  (i  mit  jeder  der  Ziffern  1,  2,  3,  4,  5 vertauscht 
werden  kann,  so  folgt,  dafs  jedes  der  vollständigen  Fünfflache  a:,,  a,, 
arg,  %,  :Tg  mit  je  einem  der  vollständigen  Fünfecke  Pj,  Pj,  Pg,  Pj,  P^,P^ 
die  ganze  Konfiguration  ausmacht. 

Von  Wichtigkeit  für  alle  späteren  Untersuchungen  ist  der  Satz: 

Die  allgemeinste  Konfguration  (fOg,  ^0^)  kann  dargesteUt  uerdett 
durch  0 Ihieare  Funktionen  Xj,  x^,  x^,  x^  det'  Punktkoordinaten 
Xf  yj  Zf  tcelche  der  Bedingung  genügen: 

-f  arg  + arg  + -h  ^5  -f  ajg  = 0. 

Die  15  Ebenen  arj  = x*  bleiben  nämlich  ungeändert,  wenn  man  zu  jeder 
der  G linearen  Funktionen  x^,  Xg,  Xg,  x.j,  X5,  Xg  eine  und  dieselbe 
willkürliche  Funktion  u addiert,  also  x,-  durch  x,-  -f  « = x,'  ersetzt.  So 
erhält  man  auch  mittelst  der  G linearen  Funktionen 

x'i  = Xi  — I (Xj  -f-  Xg  -f  Xg  4-  X4  + % + ^e)  > 
welche  der  Bedingung 

+ Xg  -f  xj  4-  ^4  + ar ' 4-  Xg  = 0 

genügen,  dieselbe  Konfiguration  (15g,  20g).  Demgemäfs  werden  wir  ' 
von  nun  an  voraussetzen,  dafs  I 

ari  4-  a-g  4-  arg  + a^4  + 2:5  4-  arg  = 0 

ist.  Nur  fünf  der  linearen  Funktionen  können  willkürlich  angenommen  i 
werden;  durch  sie  ist  die  sechste  eindeutig  bestimmt.  Hieraus  folgt 
wiederum,  dafs  die  Konfiguration  von  19  Parametern  abhängig  ist-  | 
Man  kann  nämlich,  ohne  dafs  die  Gleichungen  x,-  = x*  andere  Ebenen  | 
darstellen,  durch  einen  der  in  I 

Xk  = (liX  4-  hky  4-  Ck2  4-  dk 

1)  V.  Staudt:  Geometrie  der  Lage,  Nürnberg  1847,  S.  43. 
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enthaltenen  Parameter  a*,  6*,  c*,  rf*  alle  6 linearen  Funktionen  x^,  x^, 
^5;  ^6  dividieren;  erteilt  inan  den  nun  noch  in  Xt  vorkommenden 

3 und  den  4 • 4 Parametern  in  noch  4 andern  der  Funktionen  bestimmte 

6 

Werte,  daun  ist  die  sechste  lineare  Funktion  wegen  ^Xi  = 0 eindeutig 
bestimmt. 


§ 2. 

Fläche  zweiter  Ordnnng,  nach  welcher  die  Konfiguration  (1  •%,  20,) 

zu  sich  selbst  polar  ist. 

Wir  beziehen  die  Konfiguration  (15ß,  20,)  auf  das  Tetraeder  der 
4 Ebenen 

aTj  = 0 , = 0 , a*,  = 0 , a:^  = 0 

mittebt  der  Gleichung 

^6  — ^5  = «1(^1  - ^r.)  + «a(^2  - ^5)  + «s(^3  ~ ^5)  + «4(^4  - ^5) 
oder 

4 4 

^6  ~ ^5  = 2.’a,a:,-  — Axr^,  wo  Ä = 2Ja{ . 

1 1 

Infolge  der  identischen  Relation 

ari  + Xj  + X,  + X.1  + X5  -b  x,  = 0 


wird 


(A  — 2)x,  = £(a{  -f  l)x,-, 


{A  — 2)Xg  = — 27(a,-  — 1 + A)Xi . 

1 

Wir  behaupten: 

Bezüglich  der  reellen  oder  imaginären  Fläche  zweiter  Ordnwng 


F* 


Zai(xi  - X5)*  = (Xß  - x^y 
1 


ist  jeder  Konfigurationspunkt  der  Fol  der  gegenüberliegenden  Konfiguratiims- 
ettene  und  jede  Konfiguraiionsgerade  die  Polare  der  gegenüherHegemlen 
Konfigu  rationsgeradni. 

Denn  die  Polarebene  eines  Punktes  (x,‘,  x,',  x,,  x^  bezüglich  der 
Fläche  F^  wird  durch  die  Gleichung 


£ai(xi  ^5)  ^5)  — ^ 


dargestellt.  Die  Polarebene  des  Punktes  (1  2 3 5)  z.  B.,  für  welchen 

x[  = X,  ==  X,  = X,',  x;  - x^  = «^(x^  - X,) 
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ist,  hat  daher  die  Gleichung 

- x^)  - (x^  - x^){x^  -x^)  = 0 

oder 

x^-x^  = 0, 

fällt  also  mit  der  Ebene  (4  6)  zusammen.  Ebenso  ist  jede  der  Ebenen 
(1  6),  (2  6),  (3  6)  und  überhaupt  jede  der  Ebenen  (ik)  die  Polare  des 
gegenüberliegenden  Punktes  der  Konfiguration.  Da  ferner  die  Punkte 
{iklm)j  {ikl'n),  (iklp)  auf  der  Geraden  (ikl)  liegen,  ihre  resp.  Polaren 
{np)j  {nip)y  (mn)  aber  durch  die  Gerade  {mnp)  gehen,  so  sind  die  sich 
in  der  Konfiguration  gegenüberliegenden  Geraden  {ikl)  und  (ninp)  re- 
ziproke Polaren  bezüglich  der  Fläche  F^. 

Der  von  Caporali^)  zuerst  bewiesene  Satz,  dafs  die  Konfiguration 
(15g,  20g)  in  einem  Polarsystem  sich  selbst  zugeordnet  ist,  ist  insofern 
von  Wichtigkeit,  als  wir  dadurch  zu  jedem  Gebilde,  das  wir  aus  der 
Konfiguration  ableiten,  ohne  weiteres  ein  reziprokes  Gebilde  finden. 
Die  Gleichung  der  Fläche  läfst  sich  umformen  in 

4 4 

— 2x^Z(iiXi  {A  — l)ic^  + 2x^x^  — 3^-0 
1 1 

und  wegen 

4 

2JttiXi  = Xg-\-  (Ä  — l)x^ 

1 

in 

ayx\  -f  a^x\  + agx|  + a^x\  - — 1)  — x|  = 0. 

Die  6 Ebenen  Xi  = 0 bilden  also  ein  Polsechsflach  der  Fläche  jP*,  d.  h. 
ein  Sechsflach,  von  dessen  20  Eckj)unkten  jeder  dem  gegenüber- 
liegenden Eckpunkte  konjugiert  ist.^)  Wie  man  das  Polsechsflach 
aus  der  Konfiguration  konstruieren  kann,  werden  wir  später  (§  3) 
sehen. 


§3. 

Ableitung  einer  Fläche  F®  dritter  Ordnung  aus  der  Konfiguration 

(15.,  20.)- 

Das  Vierkant  (1  2 3 4)  besteht,  wie  wir  wissen,  aus  den  Geraden 
(2  3 4),  (3  4 1),  (4  1 2),  (1  2 3)  und  den  Ebenen  (1  2),  (1  3),  (1  4), 
(2  3),  (2  4),  (3  4).  Es  hat  drei  Paar  Gegenebenen  (1  2),  (3  4);  (1  3), 


1)  Caporali:  Sopra  i piani  cd  i punti  della  auperficie  di  Kummer,  Ac. 
dei  Liucei,  1878. 

2)  Über  Polsechsflache  vgl.  Reye:  Geometrie  der  Lage,  II.  Abt.  III.  , 
S.  281  und  in  Grelles  Journal  77,  1878. 
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(2  1);  (^1  4),  (2  3).  Die  Gerade,  in  der  eine  Ebene  von  ihrer  Gegen- 
ebene  geschnitten  wird,  nennen  wir  eine  Nebenkante  des  Vierkants  und 
der  Konfiguration.  Die  drei  Nebenkanten  des  Vierkants  (1  2 3 4)  be- 
zeichnen wir  durch  die  Symbole  (1  2)  (3  4),  (1  3)  (2  4),  (1  4)  (2  3). 
Überhaupt  hat  jedes  der  15  Vierkante  (iklm)  drei  Nebenkanten.  Die 
Konfiguration  (15g,  20g)  besitzt  demnach  45  Nebenkanten 

Xi  — Xk  = Xi  — Xm  = 0. 

Da  jede  Konfigurationsebene  {ik)  zu  sechs  Vierkanten  gehört,  nämlich 
zu  den  Vierkanten,  deren  Scheitel  die  6 in  {ik)  liegenden  Punkte 
{iklm)  sind,  und  da  sie  in  jedem  Vierkant  eine  Gegenebene  hat,  so 
liegen  in  jeder  Konfigurationsebene  6 Nebenkanten.  Beispielsweise 
liegen  in  der  Ebene  (12)  die  Nebenkanten  (1  2)  (3  4),  (1  2)  (3  5), 
(1  2)  (3  6),  (1  2)  (4  5),  (12)  (4  6),  (1  2)  (5  6).  Da  ferner  durch  jede 
Nebenkante  2 Konfigurationsebenen  gehen,  so  folgt  auch  hieraus,  dafs 
es  45  Nebenkanten  giebt.  Die  beiden* Nebenkanten  (13)  (2  4)  und 
(1  4)  (2  3)  liegen  in  einer  durch  die  Gleichung 

x^  x^  — x^  x^ 

repräsentierten  Ebene.  Die  drei  Nebenkanten  eines  beliebigen  Vierkants 
{iklm)  der  Konfiguration  können  übrigens  durch  drei  Ebenen  a ver- 
bunden werden.  Durch  die  Konfiguration  werden  demnach  45  Ebenen 

CC  Xi  ~{-  X^  = X[  -j-  Xpi 

bestimmt.  Die  beiden  Ebenen  a,  die  durch  die  Schnittgerade 
(12)  (3  4)  der  Ebenen  x^  — x^  = 0 und  x^  — x^  — 0 gehen,  haben  die 
Gleichungen 

oder  (rCi  — x^)  + {x^  — x^)  = 0, 

“b  ^4  — ^2  "b  ~ ^i)  ~ (^3  “ ^4)  ~ ^5 

sie  sind  also  durch  die  Ebenen  (12)  und  (3  4)  harmonisch  getrennt. 
Überhaupt  ergiebt  sich: 

Die  beiden  durch  eine  Nebenkante  (ik){lm)  gehenden  Ebenen  a sind 
harmonisch  getrennt  durch  die  beiden  Konßgurationsebenen,  welche  sich 
in  dieser  Nebenkante  schneiden. 

Die  geometrische  Begründung  folgt  aus  dem  Satze:  Im  voUständigen 
Vierkante  sind  je  zwei  Gegenebenen  harmonisch  getrennt  durch  die 
beiden  Nebenkanten,  in  denen  sich  die  übrigen  Gegenebenen  schneiden. 
So  sind  z.  B.  in  dem  Vierkante  (1  2 3 4)  die  Gegenebenen  (12)  und 
(3  4)  harmonisch  getrennt  durch  die  Strahlen  (13)  (2  4)  und  (14)  (2  3), 
welche  aber  aus  dem  Strahle  (1  2)  (3  4),  der  Schnittlinie  der  Ebenen 
(12)  und  (3  4),  durch  zwei  Ebenen  a projiziert  werden. 
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Dir  45  Ehmen  a schneiden  sich  zu  drei  in  15  Geraden  g,  von 
denen  eine  beliebige  durch  die  Doppelgleichung 

Xi  Xjt  = Xt  “}“  Xfn  = Xfi  ~j“  Xp 

dargestelU  wird. 

Dafs  mit  der  Konfiguration  15  Geraden  g verbunden  sind,  ergieht 
sich  wie  folgt:  Nimmt  man  die  erste  Kombination  ik  willkürlich  an, 
was  auf  15  Arten  möglich  ist,  dann  kann  man  noch  die  3 Doppel- 
gleichungen 

Xi  -f-  Xk  = Xi  “1“  Xn\  Xn  "1“  “1”  "1“  ^ ^ “f“ 

Xi  Xjc  = Xi  "i“  Xp  Xffi  “I”  Xn 

aufstellen;  bei  dieser  Bildungsweise  erhält  man  aber  jede  Doppel- 

gleichung  dreimal,  also  giebt  es  — ^ — =15  solcher  Gleichungen,  imd 

jede  stellt  eine  Gerade  g dar.  Da  jede  Gerade  g die  Schnittlinie  von 
drei  Ebenen  « ist  und  in  jeder  Ebene  a zwei  der  45  Nebeiikaiiten 
(ik)(lm)  liegen,  so  wird  die  Gerade  g von  6 Nebenkanten  geschnitten. 
Beispielsweise  repräsentiert  die  Doppelgleichung 

Xi  X^  = X^  + X^  = X^  2*6 

eine  Gerade  g,  welche  die  Nebenkanten  (13)  (2  4),  (14)  (2  3),  (15)  (2  6), 
(1  6)  (2  5),  (3  5)  (4  6),  (3  6)  (4  5)  schneidet.  Wegen  der  identischen 
Relation 

Xi  Xk Xi -{■  x„, Xn Xp  = 0 

folgt  aus 

Xi  ~{~  X)c  = Xi  “b  Xfn  Xfi  “f"  Xp. 

Xn  "b  Xp  = 0. 

Die  15  Geraden  g werden  demnach  auch  dargestelU  durch 
ik  • Im  • np  Xi  Xk  = Xi  x,n  = Xn-\-  Xp  — Oy 

d.  h.  durch  beliebige  zwei  dieser  Gleichungen. 

Es  treten  hier  15  neue  Ebenen 
ik  Xi  -b  a:*  = 0 

auf,  welche  zu  drei  durch  die  Geraden  g gehen.  Wir  wollen  unter- 
suchen, in  welcher  Beziehuug  die  Ebenen  ik  zu  der  Konfiguration 
stehen.  Durch  die  Gerade  1 2 • 3 4 • 5 6 gehen  die  3 durch  die 
Gleichungen 

Xy^-\-  x^  — x^  — Xj^  = 0,  Xy-\-  x^- x^  — x^  = 0, 

(x^  -b  a:,  - ^3  - arj  - {x^  + a;,  - - a^g)  = 0 
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dargestellten  Ebenen  cc.  Die  vierte  harmonische  Ebene  zu  diesen 
drei  Ebenen  a,  welche  der  dritten  zugeordnet  ist,  hat  die  Gleichung 

u =■•  (a:i  + — 0:3  — Xj^  + {x^  -]r  x^  — Xr^  — x^  = 0. 

Da  wegen  der  identischen  Gleichung  zwischen  den  6 linearen  Funktionen 

X\f  X^f  X^j  Xj^j  X^f  Xq 

X^  X^  X^  Xq  = -f-  3*3 

ist,  SO  folgt 

u = 3(3;,  + X^)j 

d.  h.  die  Ebene  u = 0 ist  identisch  mit  der  Ebene  1 2.  Wir  können 
mithin  den  Satz  aussprechen: 

Fow  den  3 Ebenen  a,  die  sich  in  einer  der  15  Geraden  g schneiden, 
ist  jede  durch  die  beiden  übrigen  von  einer  der  15  Ebenen  ik  hamionisch 
getrennt. 

Man  kann  also  die  Ebenen  ik  aus  den  Ebenen  a ableiten;  aber 
auch  umgekehrt  diese  aus  jenen.  Nämlich  in  der  Geraden  1 2 • 3 4 • 5 6 
schneiden  sich  die  Ebenen  12,  3 4,  5 6,  deren  Gleichungen 

3Ti  + 3:,  = 0,  3:3  + 3:4  = 0,  x^  -f  = 0 

6 

sind.  Wegen  der  identischen  Relation  EXi  — 0 repräsentiert  aber  auch 
die  Gleichung 

(3*1  + ^2)  + (^3  + ^4)  = 0 

die  Ebene  5 6.  Von  dieser  Ebene  ist  durch  12  und  34  harmonisch 
getrennt  die  Ebene  a 

(3:,  + x^)  — (xs  + 3:4)  = 0. 

Aus  dieser  Betrachtung  folgt: 

Von  den  drei  Ebenen  ik,  welche  durch  eine  belirhige  de)-  15  Gereuten 
g gehen,  ist  jede  durch  die  beiden  übrigen  von  citier  der  45  Ebcneti  a 
harmonisch  getrennt. 

ln  der  Ebene  5 6 liegen  die  Geraden  12-34-5  6,  13-24-5  6, 
1 4 • 2 3 • 5 6 und  bilden  in  ihr  ein  Dreiseit  0 6. 

Die  15  Geraden  g liegen  denmach  zu  dreioi  in  den  15  Ebenen  ik 
und  bilden  in  ihnen  15  Dreiseite  ik  od<^  A. 

Die  Ebene  56  schneidet  in  den  drei  Seiten  g ihres  Dreiseits  A 
die  drei  paar  Ebenen  12,  34;  13,  2 4;  14,  2 3.  Konstruiert  man  zu 
jedem  dieser  drei  Ebenenpaare  diejenige  Ebene,  welche  von  der  Ebene 
5 6 durcli  die  beiden  Ebenen  des  betretfenden  Pajires  harmonisch  ge- 
trennt ist,  dann  erhält  man  die  durch  die  Gleichungen 

Xi  “t“  3*2  = 3*3  -{”  X^,  X^  3^3  = X^  “f-  X^,  X^  ~{“  X^  = X^  X^ 
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repräsentierten  Ebenen  a des  Vierkants  (1  2 3 4).  Diese  bestimmen 
den  Konfigiirationspunkt  (1  2 3 4),  dessen  Symbol  mit  dem  der  Ebene 
5 6 keine  Ziffer  gemein  hat.  Führt  man  die  analoge  Konstruktion  für 
jedes  der  15  Dreiseite  ik  aus,  dann  erhält  man  sämtliche  15  Konfigu- 
rationspunkte Qmnp). 

Man  kann  auf  diese  Weise  die  Konfiguration  (15g,  2O3)  direkt  aus 
den  15  Ebenen  ik  äbleiten. 

Die  Gerade  1 2 • 3 4 • 5 6 liegt  mit  den  drei  paar  Geraden  1 2 • 3 5 • 4 6, 
12- 36 -45;  15 -34. 26,  16. 34- 25;  13 -24-56,  14 -23 -06  in 
je  einer  der  Ebenen  12,  34,  56  und  bildet  mit  ihnen  die  Dreiseite  1 2, 
34,  5 6.  Überhaupt  ergiebt  sich: 

Jede  Gerade  g schneidet  6 andere  Geraden  g utui  bildet  mit  ihtien 
3 Dreiseite  A,  wahrend  sie  zu  den  8 übrigen  im  aUgemeineti  windschief 

ist.  Die  — ^ — = 45  Schnittpunkte  der  15  Geraden  g sind  die  Eckpunkte 

der  15  Dreiseite  A. 

Für  die  Gerade  ik  Im  • np  ist 

Xi  = Xky  Xi  = ^my  • 

Sie  erfüllt  also  die  Gleichung 
oder 

+ + + + = 

Die  15  Geraden  g liegen  detnnach  auf  der  allgemeineti  kubischen  Fläche 

Diese  hat  die  15  Ebenen  ik  zu  dreifach  berührenden  Ebenen.  Die 
12  übrigen  Geraden  der  Fläche  F’,  welche  vo^i  den  15  Geraden  g rer- 
schieden  sind,  bilden  eine  reelle  oder  imaginäre  Doppelsechs  auf  F^  und 
werden  durch  eine  guadratische  Gleichung  bestimmt. 

Dafs  die  Fläche  F*  eine  allgemeine  kubische  ist,  folgt  aus  dem 
von  Cremona^)  bewiesenen  Satze:  Man  kann  die  Gleichung  der  all- 
gemeinen Fläche  dritter  Ordnung  auf  die  Form  der  Summe  der  dritten 
Potenzen  von  6 linearen  Funktionen  mit  verschwindender  Summe 
transformieren.  Die  ziemlich  weitläufige  Aufstellung  der  quadratischen 
Gleichung,  von  der  die  12  übrigen  Geraden  der  Fläche  F*  abhangen, 
unterdrücken  wir  der  Kürze  wegen;  wir  wollen  hier  nur  den  Gang  der 
Untersuchung  andeuten.  Bedeutet  ikl  eine  Permutation  der  Ziffern 
1,  2,  3,  dann  sind  die  drei  Geraden  4b  • ik  - Ql,  5 6 • AZ  - 4t,  6 4 - /i - ök, 
welche  von  der  Geraden  6Z  - 4t  - 5A  geschnitten  werden,  zu  einander 
windschief.  Die  durch  diese  drei  Geraden  gelegte  Regelfläche  zweiter 

1)  Vgl.  Cremona;  Math.  Annalen  18,  302. 
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Ordnung  mufs  auch  die  Gerade  61  • 4i  • bk  enthalten.  Die  Regelfläche 
und  die  Fläche  müssen  also  noch  eine  Kurve  zweiter  Ordnung 
gemein  haben,  welche  aber  in  zwei  Geraden  zerfällt.  Da  das  obige 
Schema  6 Tripel  windschiefer  Geraden  darstellt  (wir  können  nämlich 
für  ik  setzen  12,  21;  13,  31;  23,  3 2),  so  gelangen  wir  auf  diese 
Weise  zu  den  noch  fehlenden  Geraden  der  kubischen  Fläche  F^. 

Im  Folgenden  stellen  wir  eine  Betrachtimg  über  die  Steinerschen 
Trieder  an,  welche  von  den  15  Ebenen  gebildet  werden. 

In  dem  Schema 


12-34.56 

13-24-56 

23- 14-56 

12-35-46 

13-25.46 

23-15-46 

12-36-45 

13-26-45 

2316-45 

stellen  die  Horizontalreihen  drei  Dreiseite  ik  dar,  welche  von  den 
Ebenen  5 6,  4 6,  4 5 aus  dem  Dreiflach  der  Ebenen  12,  13,  2 3 aus- 
geschnitten werden;  die  Vertikalreihen  repräsentieren  drei  Dreiseite  ik, 
welche  von  den  Ebenen  12,  13,  2 3 aus  dem  Dreiflach  der  Ebenen 
56,  4 6,  45  ausgeschnitten  werden.  Jedes  dieser  beiden  Dreiflache 
wird  also  von  den  Ebenen  des  andern  in  drei  Dreiseiten  A der  Fläche 
F geschnitten.  Die  drei  Ebenen  2 3,  31,  12  bilden  ein  Stein ersches 
Trieder  und  schneiden  sich  in  dessen  Scheitelpunkt 

^2  ^5  ^3  “b  ~ “b  ^2  ~ 0 

oder 

= 0. 

Die  Ebenen  5 6,  6 4,  45  bilden  das  konjugierte  Trieder;  sie  schneiden 
die  Fläche  und  zugleich  das  erstere  Trieder  in  je  einem  Dreiseite  A. 
Von  den  15  Ebenen  ik  werden  10  paar  konjugierter  Trieder  gebildet. 
Bezeichnen  wir  das  Dreiflach  der  Ebenen  ik,  kl,  li  durch  ikl,  dami 
sind  zwei  Dreiflache,  wie  123  und  4 5 6,  deren  Symbole  keine  Ziffer 
gemein  haben,  allemal  konjugierte  Steinersche  Trieder.  Die  60  Kanten 
der  20  Steinerschen  Trieder  nennt  man  Pascalgeraden  p*), 
ihre  Scheitel  Steinerpunkte  S.  Eine  beliebige  der  60  Pascal- 
geraden  2>  wird  durch 

1)  Wenn  die  12  Geraden  der  Doppelscchs  der  Fläche  F*  sich  auf  6 durch 
einen  Punkt  gehende  Geraden  reduzieren,  dann  ist  dieser  Punkt  ein  Doppelpunkt 
der  Fläche  F®.  Die  15  Geraden  g liegen  nach  wie  vor  zu  dreien  in  15  dreifach 
beriihrenden  Ebenen  A , und  durch  jede  Gerade  g gehen  drei  Ebenen  A . An 
da«  System  dieser  15  Geraden  g und  16  Ebenen  A hat  Cremona  in  seiner  Ab- 
handlung: Teoremi  stereometrici  dai  quali  si  deducono  le  i)roprietä  del  esagramma 
di  Pascal  (Mem.  d.  R.  Accad.  dei  Lincei  1876 — 77)  die  Theorie  der  Pascal  sehen 
Sechsecke  geknüpft  und  derselben  die  Bezeichnung  Pascalgeradc  und  ebenso 
die  später  folgenden  Namen  entlehnt. 
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Ridolf  FrscK: 


ik  • il  oder  i (^t)  — Xi  = Xk  — Xi 

und  ein  beliebiger  Steinerpunkt  S durch 

(i)  (k)  (t)  Xi  -jr  Xk  = Xk  + Xi  = Xi Xi  = 0 


oder 


Xi  = Xk  — Xi  0 


dargestellt.  Die  Trieder  156,  256,  356,  456  haben  die  dreifach 
berührende  Ebene  5 6 gemein.  Von  den  12  Kanten  dieser  4 Trieder 
liegen  in  der  Ebene  5 6 die  8 folgenden: 

56*15,  56*25,  56*35,  56*45, 

56*16,  56*26,  56*36,  56*46; 

die  4 übrigen  Kanten  sind 

15*16,  25*26,  35*36,  45*46, 

und  diese  befinden  sich  in  der  Konfigurationsebene  (5  6).  Die  Scheitel 
(1)(5)(6),  (2)  (5)  (6),  (3)  (5)  (6),  (4)  (5)  (6)  der  4 Trieder  liegen  also 
sowohl  in  der  Ebene  5 6 als  auch  in  der  Konfigurationsebene  (5  6)  und 
mithin  auf  einer  Geraden 

x^-\-  x^  = x^- x^  = 0 

oder 

x^  = x^  = 0. 

Demnach  ergiebt  sich: 

Jede  Ebene  ik  gehört  4 der  20  Steiner  sehen  Trieder  an  und  ent- 
hält 8 von  deren  12  Kanten'^  die  4 übrigen  Kanten  liegen  in  der  Kon- 
figurationsebene  {ik),  deren  Symbol  mit  denselben  Ziffern  wie  das  der 
Ebene  ik  geschrieben  wird. 

I 

Dieser  Satz  enthält  eine  andere  Konstruktion  der  Konfiguration 
(15g,  20j)  aus  den  15  Ebenen  ik. 

Die  60  Fasealgeraden  p liegen  zu  acht  in  den  15  dreifach 
berührenden  Ebenen  ik  und  zu  vier  in  den  15  Konfigurationsebeneti 
Die  20  Steinerpunkte  S liegen  zu  vier  auf  15  Steinergeraden  s 

(i)  (k)  Xi  Xk  = Xi  — Xk  ^ 0 

oder 

Xi  — Xk  = 0 . 

Die  Steinergerade  (1)(2)  in  der  Ebene  (12)  der  Konfiguration 
schneidet  die  Konfigurationsgeraden  (1  2 3),  (1  2 4),  (1  2 5),  (1  2 6 l in 
den  Steinerpunkten  (1)(2)(3),  (1)(2)(4),  (1)(2)(5),  (1)(2)(6),  also: 

In  jeder  Konfigurationsebene  liegt  eim  Steinergerade;  sie  schneidet 
die  4 Konfigurationsgeraden  dieser  Ebene  in  4 Steiner  punkten.  j 

i 

s 
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Die  Steinergeraden  (l)(6),  (2)  (6),  (3)  (6),  (4)  (6),  (5)  (6) 
erfüllen  sämtlich  die  Bedingung  = 0 und  liegen  somit  in  einer 
Ebene  (6);  ihre  10  Schnittpunkte  sind  die  Steinerpunkte  (1)(2)(6), 
(1)(3)(6),  (1)(4)(6),  (1)(5)(6),  (2)  (3)  (6),  (2)  (4)  (6),  (2)  (5)  (6), 
(3)  (4)  (6),  (3)  (5)  (6),  (4)  (5)  (6).  Hieraus  folgt: 

Durch  die  Konfiguration  20^  {oder  durch  die  Fläche  F^) 

tcerden  6 Ebenen 

(0  Xi  = 0, 

die  Cremona- Ebenen  y‘),  bestimmt.  Nämlich  jede  Cremona-Ebene  y 
enthält  ein  vollständiges  Fünfseit  aus  5 Steiner  geraden  und  10  Steiner- 
punkten.  Durch  die  Konfiguration  {15^,  20^)  (oder  durch  die  Fläche 
F’)  wird  ein  Sechsflach  bestimmt,  welches  die  6 Cremona-Ebenen  y 
zu  Flächen,  die  15  Steiner  geraden  s zu  Kanten  und  die  20  Steiner- 
p unkte  S zu  Eckpunkten  hat.  Die  Gegeneckpunkte  dieses  Sechsflaches 
sind  konjugierte  Steiner  punkte,  also  reziproke  Pole  bezüglich  der  Fläche 
F\  Das  Sechsflach  ist  ein  Polsechsflach  der  kubischen  Fläche.^) 

Durch  die  Kante  (i)  (A:)  des  Polsechsflachs  gehen  die  Ebenen 
(f),  {k'),  (ik),  ik,  welche  die  Gleichungen  haben 

a:,  = 0 , Xk=^0,  Xi  — Xk  = 0 , Xi  = 0 . 

Hieraus  folgt: 

Durch  jede  der  15  Kanten  {t)  (k)  des  Polsechsflaches  geht  eim 
Konfigurationsebene  (ik)  und  eine  der  15  Ebetwn  ik;  diese  trennen  die 
Iteiden  durch  die  Kante  gehenden  Ebenen  {i)  und  (k)  des  Sechsflaches 
harmonisch.  , 

Wenn  man  mittelst  der  15  Dreiseitebenen  ik  die  Steinerpunkte, 
Steinergeraden  und  Cremonaebenen  konstruiert  hat,  erhält  man 
hieraus  sofort  die  15  Konfigurationsebenen  {ik). 

Aus  unseren  Untersuchungen  ergiebt  sich  für  die  allgemeine 
kubische  Fläche  mit  27  reellen  Geraden: 

Scheidet  man  die  12  Geraden  einer  Doppelsechs  aus,  dann  kann 
man  aus  den  15  übrigen  Geraden  g das  eben  beschriebene  System  atts 
15  dreifach  hetiihrcndeti  Ebenen  A,  60  Pascalgeraden  p,  20  Steiner- 
punkien  S,  15  Steinergeraden  s und  6 Cremonaebenen  y und  eine 
Konfiguration  (75,,  20^  ableiten.  Diese  Ableitung  von  36  Polsechsflachen 
der  kubischen  Fläche  aus  ihren  27  Geraden  rührt  von  Cremona^)  her. 
Man  erhält  aber  zugleich  aus  den  27  Geraden  36  Konfigurationen  {15^ , 20^). 

1)  DieHe  Bezeichnung  rührt  von  Reye  her;  vgl.  seine  Geometrie  der  Lage, 
m.  Abt.  S.  187. 

2)  Reye:  Geometrie  der  Lage  ITT.  Abt  S.  115. 

3)  Cremona,  a.  a.  0. 
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Ri  dolf  Fi’nck: 


§ 4. 

Bestimmung  einer  Fläche  ^ dritter  Klasse  aus  der  Konfiguration 

(lös,  2O3). 

Da  die  Konfiguration  (lOg,  2O3)  sich  selbst  polar  ist,  so  mufs  sich 
aus  ihr  auch  eine  Fläche  dritter  Klasse  ergeben.  Um  dieselbe 
kennen  zu  lernen,  brauchen  wir  nur  zu  den  Sätzen  des  letzten  Para- 
graphen die  reziproken  aufzustellen. 

Die  drei  paar  Gegenpunkte  eines  Vierseits  (ik)  der  Konfiguration 
werden  durch  drei  Diagonalen  verbunden,  welche  sich  in  drei  Punkten 
schneiden.  Mit  der  Konfiguration  sind  demnach  45  Punkte  A ver- 
bunden. Die  Punkte  A liegen  zu  dreien  auf  15  Geraden  Die  anf 
diese  Weise  durch  die  Konfiguration  bestimmten  Geraden  g'  gehen  zn 
dreien  durch  15  Punkte  D und  bilden  also  15  Dreikante  D.  Anf 
jeder  der  15  Geraden  g'  liegen  drei  Punkte  2).  Jede  Gerade  g'  kommt 
also  in  drei  Dreikanten  D vor  und  wird  von  6 andern  Geraden  g'  ge- 
schnitten, während  sie  zu  den  8 übrigen  im  allgemeinen  windschief 
ist.  Ein  beliebiges  der  15  Dreikante  7)  hat  mit  sechs  andern  je  eine, 
mit  den  8 übrigen,  aber  keine  Kante  gemein.  Die  45  Ebenen  der 
15  Dreikante  D gehen  zu  sechs  durch  die  15  Geraden  g\  Die 
15  Geraden  g'  liegen  auf  einer  allgemeinen  Fläche  0^  dritter  Klasse, 
welche  durch  die  Konfiguration  eindeutig  bestimmt  ist.  Jeder  der 
15  Punkte  D ist  ein  dreifacher  Punkt  der  Fläche  <!>•'’;  die  Ebenen  des 
Dreikants  D berühren  in  seinem  Scheitelpunkt  D die  Fläche  0*.  Man 
kann  aus  der  Fläche  0^  die  Konfiguration  wieder  ableiten.  Konstruiert 
man  nämlich  auf  jeder  Kante  g'  eines  Dreikants  D den  Punkt,  der  den 
Scheitelpunkt  7)  von  den  beiden  andern  auf  g’  liegenden  dreifachen 
Punkten  7)  der  Fläche  0^  harmonisch  trennt,  dann  erhält  man  die 
3 Punkte  A einer  Konfigurationsebene,  und  die  drei  Pimkte  A bestimmen 
die  Konfigurationsebene. 


§ 5. 


Beziehung  der  Konfiguration  (15^,  20,)  zu  einem  System  von  10  Kegel- 
schnitten, 15  Flächen  zweiter  Ordnung  und  einer  Fläche  vierter  Ordnung 

mit  15  Doppelpunkten. 


Drei  Konfigurationsebenen  (fÄ),  (^w),  («j»),  welche  zu  zweien 
keine  Konfigurationsgerade  gemein  haben,  bestimmen  einen  Punkt 
Q oder 

{ik)  {Im)  {np)  a;,-  — a;*  = a?,  — = 0 . 


j 
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In  der  Konfigurationsebene  (1  2)  liegen  die  drei  Punkte  (1  2)  (3  4)  (5  6), 
(1  2)  (3  5)  (4  6),  (1  2)  (3  6)  (4  5),  und  ebenso  viele  Punkte  Q befinden 
sich  in  jeder  andern  Konfigurationsebene.  Die  Ebene  (12)  der  Kon- 
figuration schneidet  die  Nebenkanten  (3  4)  (5  G),  (3  5)  (4  6),  (3  6)  (4  5) 
des  gegenüberliegenden  Konfigurationspunktes  (3  4 5 6)  in  den  Punkten 
(1  2)  (3  4)  (5  6),  (1  2)  (3  5)  (4  6),  (1  2)  (3  6)  (4  5).  AUgeraein  er- 
giebt  sich: 

Vofi  dem  Vierkante  eines  Konfiguratimspnnktes  gehen  die  drei 
Nebenkanteti  durch  die  drei  Tunkte  Q der  gegenüberliegenden  Konfigura- 
tionsel/ene. 

Die  6 Punkte  (1  4)  (2  5)  (3  6),  (1  4)  (2  6j  (3  5),  (1  5)  (2  4)  (3  6), 
(1  5)  (2  G)  (3  4),  (1  6)  (2  5)  (3  4),  (1  6)  (2  4)  (3  5)  genügen  sämtlich 
der  Gleichung 

^ Xy-\-  x^-^r  x^-\-  x^. 

6 

Wegen  der  identischen  Relation  ^Xi  — 0 folgt  hieraus 

1 

+ rrj,  + = 0 

und  die  genannten  6 Punkte  Q liegen  in  einer  Ebene 
[12  3]  = [45  6]  x^-\- x^->r  x^^Xj^-]r  x^-]r  x^  = 0. 

Durch  die  Konfiguration  (i5g,  20^  werden  überhaupt  10  Ebenen 
[lÄ'?]  = [mnp]  Xi  Xk  Xi  = x,n  -{■  Xn  -\r  Xp  ^ 0 

bestimmt^  die  je  6 Punkte  Q efithalten. 

Durch  den  Punkt  (12)  (3  4)  (5  G)  gehen  die  4 Ebenen 

[135]  = [246],  [136]  = [245],  [235]  = [l46],  [236]  = [145]. 

Die  10  Ebenen  \ikl\  gehen  demnach  eu  mer  durch  die  lf>  Punkte  Q. 
Die  10  Ebenen  [*A*f]  schneiden  sich  Ln  45  Geraden  r,  von  denen 
eine  beliebige  durch 

[ikZ]  [ikm]  Xi  + Xk -V  Xi  = Xi Xk  + x„,  = 0 

dargestellt  wird.  Durch  Subtraktion  der  beiden  Gleichungen  folgt 

Xi  — Xm^  0, 

d.  h.  die  Konfigurationsebene  (Im)  geht  durch  die  Gerade  [tÄ:?]  [i‘A*7m]. 
Mithin  werden  die  Gegenkanten  [3  5 1]  [3  5 2],  [3  6 1]  [3  6 2];  [1  5 3] 
[I  5 4],  [1  6 3]  [1  6 4];  [1  3 5]  [1  3 G],  [1  4 5]  [1  4 6]  des  Vierseits  der 
4 durch  den  Punkt  (1  2)  (3  4)  (5  6)  gehenden  Ebenen  [ikf]  paarweise 
durch  die  resp.  Ebenen  (1  2),  (3  4),  (5  6)  verbunden.  Wir  können 
also  den  Satz  aussprechen: 

Jeder  der  15  Punkte  Q ist  Scheitelpunkt  eines  vollständigen  Vierseits 
aus  4 Ebenen  [iA:/]  und  6 Geraden  r.  Die  Diagonalebenen  des  Vierseits 
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Rudolf  Funck: 


sind  die  drei  durch  diesen  Punkt  Q gehenden  Konßgurationsehenen.  Die 
Konfiguration  20^  kann  somit  aus  den  10  Ebenen  abgeieitd 

werden. 

In  der  Ebene  (12)  der  Konfiguration  ist  das  Dreieck  der  Punkte 
(1  2)  (3  4)  (f)  6),  (1  2)  (3  5)  (4  6),  (1  2)  (3  (i)  (4  5)  enthalten.  Diesen 
Punkten  Q liegen  in  dem  Dreieck  die  resp.  Geraden  [3  4 1j|3  4 2], 
[3  5 IJ  [3  5 2],  [3  6 1]  [3  G 2]  gegenüber;  denn  z.  B.  die  Punkte  (1  2) 
(3  5)  (4  G)  und  (1  2)  (3  6)  (4  5)  liegen  sowohl  in  der  Ebene  [3  4 1]  als 
auch  in  der  Ebene  [3  4 2J  und  also  in  der  Schnittgeraden  |3  4 1]  (342J 
dieser  beiden  Ebenen. 

Die  45  Schnittlinien  r der  10  Ebenen  [*/^/]  bilden  demnach  in  den 
15  Konfiguratümsebenen  15  DreLseite,  dereti  Eckputikte  die  15  Punkte  Q 
sind.  Dieser  Satz  giebt  eine  zweite  Konstruktion  der  Konfiguration 
(15^,  20^)  aus  den  10  Ebenen  [iÄ:/]  an. 

Keine  zwei  der  15  Dreiseite  hohen  eine  Seite  gemein;  aber  jeder 
Eckpunkt  Q gehiht  drei  von  ihnen  an. 

Eine  der  105  Verbindungsgeraden  der  15  Punkte  Q ist  nur  dann 
eine  Gerade  r,  wenn  sie  zwei  in  derselben  Konfigurationsebene  liegende 
Punkte  Q verbindet. 

Mit  Hilfe  des  Satzes  S.  18  folgt: 

In  ihrem  Dreiseit  ivird  eine  Konfigurationsehene  von  dem  DreHkant 
geschnitten,  welches  aus  den  Nebenkanten  und  den  Elnmen  a des  gegen- 
überliegenden Konfigurationspunktes  besteht. 

Durch  Addition  der  Gleichungen 

+ Xs  = 0,  x^-\-  x^-\-  x^  = 0 

der  Geraden  [ 1 2 3]  [ 1 2 4]  erhält  man  wegen  ^Xj  = 0 die  Gleichung 

1 

Xi x^  = Xr^ x^ 

und  durch  Subtraktion 

x^  — x^  = 0 . 

Die  Ebenen  [1  2 3]  und  [12  4]  werden  also  harmonisch  getrennt  durch 
die  Konfigurationsehene  (3  4)  und  die  Ebene  a,  deren  Gleichung 
Xi  x^  = x^  -V  x^  ist. 

In  jeder  der  45  Geraden  r schneiden  sieh  also  eine  Konfguratiems- 
ebene  und  eine  Ebene  a,  und  diese  trennen  die  beiden  durch  r gdienden 
Ebenen  [?Ä^J  harmonisch. 

Die  Punkte  Q führen  zu  interessanten  Gebilden.  Man  ersieht  sofort: 
Die  G Punkte  (14)  (25)  (3G),  (14)  (2G)  (35),  (15)(24)  (3G),  (15)  (26)  (34), 
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(10)  (25)  (34),  (16)  (24)  (35)  in  der  Ebene  [123J  liegen  auf  einer  Kurve 
zweiter  Ordnung,  welche  durch  die  Gleichungen 

c*  =(,’*  ^,  + 4 + 4 = ^4  + ^1  + 4, 

IM  — 4M  = + 25  + a:,  = 0 


•• 

dargestellt  wird.  Überhaupt  ergiebt  sich: 

Durch  die  Konfiguration  (15g,  20g)  werden  in  den  10  Ebenen  [iJcl] 
10  Kegelschnitte 


C?*,  ^ CI 


m np 


3^  + 4 4-  = xS,  -f-  + aj, 

Xi  + X*  -(-  Xt  = X,n  Xn-\-  Xp  = 0 


bestimmt,  auf  denen  je  6 Punlcte  Q liegen.  Durch  jeden  Punkt  Q gehen 
4 der  Kegelschnitte.  Je  zwei  der  Kegelschnitte  schneiden  sich  in  2 Punkten 
Q,  und  zwar  ist  die  Schnittsehne  eine  Gerade  r. 

Bedeutet  iklm  eine  Permutation  der  Ziffern  3,  4,  5,  6,  dann  ist 
(\{)  (2k)  (Im)  ein  beliebiger  derjenigen  12  Punkte  Q,  die  nicht  in  der 
Konfignrationsebene  (12)  enthalten  sind.  Diese  12  Punkte  sind  die 
Punkte  Q auf  den  Kegelschnitten  C^gg,  CJjg,  CJgg.  Wir  behaupten: 
Diese  4 Kegelschnitte  und  mit  ihnen  also  auch  die  12  Punkte  Q liegen 
auf  der  Fläche  zweiter  Ordnung 

-Ff,  ^xl  -4-  x^x^ -4-  xl)  = Zxf. 

1 

Man  kann  nämlich  diese  Gleichung  auch  schreiben 

^ + 2(^1  + + + x^  — x^  = x\-{-  x\-\- 

und  diese  wird  durch  die  Gleichungen  des  Kegelschnittes  Cfgg  befriedigt. 
Da  die  Gleichung  der  Fläche  JFfj  für  x^,  x^,  %,  x^  symmetrisch  ist,  so 
liegen  ebenso  die  Kegelschnitte  (Tfjg,  Cfjg  auf  F\^.  Wir  können 
also  den  Satz  aussprechen: 

Durch  die  Konfiguration  (15g,  20,)  werden  15  Flächen  zweiter 
Ordnung 

Ht  4(a^  + XiXk  + 4)  = 

1 

/ 

bestimmt y auf  denen  je  12  Punkte  Q und  je  4 Kegelschnitte  Cfu  liegen. 

Durch  jeden  Punkt  Q gehen  12  Flächen  FJk ! 
z.  B.  durch  den  Punkt  (12)  (34)  (56)  gehen  alle  Flächen  FJt  aufser 

F2  7T2  IT8 
18»  Si»  56’ 

Durch  jeden  Kegelschnitt  6?*/  gehen  6 Flüchen  FJki 
z.  B.  in  dem  Kegelschnitt  Cfgg  = schneiden  sich  die  Flächen 

jn  pi  . pt  pi  p2 

1 * -*^88»  SU  -*^46»  66»  -^64’ 
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Zwei  heliehiye  Kegelschnitte  Cfki  werden  durch  zwei  Flächen  FJt  ver- 
bunden; 

z.  B.  die  Kegelschnitte  und  Clg^  = C\^  liegen  sowohl 

auf  der  Fläche  F\^  als  auch  auf  der  Fläche  i'  lg. 

Eine  Fläche  F^  schneidet  die  6 nicht  auf  ihr  liegenden  Kegel- 
schnitte in  je  4 Funkten  Q.  . 

Es  ist  nämlich  ein  Kegelschnitt,  der  nicht  auf  der 

Fläche  F\^  liegt.  Zu  den  6 Punkten  Q auf  diesem  Kegelschnitte  ge- 
hören auch  die  4 folgenden:  (13)  (25)  (46),  (13)  (26)  (45),  (14)  (25) (36), 
(14)  (26)  (35),  welche  Punkte  aber  auf  der  Fläche  F\^  liegen. 

Ein  Funkt  Q wird  mit  den  6 nicht  durch  ihn  gehenden  Kegel- 
schnitten durch  je  vier  Flächen  F^t  verbunden. 

Nämlich  der  Kegelschnitt  = CJ^g  geht  nicht  durch  den  Punkt 
(12)  (34)  (56).  Zu  den  6 Flächen  die  durch  diesen  Kegelschnitt 
gehen,  gehören  auch  i^g,  i^|g,  F\^^  i^-g,  welche  Flächen  aber  durch 
den  Punkt  (12)  (34)  (56)  gehen. 

Es  zeigt  sich  ein  gewisser  Dualismus  Zwischen  den  15  Punkten  ^ 
und  den  15  Flächen  nämlich: 

Durch  jeden  Punkt  Q gehen  12 
Flächen  F7*. 

Auf  jedem  Kegelschnitt  C?*/ 
liegen  6 Punkte  Q. 

Durch  jeden  Punkt  Q gehen  4 
der  10  Kegelschnitte  CJki- 

Zwei  beliebige  Kegelschnitte  6?*/ 
schneiden  sich  in  2 Punkten  Q. 

Ein  Punkt  Q wird  mit  den  6 
nicht  durch  ihn  gehenden  Kegel- 
schnitten CJki  durch  je  vier  Flächen 
E^k  verbunden. 

Aus  dem  letzten  Satze  rechts  läfst  sich  die  für  später  wichtige 
Folgerung  ableiten: 

Zieht  man  an  die  4 dtirch  einen  Funkt  (j  gehenden  Kegdschnitte 
Ci  kt  in  diesem  Funkte  die  Tangenten  j dann  liegen  von  densdben  hdne 
drei  in  einer  Ebene. 

Lägen  nämlich  die  Tangenten  der  durch  den  Punkt  (12)  (34)  (56) 
gehenden  Kegelschnitte  C*gg,  C’*gg,  C|gg  in  einer  Ebene,  dann  wurden 
sich  die  Fläche  2^*g  und  die  Kurve  C|gg  = Cj^g  im  Punkte  (12)  (34)  (56) 
beführen,  was  unmöglich  ist,  da  sie  sich  in  4 Punkten  schneiden. 


Auf  jeder  Fläche  liegen  12 
Punkte  Q. 

Durch  jeden  Kegelschnitt  Clu 
gehen  6 Flächen  Ffk. 

Auf  jeder  Fläche  Ffk  liegen  4 
der  10  Kegelschnitte  Cfki- 

Zwei  beliebige  Kegelschnitte 
werden  durch  2 Flächen  Ffk  ver- 
bunden. 

Eine  Fläche  i'7*  schneidet  die 
6 nicht  auf  ihr  liegenden  Kegel- 
sclmitte  in  je  vier  Punkten  Q. 


DIgitized  by  Google 


Konfiguration  (15g,  20,),  ihre  anal.  Darst.  u.  ihre  Bez.  zu  gew.  algebr.  Flächen.  97 


Zum  Abschlufs  unserer  Untersuchung  über  die  15  Punkte  Q wollen 
wir  noch  folgenden  Satz  beweisen: 

Durch  die  Konfiguration  (15g,  20,)  wird  eine  Fläche  vierter  Ord- 
nung: 

/ 6 6 


hesHmmtj  welche  die  15  Funkte  Q zu  Knotenpunkten  und  die  10  Ebenen 
[ikl]  zu  singulären  Berührungsebenen  hut,  und  zwar  berührt  die  Fläche 
F*‘  jede  der  10  Ebenen  [ikl]  längs  des  darin  liegenden  KegeF 
Schnittes  Cfki- 

Zum  Beweise  bestimmen  wir  die  Schnittkurve  der  Fläche  F* 
z.  B.  mit  der  Ebene  [1 2 3J.  Für  die  Ebene  [1  2 3]  ist 


mithin  auch 


— a?,  = -f  a;, , 


(x*  + = (arf  -f  + [xj  + = 4(xJ  -{■ 

= 2(x{  + xj  + [a?{  + 4xjxj  + 6a:;x|  -f  4xiX|  + a:}]) 

= 2(x{  + xj  + [arj  4-  = 2 (x{  -f  a:J  + a:J) . 

Da  für  die  Ebene  [123]  auch  X4  + Xg  -f-  Xg  ==  0 ist,  so  ist  ebenso 

(a^  + a^  + a^)*  = 2(xJ  + xj  + xj) 

und 

4^x?  = 2(x*  + X»  + xlY  -f  2(a^  + a^  + a^)*. 


Die  Gleichung  der  Fläche  F*y  welche  man  auch  schreiben  kann 

^ + arf )*  -b  2 (xf  + x|  + xj)  (arj  + a^  + a|)  + (xj  + + a:|)*  = 4 ^ , 

1 

geht  demnach  unter  der  Bedingung,  dais 

+ a:j  + a:,  = X4  + Xg  + Xg  = 0 

ist,  über  in 

0 = (x;  + X*  + X*)*  - 2(xf  + x|-b  x|)(x5  + arf  + a:*)  + (x*  + + xJ)* 

oder: 

[(xJ  + x|  -f  a^)  - (xJ  + xJ  + x|)]*  = 0. 

Diese  Gleichung  lehrt,  dafs  die  Flüche  F^  mit  der  Ebene 
[12  3]  den  Kegelschnitt  CJj,  doppelt  gemein  hat.  Die  Gleichung 
der  Fläche  F*  ist  eine  symmetrische  Funktion  von  x^,  Xj,  Xj,  x^,  Xg,  Xgj 
also  hat  die  Fläche  F*  mit  jeder  der  10  Ebenen  [ikl\  den  darin 
liegenden  Kegelschnitt  doppelt  gemein.  Da  die  15  Pimkte  Q auf  den 
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10  Kegelschnitten  ^7*/  liegen,  so  geht  die  Fläche  auch  durch  diese 
Punkte.  Durch  einen  Punkt  Q gehen  vier  Kurven  Qki\  die  Tangenten 
dieser  Kurven  im  Punkte  Q sind  auch  Tangenten  der  Fläche  in 
diesem  Punkte;  da  diese  4 Tangenten  aber  nicht  in  einer  Ebene  hegen, 
so  folgt,  dafs  der  Punkt  Q Doppelpunkt  der  Fläche  F'*  ist.  Aus  den 
Sätzen  S.  18  u.  19  ergiebt  sich  für  die  Fläche  F^: 

Die  Konfiguration  (15g,  20g)  kunn  aus  det'  Fläche  F*  ahgdeiid 
werden.  Nämlich  jeder  der  15  Kmtenpunkte  ist  der  Scheitel  eines  Vier- 
seits  aus  4 der  singulären  Bemhrungsehenen;  die  Diagonalebenen  dieser 
15  Vierseite  sind  die  15  Konfiguraiionsehenen.  Auch  bilden  die  45 
Schnittlinien  der  10  singulären  Berührungsdwnen  15  Dreiseite,  deren  Ed- 
punkte  die  15  Knotenpunkte  sind;  die  FJbeften  dieser  15  Dreiseite  sind  die 
15  Konflgurationsehenen. 

Anmerkung:  Die  Fläche  F*  ist  die  bekannte  Brennfläche  einer 
Strahlenkongruenz  zweiter  Ordnung  dritter  Klasse.  Von  dieser  Brenn- 
fläche  aber  ist  die  Kummersche  Fläche  vierter  Ordnung  vierter  Klasse 
mit  16  Doppelpunkten  und  16  singulären  Berührungsebenen  ein  l)e- 
sonderer  Fall.  Für  die  Kummersche  Fläche  folgt  daraus: 

Scheidet  man  aus  den  16  Knotenpunkten  und  den  16  si)igulären 
Berührungsehenen.  der  Kummer  sehen  Fläche  einen  Knotenpiaikt  nebst 
den  6 durch  ihn  gehenden  s^ingulären  Berührungsehenen  aus,  dann  ist 
jeder  der  15  übrigen  Knotenpunkte  der  Scheitel  eines  Vierseits  aus  4 der 
10  übrigen  singtdären  Berührungsebenen.  Die  Diagofialebenen  dieser  15 
Vier  Seite  sind  die  15  Ebenoi  einer  Konfiguration  (15g,  20,).  Aud 
bilden  die  45  Schnittlinien  der  10  singulären  Berührungsebenen  15  Drei- 
kante,  deren  Eckpunkte  die  15  Knotenpunkte  sind.  Die  Ebenen  dieser 
Dreiseite  sind  die  15  Konfigurationsebenen.  Auf  diese  Weise  können 
aus  der  Kummer  sehen  Fläche  16  Konfigurationen  (15g,  20,)  abgeleitet 
werden.  *) 

Der  reziproke  Satz  lautet: 

Scheidet  man  aus  den  16  Kmtenpunkten  und  den  16  singulären 
Berührungsehenen  der  Kummerschen  Fläche  eim  singuläre  Beriihmngs- 
ebene  nebst  den  6 darin  liegenden  Knotenpunkten  aus,  dann  liegt  in  jaicr 
der  15  übrigen  singiäären  Berührungsebenen  ein  Viereck  aus  4 der  10 
übrigen  Knotenpunkte.  Die  Nebeneckpunkte  dieser  15  Vierecke  sind  die 
15  Funkte  einer  Konfiguration  (15g,  20g).  Auch  bild*m  die  45  Ver- 
bindungslinien der  10  Knotenpunkte  15  Dreikante,  deren  Ebenen  die  15 

1)  Vgl.  Kummer:  über  die  algebraischen  Strahlensysterae  in  den  Abh.  der 
Berl.  Ak.  math.  Klasse,  1866,  S.  71.  Reye:  Grelles  Journal  .Sß,  y7. 

2)  Vgl.  Caporali:  Memorie  di  Geometria,  Napoli  1888,  S.  86. 
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sifigulären  Berührungsehenm  sind.  Die  Scheitel  dieser  Dreikante  situl 
die  li)  Konfigurationspunkie.  Da  wir  auf  diese  Weise  zu  16  Konfigura- 
tioneti  (l.%,  2O3)  gelangen,  so  werden  durch  die  Kumm  ersehe  Fläche 
S2  Konfiguratianen  (15g,  20j)  hestimmt. 

§ 6. 

Beziehung  der  Konfiguration  (15g,  20j)  zu  einem  System  von  10  Kegeln 
zweiter  Klasse,  15  Flächen  zweiter  Klasse  und  einer  Fläche  vierter 
Klasse  mit  15  singulären  Berührungsehenen. 

Da  die  Konfiguration  (15g,  20g)  in  einem  Polarsystem  sich  selbst 
zugeordnet  ist,  so  giebt  es  zu  dem  in  § 5 entwickelten  Systeme  von 
10  Kegelschnitten,  15  Flächen  zweiter  Ordnung  und  einer  Fläche 
vierter  Ordnung  ein  reziprokes  System,  das  wir  hier  kurz  erläutern 
wollen. 

Verbindet  man  je  drei  solche  Konfigurationspunkte,  die  zu  zweien 
auf  keiner  Konfigurationsgeraden  liegen,  durch  eine  Ebene,  dann  erhält 
man  15  Ebenen  e.  Die  15  Ebenen  £ gehen  zu  drei  durch  die  15 

Konfigurationspunkte  und  zu  sechs  durch  10  Punkte  M.  In  jeder 

Ebene  e liegen  4 der  10  Punkte  M.  Jeder  der  10  Punkte  JM  ist 
Mittelpunkt  eines  Kegels  zweiter  Klasse,  der  von  den  0 durch 

diesen  Punkt  gehenden  Ebenen  e umhüllt  wird.  Man  erhält  somit 
10  Kegel  aus  der  Konfiguration  (15g,  2O3).  Jede  Ebene  £ berührt 
4 der  10  Kegel  IP.  Beliebige  2 der  10  Kegel  JP  haben  2 Berührungs- 
ebenen  £ gemein.  Die  12  Ebenen,  die  von  den  15  Ebenen  £ nach 
Ausscheidung  der  drei  durch  einen  Konfigurationspunkt  gehenden  übrig 
bleiben,  umhüllen  eine  Fläche  zweiter  Klasse.  Durch  die  Konfigu- 
ration (15g,  2O3)  werden  demnach  15  Flächen  bestimmt.  Jede 
Ebene  £ wird  von  12  der  15  Flächen  berührt,  und  jede  der  15 
Flächen  0*  berührt  12  der  15  Ebenen  £.  Jede  der  15  Flächen  0“ 
hat  4 der  10  Kegel  IP  zu  Tangenteiikegeln.  Jeder  der  10  Kegel  IP 
ist  Tangentenkegel  von  6 der  15  Flächen  0*  und  berührt  6 der  15 
Ebenen  £.  Durch  die  Konfiguration  (15g,  20g)  wird  eine  Fläche  0* 
vierter  Klasse  bestimmt,  welche  die  15  Ebenen  £ zu  singulären  Be- 
rührungsebenen und  die  10  Punkte  M zu  Knotenpunkten  hat.  Die 
Tangenten  der  Fläche  0^,  welche  durch  M gehen  und  deren  Berührungs- 
punkte von  M verschieden  sind,  liegen  auf  dem  Kegel  IP,  der  M zum 
Mittelpunkt  hat.  Man  kann  aus  der  Fläche  0*  die  Konfiguration 
(15g,  20j)  wieder  ableiten.  Nämlich  in  jeder  der  15  singulären  Be- 
rührungsebenen liegt  ein  Viereck  aus  4 der  10  Knotenpunkte.  Die 
Nebeneckpunkte  dieser  15  Vierecke  sind  die  15  Konfigurationspuukte. 

7* 
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Auch  bilden  die  45  Verbindungslinien  der  10  Knotenpunkte  15  Drei- 
kante, deren  Ebenen  die  15  singulären  Berührungsebenen  sind.  Die 
Scheitel  dieser  Dreikante  sind  die  15  Konfigurationspunkte. 

Anmerkung:  Die  Kummer  sehe  Fläche  vierter  Klasse  vierter 
Ordnung  mit  16  singulären  Berührungsebenen  und  16  Knotenpunkten 
ist  ein  besonderer  Fall  dieser  Fläche  O*.  Der  schon  in  § 5 entwickelte 
Satz,  dafs  man  aus  der  Kumm  er  sehen  Fläche  durch  jemaliges  Aus- 
schalten einer  singulären  Berührungsebene  16  Konfigurationen  (15ß,  20j) 
ableiten  kann,  findet  also  hier  seine  Begründung. 

§ 7. 

Ein  durch  die  Konfiguration  (15g,  2O3)  bestimmtes  System  von  sechs 
Clebschschen  Diagonalfiächen  dritter  Ordnung. 

Wir  konstruieren  zu  den  durch  die  Konfigurationsgerade  {ikl} 
gehenden  Ebenen 

(ik)  Xi  — Xk  = 0, 

(il)  Xi  — X/  = 0, 

{kl)  Xk— Xi  = {xi  — xi)  — {Xi  — Xk)  = 0 

die  vierte  harmonische  Ebene  X,  welche  der  Ebene  {kl)  zugeordnet  ist; 
diese  wird  durch  die  Gleichung 

i • kl  2xi  = Xk  Xi 

dargestellt.  Mit  der  Konfiguration  (15g,  20,)  sind  demnach  60  Ebenen 
X verbunden,  welche  zu  drei  durch  die  20  Konfigurationsgeraden 
gehen.  Beispielsweise  schneiden  sich  die  Ebenen  1-23,  2 • 13,  3 • 1- 
in  der  Geraden  [1  2 3J. 

Wir  wollen  zunächst  die  30  Ebenen  X imtersuchen,  welche  zu 
drei  durch  die  10  Kanten  {ikl)  des  vollständigen  Fünfecks  Pg  (vgl.  § 1; 
gehen;  es  sind  das  diejenigen  Ebenen  A,  deren  Symbole  die  Ziffer  6 
nicht  enthalten.  Wir  können  die  30  A in  5 Gruppen  von  je  6 A ein- 
teilen,  indem  wir  zu  einer  Gruppe  alle  Ebenen  A rechnen,  deren  Sym- 
bole mit  derselben  Ziffer  anfangen;  z.  B.  die  6 Ebenen  1 -23,  1*45; 
1 . 24,  1 • 35;  1-25,  1-34  bilden  die  erste  Gruppe.  Ordnen  wir  je 
zwei  Ebenen  derselben  Gruppe  einander  zu,  deren  Symbole  zusammen 
alle  fünf  Ziffern  1,  2,  3,  4,  5 enthalten,  dann  enthält  jede  Grup|)e  drei 
Ebenenpaare,  wie  man  es  an  der  ersten  Gruppe  sieht.  Indem  wir  die 
Ebenen  jedes  der  15  Paare  zum  Schnitt  bringen,  erhalten  wir  15  Ge- 
raden df  von  denen  eine  beliebige  durch  die  Gleichungen 

i • kl  • m n 2 Xi  = Xk  -{■  Xi  = x^  + x^ 
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dargestellt  wird.  Durch  jede  Gruppe  werden  drei  dieser  Geraden  be- 
stimmt; z,  B.  die  Geraden  der  ersten  Gruppe  sind  1 • 23  • 45,  1 • 24  • 35, 

6 

1 • 25  • 34.  Mit  Hilfe  der  identischen  Relation  — 0 findet  man, 

1 

dafs  jede  der  letzteren  Geraden  die  Gleichung 

^1  + = 0 


befriedigt;  also  ergiebt  sich: 

Die  drei  Geraden  d der  i‘*"^  Gruppe  liegen  in  einer  TJ>ene 


(fi6  = 

y 

Das  Fünfflach  ffg  der  Ebenen  «y,g,  (Tgg,  <y^g  wird  durch  die 

Konfiguration  eindeutig  bestimmt;  denn  jede  der  5 Ebenen  verbindet 
je  drei  Geraden  d.  Die  Ebenen  flTjg,  tf4g,  Ogg  schneiden  aus  der 
Ebene  o,g  ein  Vierseit  aus.  Für  den  Eckpunkt  desselben 

gelten  die  Gleichungen 


und  also  auch 


4*  5 ^6  X^  ~\~  5 ^6  ^3  “b  ^X^  0 


= + x^. 


Wegen  der  identischen  Relation 


5 


= 


0 


folgt  aus  den  ersten  drei  Gleichungen 

(x,  + + (*5  + ja-e)  = 0 

und  also  auch 

2 x^  ==  x^  Xf, . 

Der  Eckpunkt  des  Vierseits  in  (j,g  liegt  mithin  auf  der 

Geraden  1 • 23  • 45.  Aus  dem  Punkte  ^26^36  erhält  man  seinen 
Gegenpunkt  tfie^46<^.’>6  Vierseit  der  Ebene  Ojg,  indem  man  2 mit  4 
und  3 mit  5 vertauscht.  Der  Gegenpunkt  liegt  also  gleichfalls  auf  der 
Geraden  1 • 23  • 45.  Diese  ist  demnach  eine  Diagonale  des  Vierseits 
in  (Jjg.  Wir  können  somit  den  Satz  aussprechen: 

Die  Ib  Geraden  d sind  die  Diagonalen  der  5 Vierseite,  welche  man 
erhält,  wenn  man  jede  Ebene  des  Fünftlachs  tfg  mit  den  4 übrigen  zum 
Schnitt  bringt. 

Die  Eckpunkte  ‘^26^46*^66;  Fünfflachs  <Jg, 

welche  auf  der  Kante  desselben  liegen,  werden  aus  dem  Eck- 

punkte <^16^26^36,  dem  Gegenpunkte  der  Kante  o^gO^,  durch  die  Ge- 
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raden  1 •23*45,  2- 13-45,  3 12 -45  projiziert.  Diese  drei  Geraden 
liegen  also  in  einer  Ebene.  Die  Gleichung  der  Ebene  ist 

(*4  + i*6)  + (*5  + i*.)  = 0, 

denn  sowohl  der  Eckpunkt  <^18^26 <^86  Kante  b^ 

friedigen  diese  Gleichung.  Allgemein  ergiebt  sich: 

Durch  jeden  der  10  Eckpunkte  des  Fünfflachs  ög  gehen  drei  Dia- 
gonalen d,  und  zwar  werden  diese  am  den  drei  den  Eckimnkt  hestimmendai 
Ebenen  des  Fünfflachs  tfg  durch  die  Verbindungsehetic  des  Eckpunktes  mit 
seitier  Gegenkante  ausgeschnitteti. 

Durch  die  Gerade  1 • 23  • 45  gehen  die  Ebene  öjg  und  die  beiden 
Ebenen,  welche  die  Eckpunkte  ^16^46^56  ihren  Gegen- 

kanten ^46(^56,  <^26  ^36  Verbinden.  Die  Gerade  1 • 23  • 45  befriedigt  also 
die  Gleichungen 

“b  T^6  ~ (^2  “J“  (^3  “I”  ~ (^4  “b  “5^6)  “b  (^5  “b  ^ 

und  demnach  auch  die  Gleichung 

1 

Da  die  letzte  Gleichung  inbezug  auf  x^y  x^  symmetrisch 

ist,  so  wird  sie  von  allen  15  Geraden  d erfüllt.  Unsere  üntersuchong 
führt  mithin  zu  dem  Resultat: 

Die  15  Diagonalen  d liegen  auf  einer  Fläche  dritter  Ordnung 

1 

Die  Fläche  Dg  hat  das  Fünfflach  6^  zum  Sylvesterschen  Pentaeder 
und  die  charakteristische  Eigenschaft,  dafs  die  Summe  der  fünf  linearen 
Funktionen  Xi \Xf^  identisch  Null  ist.  Die  15  Geraden  d sind  die 
Diagonalen  der  Vierseite,  welche  man  erhält,  wenn  man  jede  Ebene 
des  Sylvesterschen  Pentaeders  zum  Schnitt  bringt  mit  den  4 übrigen 
Ebenen.  7>g  hat  die  5 Pentaederebenen  zu  dreifach  berührenden 
Ebenen.  In  jeder  der  10  Pentaederecken  schneiden  sich  drei  in  einer 
Ebene  liegende  Geraden  d der  Fläche.  Clebsch  nennt  eine  solche 
Fläche  dritter  Ordnung  eine  Diagonalfläche.^) 

Da  die  Ziffer  6 mit  jeder  der  Ziffern  1,  2,  3,  4,  5 vertauscht 
werden  kann,  so  werden  durch  die  Konfiguration  (15g,  20,)  die 


1)  Vgl.  Math.  Annalen  4,  332. 
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Clebschschen  Diagonalflächen  D^,  i)g,  7).,,  Dg,  Dg  bestimmt, 
linken  Seiten  der  Gleichungen 

= ö, 

1 


(^6  + = 0 


Die 


der  Flächen  Dg  und  Dg  werden  einander  gleich,  wenn  a:g  = Xf^  ist.  Die 
Schnittkurven  der  Flächen  Dg  und  Dg  mit  der  Ebene  (5  6)  sind  also 
identisch.  Allgemein  ergiebt  sich: 

Die  Flächen  Di  und  D*  haben  mit  der  Konfigurationsebene  (ik) 
dieselbe  Kurve  dritter  Ordnung  gemein. 

Hieraus  folgt,  dafs  man  von  dem  System  der  6 Diagonalflächen 
wieder  zur  Konfiguration  gelangen  kann.  Thatsächlich  ist  aber  zur 
Bestimmung  der  Konfiguration  nicht  das  ganze  System  der  6 Flächen 
notig;  vielmehr  ergiebt  sich: 

Die  Konfiguration  (75g,  20^  kann  aus  beliebigen  zwei  der  6 Clebsch- 
sehen  Diagorud flächen  Dj,  Dj,  Dg,  D4,  Dg,  Dg  abgeleitet  werden. 

Nämlich  die  Verhindungsebene  des  Eckpunktes  des  Fünf- 

flachs Og  mit  seiner  Gegenkante  <J4g^gg  hat,  wie  wir  wissen,  die 
Gleichung 

(*4  + + (%  + -ä  ^»)  = 0 . 

Von  dieser  Ebene  ist  durch  die  Ebenen 


6^  X^-\-  g Xg  — 0, 

<^6«  ^5  + ke  = Ö 

harmonisch  getrennt  die  Ebene,  welche  durch  die  Gleichung 

(^4  + i - (^5  + i-^6)  = ö 

dargestellt  wird,  d.  h.  die  Konfigurationsebene  (4  5).  Wir  können  dem- 
gemäls  den  Satz  aussprechen: 

Aus  der  Diagonal  fläche  Di  kann  man  das  vollständige  Fünfeck  Pi 
herleiten.  Die  Ebenem  welche  von  einem  Eckpunkt  des  Sylvester  sehen 
Pentaeders  6i  der  Fläche  Di  durch  die  die  Gegenkante  des  Eckpunktes  he- 
stimmenden  Petdaederebenen  harmonisch  getrennt  ist,  ist  nämlich  eine 
Ebene  von  Pi. 

Mittelst  dieses  Satzes  ist  es  nun  leicht  zu  zeigen,  dafs  z.  B.  durch 
die  Flächen  Dg  und  Dg  die  Konfiguration  bestimmt  ist.  Aus  Dg  und 
Dg  erhält  man  die  vollständigen  Fünfecke  Pg  und  Pg  und  also  alle 
Konfigurationsebenen  aufser  (5  6).  Da  aber  die  Ebenen  (1  5),  (1  6);  (2  5), 
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(2  6);  (3  5),  (3  6);  (45),  (4  6)  sich  in  den  resp.  Geraden  (1  56),  (256), 
(3  5 6),  (4  5 6)  der  Konfigurationsebene  (5  6)  schneiden,  so  ist  auch  diese 
durch  Dß  und  Dg  bestimmt. 

Auf  das  zu  dem  System  der  6 Cie  b sch  sehen  Diagonalflächen 
reziproke  System  aus  6 Flächen  dritter  Klasse  wollen  wir  nicht  näher 
eingehen. 


§ 8. 

Beziehung  der  Konfiguration  (15g,  20g)  zu  einem  System  von  15  ebenen 
Kurven  dritter  Ordnung  und  6 Flächen  dritter  Ordnung. 

Von  den  durch  die  Konfigurationsgerade  (12  3)  gehenden  Kon- 
figurationsebenen (2  3),  (31),  (12)  ist  jede  durch  die  beiden  übrigen 
von  einer  der  Ebenen  1 • 23,  2 • 31,  3- 12  harmonisch  getrennt  (vgl.  §7). 
Die  letzteren  Ebenen  schneiden  die  gegenüberliegende  Konfigurations- 
gerade (45  6)  in  drei  sogenannten  Kirk  man  punkten  K.  Führen 
wir  diese  Konstruktion  für  jede  der  20  Konfigurationsgleichungen  aus, 
dann  erhalten  wir  60  Kirkmanpunkte  K,  welche  zu  dreien  auf  den 
20  Konfigurationsgeraden  liegen.  Für  den  Schnittpunkt  der  durch  die 
Gerade  {ikl)  der  Konfiguration  gehenden  Ebene  i • kl  mit  der  gegen- 
überliegenden Konfigurationsgeraden  {mnp)  bestehen  die  Gleichungen 

2Xi  = Xk-\-Xiy  Xm  = Xn  = Xpy 

woraus  sich  mit  Hilfe  der  identischen  Relation 

Xi  4-  Xk  + a:/  -f  x„^  Xn  + Xp  = 0 

ergiebt 

Xi  + Xm  = Xi  -{■  Xn  = Xi  + Xp  = 0. 

Ein  beliebiger  der  60  Kirkmanpunkte  K wird  demnach  durch 
i {mnp)  Xi  -f  x,n  = Xi  Xn  = Xi  Xp  = 0 

oder 

Xi  ==  Xm  a?«  Xp 

dargestellt. 

Durch  jeden  der  60  Kirkmanpunkte  gehen  drei  der  15  Eherne 

ik  Xi-\-  Xk  = 0. 

Man  kann  daher  auch  mittelst  der  15  Ebenen  iky  welche  dreifach 
berührende  Ebenen  der  kubischen  Fläche 

ajJ  + a:®-fa:5  + a^-fa:J  + a:^  = 0 
sind,  die  Punkte  K aus  der  Konfiguration  ableiten. 
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Die  60  Kirkmanpunkte  i(klm)  liegen  zu  drei  einerseits  auf  den 
20  Kmifguratiofisgeraden  (klm\  andererseits  auf  den  60  Fasealgeraden 

i {kt)  — Xi  = Xk  = Xi. 

Durch  jeden  van  ihnen  gehen  drei  Fasealgeradeny  und  auf  jeder  Faseal- 
geraden liegm  drei  Kirkmanpunkte. 

Beispielsweise  liegen  auf  der  Geraden  1(2  3)  die  drei  Kirkman- 
punkte 1(2  3 4),  1(2  3 5),  1(2  3 6),  und  durch  den  Punkt  1(2  3 4) 
gehen  die  Geraden  1 (2  3),  1 (3  4),  1 (4  2).  Bezeichnen  i,  k irgend  zwei 
der  ZiflFem  3,  4,  5,  6,  dann  enthält  die  Ebene  1 2 die  sechs  Schnitt- 
punkte 1(2/^*)  der  Pascalgeraden  1(2  3),  1(2  4),  1(2  5),  1(2  6)  und  die 
sechs  Schnittpunkte  2 ( 1 i A-)  der  Pascalgeraden2(13),2(14),2(15),2(16). 

Tn  jeder  der  15  El>eneti  liegen  demnach  12  Kirkmanpunkte.  Diese 
shui  die  Eekpunkte  ziveier  vollstämligen  VierseitCy  die  von  je  vier  Faseal- 
geraden gebildet  werden. 

In  der  Konfigurationsebene  (1  2)  liegen  das  Vierseit  der  Kon- 
figiirationsgeraden  (12  3),  (12  4),  (12  5),  (12  6)  und  das  Vierseit  der 
Pascalgeraden  3(12),  4(12),  5(12),  6(12).  Die  Geraden,  deren 
Symbole  mit  denselben  Ziffern  geschrieben  werden,  schneiden  sich  in 
den  Steinerpunkten  (1)(2)(3),  (1)(2)(4),  (1)(2)(5),  (1)(2)(6),  welche 
aber  auf  der  Steinergeraden  (1)(2)  der  Konfigurationsebene  (12) 
liegen.  Die  übrigen  12  Durchdringungspunkte  der  beiden  Vierseite 
sind  Kirkmanpunkte  K Mithin  ergiebt  sich: 

Die  12  Kirkmanpunkte  euier  Konfguratimisehene  liegen  zu  dreien 
einerseits  auf  den  vier  Konfigurationsgeraden,  anderseits  auf  den  vier 
Pasealgeraden  der  Konfigurationsebene.  Die  4 Konfigurationsgeraden 
schneiden  die  4 Fasealgeraden  in  den  12  Kirkm anpunkten  und  den 
4 Steinerpunkten  der  Konfigurationsebene. 

Wir  können  die  12  Kirkmanpunkte  imd  die  4 Steinerpunkte 
einer  Konfigurationsebene  als  die  Basispimkte  eines  Büschels  von 
ebenen  Kurven  vierter  Ordnung  auffassen,  dem  die  zerfallende  Kurve 
vierter  Ordnung  der  4 Konfigurationsgeraden  und  die  zerfallende  Kurve 
vierter  Ordnung  der  4 Pascalgeraden  angehören.  Bekanntlich  ist 
eine  Kurve  eines  Büschels  bestimmt,  wenn  wir  einen  Punkt  annebmen, 
durch  den  sie  gehen  soll.  Verlangen  wir  nun  von  einer  Kurve  unseres 
Büschels  vierter  Ordnung,  dafs  sie  durch  einen  auf  der  Steinergeraden 
angenommenen  Punkt  gehen  soll,  dann  mufs  sie  in  die  Steinergerade 
und  in  eine  durch  die  12  Kirkmanpunkte  gehende  Kurve  dritter 
Ordnung  zerfallen.  Demnach  ergiebt  sich: 

Die  12  Kirkmanpunkte  einer  Konfigurationsebene  liegen  auf  einer 
Kurve  dritter  Ordnung. 
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. Man  kann  dieses  Resultat  auch  aus  dem  Satze  ableiten: 

Die  30  Kirkmani)unktCy  welche  auf  den  10  Kantern  (ikl)  des 
vollständigen  Fünfflachs  jt,-  der  Konfiguration  (vgl.  § 1)  enthalten  sind, 
liegen  auf  einer  Fläche  dritter  Ot'dnung 

FJ  3x, 

1 1 

Die  linke  Seite  der  Gleichung 

6 

+ 3xq^xJ  = 18a:J 
1 1 

der  Fläche  Fl  geht  nämlich  für  den  Punkt  1 (236),  welcher  die 
Gleichungen 

~ ^2  ~ ^3  ~ ^6?  2x^  = X^  “h  X^ 

erfüllt,  über  in 

G = — 14a'5  + arj  -f  ^3  — -|-  x|). 

Wegen  der  Gleichung 

.^4  + 0:5  = 2x^ 

und  der  Identität 

ajJ  + X»  = (2:4  + + «I  - 0:40:5) 

wird 

G = — 14o:^5  — x^(x\  + xl  4-  ^x^xf)  = — 14orJ  — x^ (x^  + 0:5)* 

= — I80:}  = 18o:|. 

Der  Punkt  1 (2  3 6)  genügt  mithin  der  Gleichung  der  Fläche  Fl  und 
liegt  also  auf  der  Fläche.  Da  die  Gleichung  der  Fläche  inbezug 

auf  x^,  X2,  0:3,  x^  x^  symmetrisch  ist,  so  liegen  ebenso  auf  der  Fläche 
Fl  alle  K irkmanpunkte  l(ikii\  wenn  /,  k,  l irgend  drei  der  Ziffern 
1,  2,  3,  4,  5 bedeuten.  Es  sind  das  aber  die  30  Kirkmanpunkte 
auf  den  Kanten  des  selbständigen  Fünfflachs  der  Ebenen  (16},  (26), 
(36),  (46),  (56)  oder  die  Kirkmanpunkte  in  diesen  fünf  Konfigiu^tions- 
ebenen. 

Durch  die  Konfguration  (15g,  20g)  werden  demnach  6 Flachen 
dritter  Ordnung  F\,  F\,  F\,  FJ,  F\,  FJ  bestimmt,  auf  denen  je  30 
Kirkmanpunkte  liegen. 

Bezeichnen  wir  die  Kurve  dritter  Ordnung,  welche  die  12  Kirk- 
manpunkte der  Konfigurationsebene  (ik)  verbindet,  mit  C?*,  so  er- 
giebt  sich: 

Auf  jeder  der  6 Flächen  Ff  liegen  5 der  15  Kurven  Cft, 
z.  B.  auf  Fl  die  Kurven  CJg,  C^g,  C^g,  C^g,  Qg. 
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Durch  jede  der  15  Kurven  6®*  gcheti  2 der  0 Flächen  F^, 
z.  B.  durch  die  Flächen  und  Fl. 

Durch  jeden  Kirkmanpunkt  gehen  3 Flächen  FJ, 
z.  B.  der  Punkt  4(123)  ist  ein  Schnittpunkt  der  Flächen  F\,  F^, 
Fl.  Diese  schneiden  sich  aber  ebenfalls  in  den  Punkten  5(123)  und 
6(123). 

Tn  den  drei  Kirkm anpunkten  auf  einer  Konfigurationsgeraden 
i>ch  neiden  sich  also  drei  der  sechs  Flächen  Fl. 

Da  je  zwei  der  6 Flächen  Fl  eine  ebene  Kurve  dritter  Ordnung 
in  je  einer  der  15  Konfigurationsebenen  gemein  haben,  so  ergiebt  sich: 

Die  Konfiguration  (15g,  20,)  kann  aus  dem  System  der  6 Flächen 
Fi  abgeleitet  werden. 


§ 9. 

Ableitimg  eines  Systems  von  15  Kegeln  dritter  Klasse  nnd  6 Flächen 
dritter  Klasse  ans  der  Konfiguration  (15g,  20,). 

Zu  dem  in  § 8 betrachteten  System  von  15  ebenen  Kurven  dritter 
Ordnung  und  6 Flächen  dritter  Ordnung  giebt  es  ein  reziprokes  System, 
das  wir  hier  kurz  beschreiben  wollen. 

Indem  wir  zu  den  drei  Konfigurationspunkten  auf  einer  Kon- 
figurationsgeraden den  vierten  harmonischen  Punkt  konstruieren,  welcher 
einem  von  ihnen  zugeordnet  ist,  erhalten  wir  auf  jeder  Konfigurations- 
geradendrei Punkte  L.  Wir  verbinden  jeden  der  drei  auf  einer  Konfigiu'ations- 
geraden  liegenden  Punkte  L mit  der  gegenüberliegenden  Konfigurations- 
geraden durch  eine  Ebene  x.  Mit  der  Konfiguration  sind  demnach 
60  Ebenen  x verbunden,  welche  zu  drei  durch  die  20  Konfigurations- 
geraden gehen.  Durch  jeden  Konfigurationspunkt  gehen  12  Ebenen  x, 
welche  einen  Kegel  K^  dritter  Klasse  umhüllen.  Aus  der  Konfiguration 
lassen  sich  also  15  Kegel  K^  ableiten.  Die  30  Ebenen  x,  welche  zu 
dreien  durch  die  10  Kanten  {ikl)  des  vollständigen  Fünfecks  P,-  der 
Konfiguration  (vgl.  § 1)  gehen,  umhüllen  eine  Fläche  dritter  Klasse. 
Durch  die  Konfiguration  werden  demnach  6 Flächen  dritter  Klasse 
bestimmt,  welche  je  30  Ebenen  x zu  Berührungsebenen  haben.  Jede 
der  6 Flächen  ep^  hat  5 der  15  Kegel  zu  Tangentenkegeln.  Jeder 
Kegel  ist  Tangentenkegel  von  2 Flächen  tp^.  Jede  Ebene  x wird 
von  drei  Flächen  g?*  berührt.  Man  kann  aus  dem  System  der 
6 Flächen  qp*  die  Konfiguration  wieder  ableiten,  nämlich  je  zwei  der 
6 Flächen  haben  einen  gemeinsamen  Tangenten kegel  K^  dritter  Klasse, 
dessen  Scheitel  ein  Konfigurationspunkt  ist. 
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des  vielfachen  Winkels. 

Von  L.  Matthiessen  in  Rostock. 


Für  die  Auflösung  der  Gleichungen  zweiten,  dritten  und  vierten 
Grades  sind  verschiedene  goniometrische  Methoden  angewandt  worden. 
Um  nun  ein  gemeinsames  Prinzip  einzuführen,  soll  im  folgenden  ge- 
zeigt werden,  wie  man  die  vollständigen  Gleichungen  mittels  der  For- 
meln für  die  Tangente  des  zwei-,  drei-  und  vierfachen  Winkels  lösen  kann. 

I.  Gegeben  sei  die  Gleichung  ax  -f  ?)  = 0.  Wir  gehen  aus 
von  der  Identität 


oder 

(1) 


, ^ 2 tan  <p 

tan  2.P  = 


Setzen  wir  x = rt&n(p,  so  resultiert  aus  der  gegebenen  Gleichung 

tan  ^ tan  -f  -^  = 0 . 

Durch  Vergleichung  mit  (1)  erhält  man  folgende  Bestimmungsgleichungen 

r = iyi , tan 2q>  = — = tan  (jt  -f  2g>). 

Mithin  ergiebt  sich  daraus 

tan  (p,  x^  = — iyh  cot  (p. 

Die  hier  auftretende  imaginäre  Form  der  Wurzeln  läfst  darauf 
schliefsen,  dals  für  einen  negativen  Wert  von  ft,  die  Gleichung  stets 
zwei  reelle  Wurzeln  hat,  dafs  jedoch  im  entgegengesetzten  Falle  der 
Winkel  <p  imaginäre  Werte  annehmen  kann.  Wir  diskutieren  die 
möglichen  Fälle: 

1.  Gegeben  sei  x^  -\-  ax  — h = 0.  Dann  ist 
r = yhf  tan2qp  = ^^;  = |/ft  tang),  o:,  = — j/ft  cotgp. 
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2.  Gegeben  sei  ar*  + «a:  + 5 = 0.  Wenn  diese  Gleichung  reelle 
Wurzeln  haben  kann,  so  mufs  nach  dem  Vorhergehenden  der  Winkel 
2<p  und  ebenso  g>  einen  imaginären  Wert  haben.  Es  sei  nun  q>  = rj 
dann  ist 

(2)  tan (2,  + 2»i)  - 

Die  Homogenei  tat  erfordert  die  Relation  2rj  = 0.  Dann  folgt 

2»yö 


t8n29P  = tan2»i= 


a 


Dieser  Fall  erfordert  die  Ungleichung  a*  > 4?#;  <&•  ist  reell  und  es  wird 


tan  (p  = tan 


j 


’"  + i 


Der  Winkel  ^ ergiebt  sich  aus  der  Torhergehenden  Gleichung 

c*'’  = (a  + 2}/6) : (a  — 2)/6) . 

Die  Wurzeln  sind  reell y nämlich 

= t|/6tan^i  = -}/6— a;,  = tan 

Der  Homogeneität  der  Gleichung  wird  aber  auch  genügt  durch  die 
Relation  2ri  = Dann  folgt  weiter 


tan29  ==  -f  2^ij  = 


+ 2iy& 


e — e 


a 


Dieser  Fall  erfordert  die  Ungleichung  a*<46;  ^ ist  reell  und  ergiebt 
sich  aus  der  Gleichung 

e'»  = {2yi  + a)-.{2yb-a). 


Es  wird  nun 


tan  (p  = tan  -f  -O’  = 


2 + i(< 


3 9 


,-29 


) 


2e** 


>29  . 


Die  Wurzeln  sind  beide  Tiomplex,  nämlich 

a:,  = iYh  tan  = _ i«  + 2]/6  , 

X,  = iYh  tan  = - ia  - 2]/6 . 

II.  Gegeben  sei  die  Gleichung  a:*  ax‘  hx  c = 0.  Mau  gehe 

aus  von  der  Relation*) 

. o Stanm  — tan  qp® 

- — ^ 1 — 3 tan  qp* 

1)  Methode  von  Stoll.  Progr.  von  Bensheim  1876. 
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oder 

(3)  tan  — 3 tan  3^  • tan  <p^  — 3 tan  (p  + tan  3gj  = 0 . 

Um  die  gegebene  Gleichung  auf  diese  Fonn  zu  bringen,  setze  iiiaii 
X = y 3 und  bilde  die  Variierte 

f ai/  ßy y = 0. 

Substituiert  man  weiter  y = rtaji(pf  so  erhält  man 

tan  9*  4-  ^ tan  _j_  1 tan  ()p  + = 0 . 


Durch  Vergleichung  der  homologen  Koeffizienten  mit  Gleichung  (3) 
erhält  man  die  erforderlichen  Bestimmungsgleichungen  für  r und  tan3()Pj 
imd  ebenso  für  z,  indem  aus  (3)  die  Bedingung  a/3  — 9y  = 0 folgt. 
Aus  der  letzteren  ergiebt  sich  die  Resolvente 


(4) 

aufserdem  ist 


2{a^  - U)z  + {ab  - 9c)  ==  0 , 


a = — 3rtau3g),  /3  = — 3r*,  y — r^tand^j, 

(5)  r^Y-  Iß,  tan39  = -^  = ^,. 

Da  nun 

,•2  = - {ß  = - i(3^2  4 2az  4 h) 
ist,  oder  wenn  man  aus  (4)  den  Wert  von  z einsetzt, 

-{ab  — 9c)*  4 ^ (“*  — 3 b){b*  — Sac)  — SD, 


r*  = 


so  ergiebt  sich  weiter 


(6) 


tan  3 = 


4(a*  — 


(2  o“  — 9a  & 4 2"c) 


4(a*  — 3fc)*’ 


WO  F3  die  kubische  Variante  bedeutet  und  Dg  die  Diskriminante 


- (^1  “ - ^i)*- 

Nun  hat  die  vorgelegte  Gleichung,  wenn  ihre  Diskriminante  ncyativ  ist, 
drei  reelle  Wurzeln.  Da  nämlich 


tan3qp  = tan  (2;r  4 — tan(4Ä  4 Sy) 

ist,  so  erhält  man 

Xi  = z r tan  y , 

x^  = z r tan  (p)  = z — r tan  (J-ä  — y) , 

x^  = z r tan  {^7t  (p)  = z r tan  (J » 4 9)  • 

Wenn  dagegen  die  Diskriminante  ]X>sitiv  ist,  hat  die  Gleichung 
eine  reelle  und  zwei  komplexe  Wui*z(dn.  Deim  dann  werden  r und  tan  3^ 
rein  imaginär;  ist  aber  tan  3y  imaginär,  so  ist  es  auch  tauy  und  die 
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beiden  anderen  Werte  tan(3  ;r  — tp)  und  tan  (s3r4-9>)  sind  komplex. 
Um  dies  zu  beweisen,  setzen  wir  <p  = t]  + y dann  ist 


(7)  tan  (ßrj  + 3^»)  = 


sin  3tj  4*  * ^ ^‘'^)co8  3;j 


= mt. 


€~^^)  COS  3ij  — i — e sin  Sij 
Die  Homogeneität  erfordert  die  Relation  3ij  = Oy  woraus  folgt 

-S^\. 

tanS^  = tan  3d-t  ==  ; ■ — = mi. 

Dieser  Fall  erfordert  die  Ungleichung  w < 1 , damit  <0-  reell  bleibt 
Ist  dagegen  w/  > 1 , so  wird  der  Homogeneität  der  Gleichung  (7)  ge- 
nügt durch  die  Annahme  3ri  = \n.  Dann  folgt  weiter 

tan  3(p  — tan  Qtc  -f  3d-{)  = -isiy  = • 

Der  Wert  von  ^ ei^iebt  sich  aus  der  Gleichung 

^6»  ^ für  m < 1 oder 


für  > 1 


m 


Es  kann  hieraus  nun  der  reelle  Wurzel  wert  gefunden  werden,  nämlich 

. V-3Z),  . — yäHs  e^^  — i 

y.  = r tan  9 = Jj)  ‘»»  »»  = , • 

Die  beiden  komplexen  Wurzeln  sind: 

y,  und  yj  = + t®“  Ö*  + ^»)  > 

yn>,  (e“^-M)[(e^— l)  + e**l/3] 


2(o>— 36) 


«‘»+1 


111.  Gegeben  sei  die  Gleichung  x*  -f  ax^  -f  bx^  -{■  cx  d — 0 . 
Wir  gehen  dabei  aus  von  der  Relation 

tan  4m  - y (»  - 1®°  9’) 
tan^yj  i_6tany*  + tan(p‘ 

oder 

(»)  tany>‘  + ^^tany,>-6tan9)‘-j^tany)+  1 = 0. 

Diese  Gleichung  ist  eine  reziproke  und  hat  folgende  vier  Wurzeln: 
tan  9,  tan  4- 95^,  tan  4*  9)  = cot  (p , 

tan  4-  <p)  = — cof  (j  + ' 

Um  die  vorgelegte  Gleichung  auf  die  Form  (8)  zu  reduzieren,  h\lde 
man  die  Variierte  durch  die  Substitution  x ~ y ^ führe  die  Re- 
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duzente  der  Reziprozität  ein,  nämlich  — y®  = 0.  .Die  Resolvente 
ist  alsdann 

(9)  (o^  — 4ah  + 8c)^-f  (a*fe  + 2ac  — 42)*+  16rf)^:*+  (a*c  — 42;c+ 8ad)* 

+ {a^d  — c*)  = 0 (Mailet). 

Die  transformierte  reziproke  Gleichung  sei 

y*  + ay*  + /3y*  + yy  + y*/a*  = 0 . 

Dieselbe  lälst  sich  auch  darstellen  in  der  Eorm 

(10)  (y  + yty+a{y  + ^-^)  + ß-2y/.  = 0. 

Die  Auflösung  dieser  Gleichung  bietet  keine  Schwierigkeit  und 
führt  zum  Ziele,  wenn  es  sich  um  eine  algebraische  Lösung  der  vor- 
gelegten Gleichung  handelt.  Da  aber  eine  goniometrische  gewünscht 
wird,  so  ist  die  Gleichung  (10)  noch  auf  die  Form  (8)  zu  bringen. 
Die  analoge  Form  derselben  ist 

oder  wenn  tan  (p  = u gesetzt  wird, 

(11)  -4=0- 

Man  substituiere 

(12)  y + = + 

woraus  folgt 

(13)  (u  — i)*  + (2tv  + «)(«  — + w*  + a ?<;  + — 2y/«  = 0 . 


Aus  (11)  und  (12)  ergiebt  sich 

2w  + a = 4 : tan  4<Pf  + aiv  + /3  — 2y/«  = — 4 . 
Es  ist  also 

w = — \ a -+  ~ — ^‘i^^  + ^y)  — 

und 


(14) 


tan  4®  = — = +- 

^ 2 lü  + a “ 


ß + 8y)-i6 


Aus  dieser  Gleichung  findet  man  q>  oder  u,  aus  (12)  y und  aus  einem 
Wurzel  werte  der  Resolvente  (9)  endlich  x. 
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Uber  Einhillleiide  von  Kurven  und  Flächen. 

Von  E.  CzuBER  in  Wien. 

0.  Biermann  hat  jüngst^)  das  Problem  der  Einhüllenden  unter 
dem  Gesichtspunkte  behandelt,  dafs  die  Eingehüllten  nicht,  wie  dies 
gewöhnlich  vorausgesetzt  wird,  durch  Gleichungen  zwischen  den  Ko- 
ordinaten und  willkürlichen  Konstanten  gegeben,  sondern  dafs  die 
Koordinaten  ihrer  Punkte  durch  Hilfsvariable  (parametrisch)  explizit 
ausgedrückt  sind.  Er  macht  hierbei  durchgehende  von  dem  Prinzip 
des  letzten  Schnittes  Gebrauch.  Dieses  Verfahren  macht  es  notwendig, 
nach  Herstellung  der  die  Einhüllende  charakterisierenden  Gleichungen 
die  Berührung  zwischen  ihr  und  den  Eingehüllten  in  jedem  Falle 
besonders  nachzuweisen. 

Wir  nehmen  das  Problem  unter  den  gleichen  analytischen  Voraus- 
setzungen von  neuem  auf  und  führen  seine  Lösung  nach  einer  andern 
Methode  durch,  welche  neben  geometrischer  Anschaulichkeit  auch  den 
Vorzug  haben  dürfte,  dafs  sie  vermöge  ihrer  Gedankenführung  die 
Berührung  zwischen  der  Einhüllenden  und  den  Eingehüllten  unmittelbar 
erkennen  läfst.  Von  singulären  Punkten  auf  den  letzteren  wird  dabei 
abgesehen,  was  hier  von  vom  herein  bemerkt  werden  mag. 

♦ * 

* 

1.  EinfcLch-unendlidies  System  ebener  Kurven. 

a)  Das  System  sei  durch  die  Gleichungen 

(1)  a;  = 9)(w,a),  y = ilf{u,a) 

dargestellt.  Bei  festem  a bestimmen  diese  Gleichungen  eine  Kurve  (a), 
bei  festem  u eine  Kurve  (w);  die  Systeme  dieser  Kurven  mögen  mit 
Äy  ü bezeichnet  werden.  A sei  das  System,  um  dessen  Einhüllende 
es  sich  handelt. 

Durch  das  Wertepaar  u\a  ist  ein  bestimmter  Punkt  M auf  der 
Kurve  (a)  gegeben;  durch  ihn  geht  auch  die  Kurve  (u).  Kommt  u 

1)  Festschrift  der  k.  k.  Technischen  Hochschule  in  Brünn  zur  Feier  ihres 
fünfzigjährigen  Bestehens,  Brünn,  1899, 

Arohir  der  Mathematik  und  Physik.  III.  Reibe.  II. 
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allein  in  stetige  Änderung,  so  bewegt  sich  M auf  (a)  und  beginnt  die 
Bewegung  in  der  Richtung 

dip 

duy  du 
dux  dtp  5 
d u 

•• 

kommt  a allein  in  stetige  Änderung,  so  bewegt  sich  M auf  (u)  und 
beginnt  die  Bewegung  in  der  Richtung 

dtp 

day  da 

daX  dcp 
da 


Auf  diese  Weise  gehören  zu  jedem  Punkt  der  Kurve  (a)  zwei  Bewegungs 
richtungen.  Jene  Punkte,  in  welchen  diese  Bewegungsrichtungen  zu- 
samraenfallen,  sind  Punkte  der  Einhüllenden.  Die  Bedingung  für  die 
Gleichheit  der  Richtungen,  d.  i. 


d<p  dtp 

du  du  _ g(<y>,  T/>)  _ ^ 
dq>  dtp  ~ d(u,  aj  ~ 
da  da 


bestimmt  nämlich  die  u jener  Punkte  auf  (a),  welche  bei  eintretender 
Änderung  des  a und  der  dadurch  bedingten  Transformation  von  (a) 
sich  immer  in  Richtung  der  jeweiligen  Tangente  an  (a)  bewegen;  diese 
Punkte  beschreiben  die  EinhüUende,  von  der  schon  im  Grunde  dieses 
Gedankenganges  zu  erkennen  ist,  dafs  sie  die  Kurven  des  Systems  J 
in  den  gedachten  Punkten  berührt.  Ihre  Gleichungen  ergeben  sich 
durch  Elimination  von  a aus  (1)  mit  Hilfe  von  (2). 

Die  Elimination  von  u ergäbe  die  Einhüllende  des  Systems  C, 
was  aus  der  Deduktion  unmittelbar  zu  entnehmen  ist.  Unter  Um- 
ständen kann  die  Einhüllende  von  A eine  spezielle  Kurve  des  Systems 
U sein. 

Beispiel.  Das  System  A der  Kreise,  welche  über  den  zur  Achse 
einer  Parabel  (vom  Halbparameter  p)  senkrechten  Sehnen  als  Durch- 
messern beschrieben  sind,  kann  durch  die  Gleichungen 


X = a '^2p a cos  u,  y = y2pa  sin  u 


dargestellt  werden. 
Gleichung 


Durch  Elimination  von  a ergiebt  sich  hieraus  die 


, , y* 

X = tg  M • w -b  --  . , 

^ ^ 2p  .sin*  tt 


des  Systems  U,  das  also  aus  Parabeln  besteht,  welche  durch  den 
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Scheit«!  der  zugrunde  liegenden  Parabel  gehen  und  mit  ihr  gleiche 
Achsenrichtung  haben. 

Die  Gleichung  (2)  der  allgemeinen  Entwicklung  lautet  hier 


cos«+|/Ä  = 0, 


und  die  Elimination  von  m und  a zwischen  ihr  und  dem  obigen  Glei- 
chungspaar führt  zu 

y*  = 2px  -f  p*. 

Diese  Parabel,  welche  Achse  und  Halbparameter  mit  der  gegebenen 
gemein  und  ihren  Scheitel  zum  Brennpunkt  hat,  hüllt  sowohl  die 
Kreise  A wie  auch  die  Parabeln  U ein. 

ß)  Der  Fall,  dafs  das  Kurvensystem  durch  die  Gleichungen 

(1)  x = 9(m,  a,  b),  y = ^(u,  a,  6) 
und  die  Parametergleichung 

(2)  cö(a,b)  = 0 

gegeben  ist,  läfst  sich  analytisch  leicht  erledigen.  An  die  Stelle  der 
Gleichung  (2)  unter  a)  tritt  jetzt 

dy  ^ 

du  du 

(dtl)\ 


m a 


= 0. 


wo  die  Ableitungen  unter  dem  Gesichtspunkte  zu  bilden 


sind,  dafs  b vermöge  (2)  von  a abhängt,  also 


/3qp\  ^ I ^ dcp  _d^ 

\da)  da  ‘ db  da  da  db 

Dadurch  geht  obige  Gleichung  über  in 

= 0, 


dto 
dtp  da 
doj 


etc. 


wofür  auch 


(3) 


dtp 

dfp 

du 

du 

(o)  d(if>,o}) 

b) 

d{a,b) 

dtp 

d'tp 

n 

du 

du 

u 

dtp 

dip 

dto 

_ d(tp 

da 

da 

da 

d(u 

dtp 

d'^ 

dto 

db 

db 

db 

0 
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geschrieben  werden  kann.  Durch  (1),  (2)  und  (3)  ist  die  Einhüllende 
bestimmt. 

2,  Einfach-unendliches  System  von  Baumkurven.  — Dasselbe  sei  durch 
(1)  oc  = <p(«,  a),  y = a),  a) 


gegeben;  ein  festes  a charakterisiert  eine  Kurve  (a)  des  Systems 
daneben  giebt  es  Kurven  (w),  deren  jede  durch  ein  festes  u gekenn- 
zeichnet ist  — ihr  System  heifse  U. 

Der  Punkt  M{u\a')  auf  (a)  kommt  bei  blofser  Änderung  des  n 
auf  dieser  Kurve  in  Bewegung,  die  in  der  Richtung 


d^x  : d^y  : d^z 


dq>  C'tp  dz 
d u ' du • du 


der  Tangente  an  (a)  beginnt;  derselbe  Punkt  kommt  bei  alleiniger 
Änderung  des  a in  eine  Bewegung,  deren  Anfangsrichtung 


d^x  : d^y  : d^z  = 


ca  ca  ca 


durch  die  Tangente  an  («)  bestimmt  ist.  Jene  Punkte  von  (fl),  in 
welchen  beide  Richtungen  zusammenfallen,  die  sich  also,  indem  (o)  das 
System  A stetig  durchläuft,  jederzeit  in  Richtung  der  jeweiligen  Tan- 
gente an  {a)  bewegen,  beschreiben  die  Einhüllende  dieses  Systems. 
Da  jedoch  die  Gleichheit  der  Richtungen  da.s  Verschwinden  der  zwei- 
zeiligen Determinanten  der  Matrix 

du  du  du 

d^  d'ip  dz  ^ 

da  da  da 

also  das  gleichzeitige  Bestehen  einer  überzähligen  Anzahl  von  Glei- 
chungen erfordert,  so  existiert  eine  Einhüllende  nur  dann,  wenn  diese 
Gleichungen  sich  auf  eine  reduzieren. 

Die  etwa  vorhandene  Einhüllende  hüUt  auch  das  System  U ein, 
wenn  sie  nicht  eine  spezielle  von  den  Kurven  dieses  Systems  ist. 

Beispiel.  Das  durch  die  Gleichungen 

a;  = r (cos  a — m sin  a),  y — r (sin  a -f  « cos  a),  z = h{a  -f  «), 

in  welchen  r,  h gegebene  Konstanten  bedeuten,  dargestellte  System  -4 
ist  ein  System  von  Geraden,  das  System  U dagegen  ein  System  trans- 
zendenter Raumkurveu.  Die  zugehörige  Matrix  (2)  lautet: 

— r sin  a r cos  a h 

• 

— r(sina -f  Mcoscr)  r(cos  a — M sin  a)  h ’ 
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zwei  ihrer  zweireihigen  Determinanten  verschwinden  identisch,  die  dritte 
fahrt  zu  der  Gleichung 

w = 0; 

mithin  ist  im  vorliegenden  Falle  die  Einhüllende  von  A eine  spezielle 
ü-Kurve,  nämlich  die  Schraubenlinie 


X = r cos  a,  y — r sin  a,  z — ha. 

Die  J7-Kurven  sind  die  Schnitte  der  Tangentenfläche  dieser  Schrauben- 
linie mit  den  Cylindem  x^  y^  = r^(l  + w*). 

3.  Einfach -unendliches  Flächensystem, 
a)  Dasselbe  sei  durch  die  Gleichungen 

(1)  x^(p(ti,v,a),  y = ilf{u,v,a),  ^ 

gegeben. 

Bei  festem  a und  veränderlichen  m,  v bewegt  sich  der  Punkt 
M(u  I V ‘ a)  auf  einer  Fläche  (a)  des  in  Betracht  stehenden  Systems  A. 

Bei  festem  m,  v und  veränderlichem  a beschreibt  er  eine  Kurve 
deren  Eigenschaft  es  ist,  dafs  sie  alle  Flächen  des  Systems  A in 
Punkten  einer  festen  Wertverbindung  u | v durchsetzt. 

Wenn  a allein  sich  ändert,  so  beginnt  der  Punkt  M,  sich  auf  der 
zugehörigen  (f(;)-Kurve  zu  bewegen  in  der  Anfangsrichtung 


(l^x  : d^y  : d^z  = 


ca  ca  oa  ’ 


ändern  sich  u und  v,  während  a festbleibt,  so  beginnt  M sich  in  der 
Tangentialebene  an  (a)  zu  bewegen,  deren  Gleichung  lautet: 


X)(t  1 v) 


(v~-!/)  + 


'fp) 

C(u,v) 


(s-^)-o. 


Soll 


SO  mufs 


d.  h. 

(2) 


sein. 


jene  Bewegungsrichtung  in  diese  Tangentialebene  fallen, 
^ 4_  y)  1 '»/o  ^ Q 

ca  d{u,v)  ‘ da  C{u^v)  ' ca  C^u,v)  ’ 


F{u,v,a) 


i v P f i 

c u du  du  ! 

dj>  dlp  d% 
dv  dv  dv 

dtp  dlp  dz 

da  da  da 


Fafst  man  in  der  Gleichung  (2)  a als  konstant  auf,  so  drückt  sie 
eine  Relation  zwischen  ?f,  v aus,  durch  welche  auf  der  Fläche  (a)  eine 
Kurve  (c)  bestimmt  ist;  jeder  Punkt  dieser  Kurve  beschreibt,  wenn  man 
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z.  B.  sein  u festhält,  bei  der  Variation  von  a und  der  dadurch  hervor- 
gerufenen Transformation  von  (a)  eine  Kurve  (y),  welche  die  Eigen- 
schaft besitzt,  sämtliche  Flächen  des  Systems  A,  und  zwar  in  Punkten 
der  zugeordneten  (c)- Kurven  — der  Charaicteristiken  — , zu  berühreiL 
Der  Ort  der  Kurven  (y)  ist  eine  Fläche  J?,  welche  hiernach  die  Flächen 
des  Systems  Ä umhüllt;  man  erkennt  aber  auch,  dafs  E zugleich  der 
Ort  der  Kurven  (c)  ist. 

Die  Charakteristiken  (c),  bestimmt  durch  die  Gleichungen  (1)  und 
(2),  wenn  darin  a als  veränderlicher  Parameter  aufgefafst  wird,  können 
eine  Einhüllende  haben,  welche  dann  ebenso  wie  das  System  der  (c) 
auf  der  Einhüllenden  E liegt  und  deren  RückkeJirkante  heifst. 

Um  zu  dieser  Kurve  zu  gelangen,  hat  man  das  Verfahren  in  *2. 
sinngemäfs  auf  den  vorliegenden  Fall  anzu wenden. 

Hiernach  sind  jene  Punkte  auf  (c),  welche  die  Einhüllende  be- 
schreiben, an  die  Gleichungen  (1),  (2)  und  an  die  Beziehungen 


gebunden;  die  letzteren  können  auch  in  der  Form 


O(l5)-©60-». 
©fia  - ©©  - ». 
.©©-©S-3-« 


geschrieben  werden.  Durch  die  Klammem  soll  darauf  hingewiesen 
sein,  dafs  man  in  (1)  v mittels  der  Gleichung  (2)  als  Funktion  von  «,  a 
einzuführen  hat.  Hiernach  ist 

^ cJF 

\^u/  du  ' dv  du  du  dv  dF^  \^«/  du'dv  du  du  dv  dF* 

dv  dr 

/dfp\ djj)  , djp  dt^  d'tp  dil>  /^Z\  ^Z  i ^Z  ^Z 

Wa/  da  dv  da  da  dv  dF^  \da)  da'dvda~da  dv  cF 

dv  cv 


Führt  man  mit  diesen  Ausdrücken  die  erste  der  Gleichungen  (3)  aus, 
so  ergiebt  sich  nach  entsprechender  Reduktion: 

dj^  d(r{f,  x)  , ^ ?(^!£_z)  1 x)  ^ n. 

du  d(v,  a)  dv  d(a,  u)  ' da  d(u,  v)  ’ 
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die  beiden  anderen  ergeben  bei  ebensolcher  Ausführung,  wie  man  ohne 
weitere  Rechnung  erkennt: 

dF  d{%,  qp)  , ^ d{%,  (p)  , ^ dix,  q>)  ^ ^ 

du  d{v,  ä)  ' dv  d{a,  u)  ' da  d(u,  v)  ^ 

^F  djcp,  t/>)  ^ d(<p,  ^ d(rp,  V>)  ^ ^ 

du  d(v,  a)  ' do  d(a,  uj  da  d(u,  v) 

Diese  drei  Gleichungen  fallen  aber  in  eine  zusammen,  und  als 
solche  kann  jede  von  ihnen  genommen  werden.  Denn  die  Koeffizienten 

von  ^ in  der  ersten  sind  die  Adjunkten  zu  den  Elementen 

der  ersten  Kolonne,  die  Koeffizienten  in  der  zweiten  und  dritten  Glei- 
chung die  Adjunkten  zu  den  Elementen  der  zweiten  und  dritten  Kolonne 
der  Determinante  in  (2);  da  aber  diese  Determinante  für  die  Punkte 
der  (c)  verschwindet,  so  stehen  die  Adjunkten  aller  drei  Kolonnen  in 
gleichem  Verhältnis,  und  daher  sind  die  letzten  drei  Gleichungen  that- 
sächlich  äquivalent. 

Die  EinhüUkurve  der  Charakteristiken,  d.  i.  die  Rückkehrkurve 
auf  Ey  ist  also  durch  das  Gleichungssystem 


x = q>{uy  V,  a),  y = ^(w,  v,  a),  = x{u,  t;,  a), 


F{Uy  V,  a)  = 


'»P,  x)  A 

d(u,  V,  a)  * 


dF  dj-tj),  x)  , ^ dii>,  x)  , ^ z)  ^ A 

du  d(v,  a)  dv  d(a,  u)  ' da  d(u,  v) 


bestimmt.  Um  sie  in  einer  der  üblichen  Formeln  darzustellen,  kann 
man  entweder  u,  v,  a aus  den  drei  ersten  Gleichungen  ausdrücken  und 
in  die  zwei  letzten  substituieren,  oder  u,  v aus  den  zwei  letzten  be- 
stimmen und  in  die  drei  ersten  einsetzen. 

Die  letzte  der  obigen  Gleichungen  kann  auch  in  der  Gestalt 

dF  dijf  dx  I 
du  du  du  I 

dF  d^  dx  ^ A 
dv  dv  dv 

dF  dtl>  dx 
da  da  da 

geschrieben  werden. 

ß)  Ist  das  Flächensystem  durch  die  Gleichungen 

(1)  x = 9>(m,  V,  a,  b),  i/  = ^(m,  V,  a,  b),  z = % {u,  Vy  a,  h) 


und  durch  die  Parametergleichung 


(D  (a,  b)  = 0 
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gegeben,  so  erfährt  die  analytische  Durchführung  gegenüber  dem  vor- 
liegenden Falle  folgende  Abänderungen. 

Die  Elemente  der  dritten  Zeile  in  der  Determinante  der  dortigen 
Gleichung  (2)  sind  zu  ersetzen  durch 


dca 

daa 

dto 

dcpda 

d'tia 

d'^da 

/> 

db  dca  * 

da 

db  dca* 

da 

_ 

db  dca 

db 

Wb 

db 

dadurch  verwandelt  sich  diese  Gleichung  in 


F (u,  V.  a,  b)  “ 


dtp 

d'ip 

du 

du 

r\ 

0 u 

dtp 

d'ip 

^X 

dv 

cv 

dv 

d(tp,  to) 

d(ip,  to) 

d(x,  to) 

d(a,  b) 

d(a,  b) 

d(a,  b) 

die  Entwicklung  vorstehender  Determinante  nach  den  Elementen  der 
letzten  Zeile  karm  aber  auch  als  Entwicklung  der  vierzeiligen  Deter- 


minante 

^ Cf 

CU  CU  CU 

Cf  cx^  ^ 

dv  cv  dv 

dtp  d’tp  d%  dca 
da  da  ca  da 
dtp  di/f  d%  dca 

db  db  cb  db 

nach  den  Unterdeterminanten  der  zwei  ersten  Zeilen  aufgefafst  werden; 
schliefslich  darf  man  auch  setzen: 


F (u,  V,  a,  b)  = 


z*  o>)  ^ A 

C(u,  V,  a,  b) 


In  gleicher  Weise  kommt  an  die  Stelle  der  Elemente  der  letzten 
Zeile  in  der  Determinante  der  Gleichung  (4)  zu  stehen 


dto  dto  CIO 

dF C^df  d'fp  dfda  d%  ^XCa^ 

da  ~db  dta^  da  dbdta*  da  db  dca  ’ 

db  db  db 


damit  geht  aber  die  genannte  Gleichung  über  in 


d'ip 

du 

du 

du 

?z. 

d'ip 

dv 

de 

dv 

d(?\  to) 

d('ip,  eo) 

w) 

c{a,  b) 

C{a,  bj 

C{a,  b) 
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wofür  aus  ähnlichen  Gründen  wie  vorhin  geschrieben  werden  kann 

d(F,  X,  m)  ^ ^ 
d(u,  V,  a,  b) 

Das  Resultat  lautet  dahin,  dafs  nunmehr  die  Einhüllende  .E  des 
Flächensystems  durch  die  Gleichungen  (1),  (2),  (3),  die  auf  ihr  etwa 
auftretende  Rückkehrkurve  durch  die  Gleichungen  (1),  (2),  (3),  (4)  be- 
stimmt ist. 

4,  ZtceifacJi- imendliches  Flächensystem.  — Dasselbe  sei  durch  die 
Gleichungen 

(1)  x=-(p  (m,  V,  a,  h),  y = ip  {u,  v,  a,  h),  z = % (m,  n,  a,  h) 


gegeben.  Bei  festem  a und  h und  veränderlichem  «,  v erhält  man  eine 
Fläche  (a,  6)  des  Systems.  Der  Punkt  M («|v)  dieser  Fläche  kommt 
durch  alleinige  stetige  Änderung  von  a und  die  dadurch  bedingte 
Transformation  von  (a,  b)  in  eine  Bewegung,  deren  Anfangsrichtung 
durch 


d^x  : d„y  : d^z 


da  * da  • da 


bestimmt  ist;  bei  alleiniger  Variation  von  b beginnt  er  sich  in  der 
Richtung 

V • «6^  • «6^  ~ dh  ' dh  ' ob 


zu  bewegen.  Diese  Richtungen  fallen  in  die  Tangentialebene 

-) + + 855’«-)  - » 


an  (a,  b)  in  M,  wenn  einerseits 


d^  d(ilf,  z)  , I ^ ^ Q 

da  d(u,  v)  da  d(u,  v)  da  d{u,  v) 


(2) 

und  wenn  andererseits 


^(<Pi  V’,  x)  ^ A 

d(u,  V,  a)  ^ 


(3) 

ist. 


'*P,  z)  ^ A 

d(u,  V,  b) 


Die  Gleichungen  (1)  und  (2)  bestimmen  eine  Kurve  auf  (a,  6),  und 
eine  zweite  Kurve  auf  dieser  Fläche  ist  durch  (1)  und  (3)  bestimmt; 
die  Schnittpunkte  beider  Kurven  besitzen  die  Eigenschaft,  dass  für  sie 
die  beiden  besprochenen  Bewegungsrichtungen  in  die  Tangentialebene 
fallen;  der  Ort  dieser  zweifach -unendlichen  Punktmannigfaltigkeit  ist 
eine  das  System  der  Flächen  (a,  b)  umhüllende  Fläche  E. 


122  E.  Czuber:  Über  Einhüllende  von  Kurven  und  Flächen. 

Man  kann  diese  Fläche  auch  durch  Bewegung  gewisser  Kurven 
erzeugt  denken,  wie  folgt:  Eliminiert  man  zwischen  (1),  (2),  (3)  t,h, 
so  entstehen  Gleichungen 

x = (m,  a),  y = ^,  (u,  a),  g = (m,  a), 

welche  bei  festem  a eine  Kurve,  hei  veriinderlichem  a auch  gleich  die 
von  ihr  beschriebene  Fläche  darstellen.  Eliminiert  man  v,  a,  so  ergeben 
sich  Gleichungen 

:r  = 02  K y=  z = (m,  ft), 

die  bei  festem  ft  eine  Kurve  und  bei  variablem  ft  auch  schon  die  von 
ihr  beschriebene  Fläche  bestimmen.  Diese  beiden  Gleichungssystenie 
sind  aber  äquivalent  dem  einen  System  (l'l,  (2),  (3)  und  stellen  ebe 
und  dieselbe  Fläche,  d.  i.  E,  dar. 

Um  die  Einhüllende  in  einer  der  üblichen  analytischen  Darstel- 
lungsformen zu  erhalten,  hat  man  entweder  zwischen  (1),  (2),  (3)  «,  r, 
rt,  ft  oder  aus  (1)  a,  ft  mit  Hilfe  von  (2)  und  (3)  zu  eliminieren. 

Wien,  den  24.  Januar  1901. 
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Dömonstration  d’nn  thöoröme  de  Legendre; 

Par  M.  P.  Mansion  a Gand. 

La  cel^bre  relation  de  Legendre  entre  les  integrales  elliptiques 
corapletes  de  premibre  et  de  seconde  espece: 

(1)  + KE-KK', 

s’etablit  aisement,  d’une  maniere  elementaire,  par  un  procede  dü  ä Tor- 
tolini,  dans  le  cas  oü  le  carre  k*  du  module  et  son  complement 
A'*  = 1 — k^  sont  compris  entre  zero  et  l’unite.  On  determine  l’aire  du 
huitieme  de  la  sphere  de  rayon  egal  a l’unite  et  ayant  pour  coordonnees: 

X = sintpyi  — y — sin^|/l  — Ä'-sin*^,  3 = cos  <p  cos  V', 

au  moyen  de  Tintegrale  double  habituelle 


et  on  introduit  dans  celle-ci  les  variables  (p  et  On  obtient  ainsi 
Sans  peine  la  form  ule  (1). 

Voici  ime  autre  demonstration,  artificielle  il  est  vrai,  mais  encore 
assez  simple  et  qui  s’applique  meme  au  cas  oü  le  module  est  quel- 
conque.  Elle  est  peut-etre  nou veile,  au  moins  en  partie. 

On  trouve  facilement,  en  partant  de  la  definition  classique  de  la 
fonction  Zu  de  Jacobi,  la  formule  suivante  oü  m = C7i  et  oü  le  module 
k n’est  pas  ecrit  dans  snw,  cnu,  dn  w: 


(2) 


V)  + «(l  - I - 1^) ■ 


D’autre  part,  on  demontre,  par  rintermediaire  des  fonctions  theta,  que  Ton  a 

CD  u dn  u Tci 
2K' 


(3) 


Z(m  + K'i,  k)  - Z(u,  k)  = 


sn  u 


En  ajoutant  (2)  et  (3),  il  vient,  apr^s  quelques  reductions, 

(4)  Z(„  + K'i,  k)  = _ iZiU,  *0  + «(l  - " - - 1^. 

Faisons  u — — K'i,  ou  Z7  ==  — K'.  Pour  ces  valeurs, 


Z{u  + K'i,  k)  = 0, 


dn  u 


sn  14  cn  u 


= 0,  Z(U,  A')  = 0. 


Donc  0 = — Ä"'»  ^1  — ^ c’est-a-dire,  apres  transformation, 


TT 


^ = KE'  4-  K'E  - KK'. 


Quant  a la  form  ule  (4),  eile  devient 


dn 


Z(u  + K'i,  k)  = iZ(U,  k') 

^ ^ ' sn  u cn  u \ j / 


2KK 


^ (»  + K'i). 


Gand,  le  15  jauvier  1901. 


Analytische  Ableitung  des  Satzes  vom  ParaUelogramm 

der  Kräfte. 

Von  R.  Lehmann- Fi LHES  in  Berlin. 


Der  Satz  vom  Parallelogramm  der  Kräfte  ist  auf  verschiedenem 
Wege  analytisch  abgeleitet  worden,  z.  B.  von  Laplace  (^Mec.  cel.  Livre  I, 
Chap.  I)  und  Poisson  (Traite  de  mecanique,  2*“®  ed.  p.  43  ff.).  Für 

Unterrichts-  und  Ver- 
tragszwecke erscheint 
es  jedoch  erwünscht, 
eine  derartige  Herlei- 
tung in  noch  elemen- 
tarerer Form  geben  zu 
können,  was  im  folgen- 
denversuchtwerdensoll. 

Es  mögen  zwei 
auf  einander  senkrecht 
stehende  Kräfte  P und  Q 
auf  den  Punkt  A wirken. 

Wir  nehmen  als 
Grundsatz  an,  dafs  die 
beiden  Kräfte  eine  in 

derselben  Ebene  liegende  Resultante  R haben,  deren  Richtung  zwischen 
diejenigen  der  Kräfte  fällt,  und  dafs  der  Winkel  x,  den  R mit  P bildet, 

nur  von  dem  Verhältnis  ^ abhängt.  Ferner  nehmen  wir  an,  dafs  die 
Verhältnisse  ^ imd  ~ nicht  von  der  absoluten  Gröfse  der  Kräfte,  son- 


R 


• Jt 

dem  nur  von  ihrem  Verhältnisse  q,  mithin  von  x abhängen. 
Wir  können  demnach  setzen 


(1) 


■p 


da  ja  R mit  Q den  Winkel  g ~ ^ bildet. 

Wir  denken  uns  nun  (vgl.  Fig.  1)  P imd  Q in  je  zwei  Kräfte  U 
und  F,  resp.  W und  Z zerlegt,  und  zwar  sollen  ü und  W senkrecht 
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zur  Resultante  Jl  stehen,  V und  Z in  die  Richtung  derselben  fallen. 
Da  P und  V,  sowie  Q und  W den  Winkel  x mit  einander  bilden,  so 
bat  man  analog  (1): 


Multipliziert  man  die  Gleichungen  (1)  resp.  mit  der  ersten  und  dritten 
Gleichung  (2),  so  ergiebt  sich: 


Demnach  sind  U und  W gleich,  und  da  sie  den  Punkt  A in  entgegen- 
gesetzter Richtung  angreifen,  so  heben  sie  sich  gegenseitig  auf.  Es 
bleiben  also  nur  noch  die  Komponenten  F und  Z übrig,  welche  ebenso 
wie  P die  gegebenen  Kräfte  ersetzen.  Da  sie  in  der  Richtung  von  Ji 
wirken,  so  ist 

(3)  R=V-\-Z. 

Aber  aus  (1)  und  (2)  folgt 


r _ p ^_Q 

P~  Q~  R^ 


Setzt  man  dies  in  (3)  ein,  so  erhält  man 

(4)  R^yP^A-Q\ 

d.  h.  die  Resultante  der  senkrecht  zu  einander  wirkenden  Kriifte  ist 
der  Gröfse  nach  gleich  der  Diagonale  des  aus  den  Seiten  P und  Q 
konstruierten  Rechtecks. 

Diese  Ableitung  ist 


im 


wesentlichen  schon 
von  La  place  gegeben. 

Bei  der  Aufgabe, 
den  Winkel  x zu  finden, 
welchen  die  Resultante 
R mit  der  Kraft  P bil- 
det, werden  wir  ein  von 
dem  L a p 1 a c e sehen  gänz- 
lich verschiedenes  V er- 
fahren anwenden. 

Wir  lassen  nämlich 
( vgl.  Fig.  2)  auf  den  An- 
grifiFspuukt  A der  Kräfte 

P und  Q noch  2 neue  Kräfte  wirken,  deren  erste  JcQ,  der  Kraft  P ent- 
gegengesetzt ist  (falls  Je  positiv  ist),  und  deren  zweite,  A*P,  in  dieselbe 
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Richtung  fällt  wie  Q.  Ist  k negativ,  ein  Fall,  der  übrigens  hier  nicht 
besonders  betrachtet  zu  werden  braucht,  so  erhalten  beide  Zusatzkrafte 
entgegengesetzte  Richtung.  Der  Gröfse  nach  ist  k völlig  willkürlich. 

Die  Resultante  der  beiden  Zusatzkrafte  ist  nach  (4)  gleich 
= kJi‘  sie  bildet  mit  AP,  d.  h.  mit  der  Richtung  der  Kraft  Q,  den 
Winkel  X,  da  die  Zusatzkräfte  AP  und  kQ  zu  einander  dasselbe  Ver- 
hältnis haben  wie  P und  Q.  Demnach  steht  die  Resultante  kR  senk- 
recht auf  der  Resultante  R.  Die  Qesamtresultante  S aller  4 Kräfte 
ist  nichts  anderes  als  die  Resultante  von  li  und  AP;  dieselbe  bilde 
mit  R den  Winkel  y. 

Die  Resultantenwinkel  x und  y sind  Funktionen  der  Verhältnisse 
der  jedesmal  zusammengesetzten  zwei  Kräfte,  was  wir  folgendermafsen 
ausdrücken  können: 

(ö)  * = (D ' (~w)  “ '''(*■)• 


Wir  können  nun  aber  (vgl.  Fig.  3)  die  Gesamtresultante  S auch 
dadurch  erhalten,  dals  wir  zunächst  die  4 Kräfte  P,  Q,  kP  und  kQ 


zu  zwei  rechtwinklig  aufeinander 
stehenden  Kräften 

P — kQ  und  Q -f  AP 
vereinigen  und  alsdann  die  Resul- 
tante S dieser  beiden  Komponenten 
hers teilen.  Mit  der  ersten  Kraft, 
d.  h.  mit  der  Richtung  von  P,  bildet, 
wie  aus  dem  Früheren  folgt,  S den 
Winkel  x y^  sodals  wir  nach 
Analogie  von  (5)  haben: 


Die  Gröfsen  und  A haben 


eine  einfache  geometrische  Bedeu- 
tung: Konstruiert  man  das  Rechteck  mit  den  Seiten  P und  Q,  so  büdet 
die  Diagonale  mit  P einen  Winkel  a,  für  welchen  wir  haben 


In  dem  Rechteck  mit  den  Seiten  P und  kR  bildet  die  Diagonale  mit 
P den  Winkel  /l,  der  bestimmt  ist  durch  die  Gleichung 
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Setzt  man  (7)  und  (8)  in  (5)  und  (6)  ein,  so  erhält  man 
x = *{tga),  y^<l>{tgß),  x + y = tl,(^^£-^-^^  = y:(tg{a  + ß)), 

oder  wenn  wir  <p{a)  an  Stelle  von  ^(tga)  schreiben, 

(y)  ^ = t/  = 9>(/3),  x-\-y  = <p{a-\-ß), 

d.  h. 

(10)  9>(a)  + (p{ß)  ==  <p{a  + ß). 

Aus  dieser  Funktionalgleichung  ist  nun  die  unbekannte  Funktion  <p{cc) 
in  ganz  elementarer  Weise  bestimmbar.  (Vergl.  Cauchy:  Analyse  al- 
g^rique,  Paris  1821,  p.  104.)  Zunächst  folgt  aus  (10): 

(p(a  + + A + ...)  = (p{a)  + <p{ß)  + 9{r)  + + •••; 

also,  wenn  man  die  m Gröfsen  a,  /3,  y,  d,  ...  alle  gleich  | setzt, 

(11)  <p{m^)  = 

Diese  Gleichung  gilt  zunächst  nur  für  ein  ganzzahliges  positives  7u. 
Wir  wollen  jetzt  unter  tn  imd  n ganze  positive  Zahlen  verstehen 

und  setzen  ij  = — d.  h.  nrj  — w|.  Aus  (11)  folgt  dann 

(12)  (p{nti)  = m(p{l). 

Aber  nach  (11)  ist  g)(nrf)  = n(p{rj),  wodurch  (12)  wird 

7i(p(rj)  = d.  h.  = -^9(1)* 

Hieraus  ist  leicht  zu  erkennen,  dafs  für  einen  beliebigen  rationalen  po- 
sitiven Wert  von  /i  die  Gleichung  gilt 

= /*<3p(5), 

welche  unter  der  Annahme  der  Stetigkeit  von  ^(S)  auch  auf  irrationale 
fl  ausgedehnt  werden  kann. 

Hiernach  für  | = 1 : 

1 13)  = fi(p{l). 

Nähert  sich  fi  der  Grenze  0,  so  wird  <p{0)  = 0.  In  (10)  setzen  wir 
jetzt  a = -|-  /i,  ß = — fi\  dann  wird 

9(m)  + 9(— /^)  = 9(ö)  = ö,  d.  h.  9(— /*)  = — yW; 
also  nach  (13) 

(14)  (p{- fl)  = - fnp{\). 

1)  Zu  einer  Fuuktionalgleichung  derselben  Form  gelangt  — wenn  auch  i» 
völlig  anderem  Zusammenhänge  und  bei  anderer  Bedeutung  der  Varial>len 
Herr  Darboux  in  seiner  dem  Ck>urs  de  m^canique  von  Despeyrous  angeljikri^*va. 
Kote  I:  Sur  la  composition  des  forces  en  statique. 
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Wir  haben  also  nach  (13)  und  (14)  für  positive  und  negative  Werte 
von  a 

(p{a)  = u(p{\), 

oder,  wenn  man  9>(1)  = a setzt, 

(15) 

Nach  (9)  und  (15)  hat  man  demnach  x — aa.  Da  nun  aber  für  ein 
verschwindendes  P die  Resultante  P ganz  in  die  Richtung  von  Q fällt, 
also  senkrecht  zur  P-Richtung  steht,  und  da  in  diesem  Falle  auch  die 
Diagonale  des  aus  P und  Q gebildeten  Rechtecks  mit  Q zusanunen- 

fällt,  so  müssen  x und  a gleichzeitig  ^ werden,  woraus  « = 1 folgt. 

Demnach  haben  wir 

(16)  X = a. 

Die  Gleichungen  (4)  und  (16)  zeigen,  dafs  die  Resultante  zweier  senk- 
recht zu  einander  wirkenden  Kräfte  P und  Q nach  Gröfse  und  Rich- 
tung mit  der  vom  Angriffspunkte  aus  gezogenen  Diagonale  des  Recht- 
ecks mit  den  Seiten  P und  Q zusammenfällt. 

Aus  diesem  Satze  folgt  die  Zusammensetzung  von  Kräften,  welche 
nicht  senkrecht  zu  einander  wirken,  in  bekannter  Weise.  ^) 

Berlin,  15.  Oktober  1898. 

1)  Indem  wir  die  durch  den  Herrn  Verfasser  in  möglichst  elementare  Form 
gebrachte  Herleitung  hier  veröffentlichen,  wollen  wir  nicht  unterlassen,  anf  die 
gründlichen  Untersuchungen  hinzuweisen,  die  Herr  Siacci  in  NapoU  Kcnd.  (2)  5 
über  die  bei  diesen  Herleitungen  zugrunde  liegenden  Hypothesen  veröffentlicht 
hat.  Dort  findet  sich  auch  die  Angabe,  dafs  der  Grundgedanke  des  gewöhnlich 
auf  Poisson  zurüekgeführten  Beweises  bei  d’Alembert  zu  finden  ist  (Memoire 
sur  les  principes  de  la  m^canique.  Hist,  de  l’Ac.  1769).  Red. 
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über  einen  Steinerschen  Satz  und  dessen  Beziehungen  zur 
Konfiguration  zweier  einander  ein-  und  umbeschriebenen 

Tetraeder. 

Von  Emil  Müller  in  Königsberg  i.  Pr. 

Beim  Lesen  des  1896  von  J.  H.  Graf  herausgegebenen  interessanten 
Briefwechsels  zwischen  J.  Steiner  und  L.  Schläfli  fand  ich  in  dem 
Briefe  Steiners  vom  22.  April  1856  auf  S.  203  den  folgenden  Satz 
olme  Beweis  ausgesprochen^): 

,fZieht  nuin  in  einer  Fläche  2.  0.  irgend  drei  Sehnen  aa\ 
hb'j  cc\  welche  ein  Paar  reziproke  Geraden  M,  N schneiden,  so  gehen  die 
vier  Ebenen  abc,  ab'c',  ba'c',  ca'b'  durch  einen  Punkt  d,  sowie  die  vier 
Ebenen  a'b'c',  a'bc,  V ac,  c'ab  durch  einen  Punkt  d',  beide  Punkte  liegen 
in  der  P lache  i’*,  und  die  Sehne  dd'  schneidet  M und  N“, 

den  Steiner  selbst  als  einen  „schönen"  bezeichnet,  der  aber  wenig 
bekannt  zu  sein  scheint.  Meine  Vermutung,  dafs  er  mit  der  Konfigu- 
ration zweier  einander  ein-  und  umbeschriebenen  Tetraeder  in  nahem 
Zusammenhänge  stehe,  bestätigte  sich  bei  näherer  Untersuchung.  Es 
ergaben  sich  hierbei,  aufser  dem  Beweise  des  Steinerschen  Satzes, 
einige  Eigenschaften  dieser  Konfiguration,  insbesondere  für  den  Fall, 
dafs  sie  einer  Flache  2.  0.  ein-  oder  einer  Fläche  2.  Kl.  umbeschrieben 
ist,  die,  wie  ich  hinterher  fand,  zum  gröfsten  Teile  bekannt  sind*), 
deren  ganz  elementare  Ableitung  aber  von  einigem  Interesse  sein  dürfte. 
Mittels  bekannter  Abbildungsmethoden  ergaben  sich  daraus  zwei  mir 
neu  scheinende  ebene  Kreiskonfigurationen.  Eine  kurze  zusammen- 
hängende Darlegung  dieser  Dinge  ist  die  Aufgabe  der  folgenden 
Zeilen. 

Ich  gehe  von  dem  bekannten  Fundamentalsatze  aus,  dafs  die  drei 
Gegenseitenpaare  eines  ebenen  vollständigen  Vierecks  jede  Gerade  seiner 


1)  Die  Bezeichnung  ist  gegen  das  Original  ein  wenig  geändert. 

2)  Vgl.  R.  Sturm:  „Die  Gebilde  ersten  und  zweiten  Grades  der  Linien- 
geometrie in  synthetischer  Behandlung“  I.  T.  Nr.  49,  60.  Leipzig  1892. 
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Ebene  in  Punktepaaren  einer  Involution^)  schneiden,  den  ich  aber  in 
einer  etwas  geänderten  Form  ausspreche: 

1.  Jede  Gerade  G in  der  Ebene  eitles^ Dreiecks  ahc  wird  vmi  dessen 
Seiten  tmd  von  den  Verlnndungslinicn  ihrer  Gegenecken  mit  irgend  einem 
Funkte  d'  derselben  Ebene  in  Funktepaaren  einer  Involution  geschnitten. 

Wie  unmittelbar  zu  sehen,  gilt  davon  auch  die  Umkehrung: 

2.  Bezeichnen  a,  y die  Schnittpunkte  der  Seiten  [6c*],  [co], 
eines  Dreiecks  ahc  mit  einer  Geraden  G seüier  Ebene  und  u,  ß\  y' 
Funkte,  auf  6r,  die  a^ß^y  in  einer  Involutiofi  entsprechen,  so  gehen  die 
Geraden  [aa'],  \bß'^,  \cy']  durch  einen  Fmikt. 

Aus  den  Sätzen  1 und  2 folgt  unmittelbar: 

3.  Werden  in-  zwei  Ebenen  mit  der  Schnittlinie  G die  Dreiecke 
ahc  und  a'b'c  so  angenommen,  dafs,  wenn  cc,ß,y  und  a',ß',y'  die 
bezüglichen  Schnittpunkte  der  Dreiecksseiten  mit  G bezeichnen, 

] durch  einen  Funkt  d gehen,  so  gehen  auch  [a'a\,  [ß'b], 
[y'c\  durch  einen  Funkt  d\ 

Denn  zufolge  der  Annahme  sind  nach  Satz  1.  aa,  ßß',  yy'  Punktepaare 
einer  Involution,  es  gehen  daher  nach  Satz  2.  die  Geraden  [a'a], 

\y'c]  durch  einen  Punkt. 

Dies  ist  der  Beweis,  den  Möbius  für  die  Existenz  zweier  einander 
ein-  und  um  beschriebenen  Tetraeder  oder,  wie  ich  kürzer  sagen  will, 
zweier  doppelt  umschriebenen  Tetraeder  am  Schlüsse  seiner  Abhandlung: 
„Kann  von  zwei  dreiseitigen  Pyramiden  etc.^'  im  J.  f,  Math.  3,  273 — 276, 
1828^)  andeutet,  und  den  Cayley  im  J.  f.  Math.  34,  1847^)  ausgeführt 
hat.  abcd  ist  das  eine,  a' b' c' d'  das  andere  Tetraeder. 

Nennt  man  Gegenecken  zweier  doppelt  umschriebenen  Tetraeder 
jede  Ecke  des  einen  und  die  in  seiner  gegenüberliegemlen  Fläche 
liegende  Ecke  des  andern,  so  sind  aa',  bb',  cc , dd'  Gegenecken  paare. 

Dem  Stein  ersehen  Satze  liegt  der  folgende,  leicht  beweisbare 
Satz  zugrunde: 

4.  Werden  die  drei  nicht  in  einer  Ebene  liegcndett  Strecken  aa, 
bb',  cc'  von  ztvei  Geraden  M und  N harmonisch  geteilt,  so  gelten  die 
Ebenen  [abc],  \ab'c'\  Wbc'\,  [a'b'c^  durch  einett  Funkt  d'  und  die 
Ebenen  [a'b'c],  [a'bc],  [ab'c],  [abc]  durch  eitlen  Funkt  d. 

Da  nämlich  a und  a',  h und  b',  c und  c entsprechende  Punkte  der 


1)  Unter  einer  „Involution“  soll  hier  stets  eine  „quadratische  Involution“ 
verstanden  werden. 

2)  Ges.  Werke  Bd.  I 8.  441 — 446. 

3)  Math.  Papers  I Nr.  65. 
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durch  M und  N bestimmten  windschiefen  Involution  sind,  so  müssen 
die  beiden  einander  entsprechenden  Ebenen  [ahc]  und  [a'b'c']  sich  in 
einer  selbstentsprechendeu  Geraden  G schneiden.  Bezeichnet  man  mit  m 
und  n die  Punkte,  in  denen  G die  Geraden  M und  N trifft,  so  werden 
die  auf  G liegenden  Paare  einander  in  der  windschiefen  Involution 
entsprechender  Punkte  von  mn  harmonisch  getrennt,  bilden  also 
eine  Punktinvolution.  Solche  Punktepaare  sind  aber  die  Sclmittpunkte 
dfßfy  und  a',ß\y'  der  Dreiecke  abc  und  a'b'c  mit  G.  Nach  Satz  2 
gehen  dann  die  Geraden  [aa'],  [h/3'],  \cy']  durch  einen  Punkt  d'  und 
die  Geraden  [aV],  [h'/3],  [cy]  durch  einen  Punkt  d.  ln  d und  d' 
schneiden  sich  mithin  die  im  Satze  angegebenen  Ebenen. 

Nach  dem  bei  Satz  3.  Erwähnten  sind  aa,  bb\  cc\  dd'  Gegen- 
eckenpaare zweier  doppelt  umschriebenen  Tetraeder.  Man  kann  also 
auch  folgenden  Satz  aussprechen: 

Drei  Paare  in  einer  windsclmfen  Involution  einander  entsprechender 
Punkte  sitid  Gegeneckenpaarc  ztceier  doppelt  umschrieheneti  TetracAler. 
Das  vierte  Gegeneckenpaar  ist  dadurch  eindeutig  bestimmt  und  linear 
konstruierbar. 

Insbesondere  bilden  drei  Punkte  und  die  durch  Spiegelung  an  einer 
Geraden  daraus  hervorgehenden  drei  Gegeneckenpaare  zweier  solcher 
Tetraeder. 

Von  Satz  4.  gilt  auch  die  Umkehrung: 

5.  Liegen  die  Punktepaare  aa',  bb',  cc'  derart,  dafs  die  Ebenen 
\abc\,  \ab'c'],  \a'bc'^,  \a'b'c\  durch  denselben  Punkt  gehen,  so  sind  sie 
entspreehende  Punktepaare  einer  windschiefen  Involution. 

Denn  haben  G — [abc  • a'b' c'\  «,ß,y,  a',/3',y' dieselbe  Bedeutung  wie 
früher,  und  bezeiclmet  man  den  Schnittpunkt  der  im  Satze  auftretenden 
Ebenen  mit  d',  so  gehen  durch  ihn  die  Geraden  [aa'\,  [bß'\,  \cy'\. 
Zufolge  Satz  1 sind  au,  ßß',  yy'  Punktepaare  einer  Involution,  deren 
Doppelpunkte  m und  n heifsen  mögen.  Legt  man  nun  durch  m 
bezw.  n die  [aa'\  und  \bb'^  schneidenden  Geraden  M bezw.  N,  so 
schneiden  die  vier  Geraden  [ah],  M,  [a'b'\,  N auf  jeder  der  drei  Ge- 
raden [mn\  = G,  [a«']  und  [bb'\  vier  Punkte  von  demselben  Doppel- 
verhältnis aus.  Das  Doppelverhältnis  auf  G (y,m,y',n)  ist  aber  har- 
monisch, es  müssen  mithin  alle  harmonisch  sein,  d.  h.  a und  a',  sowie 
b und  b'  werden  von  31  und  N harmonisch  getrennt  oder  sind  ent- 
sprechende Punkte  in  der  durch  M und  N bestimmten  windschiefen 
Involution.  Da  jedoch  a und  a',  ß und  ß'  entsprechende  Punkte 

1)  So  soll  mit  R.  Sturm  („Liniengeometrie“  I.  T.  p.  70)  eine  geschart- 
involutorische  Kollineatiou  genannt  werden. 

9* 
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dieser  Involution  sind,  so  mufs  dem  Punkte  c,  als  Schnittpunkt  von 
[/>«]  mit  [aß],  der  Schnittpunkt  von  [h'a']  mit  [a  ß'^,  d.  i.  der  Punkt  c 
entsprechen,  womit  der  behauptete  Satz  bewiesen  ist. 

Er  kann  offenbar  auch  in  folgender  Form  ausgesprochen  werden: 

G.  Die  Gcgeneclm  zweier  doppdt  umschridjetien  Tetraeder  sind  stets 
entsprechende  Tunkte  in  einer  windschiefen  Involution.^) 

Die  Sätze  4 und  5 kann  man  auch  in  den  einen  zusammenfassen: 

7.  Dafnit  die  Punktepaure  aa,  bh',  cc'  einatider  in  einer  wind 
schiefen  Involution  entsprechen,  Ist  notwendig  und  hinreichend,  dafs  die 
vier  Ebenen  [abc],  [ab'c'\,  [a'bc],  \a'b'c\  durch  einen  Punkt  gehen, 
oder  dafs  sie  Gegenecken  zweier  doppelt  umschriebenen  Tetraeder  sind. 

Seien  jetzt  wieder,  wie  beim  Satze  1,  abcd'  ein  vollständiges  Viereck 
und  aa',  ßß',  yy'  die  durch  dasselbe  auf  einer  beliebigen  Geraden  G 
seiner  Ebene  bestimmten  Punktepaare  einer  Involution;  dann  schneiden 
bekanntlich  die  dem  Viereck  umschriebenen  Kurven  2.  0.  auf  G Punkte- 
paare derselben  Involution  aus.  Umgekehrt  läfst  sich  leicht  zeigen: 

8.  Jede  Kurve  2.  0.  K,  die  a,b,c  uftd  ein  Punktejmar  xx'  der 
von  dem  Viereck  abcd'  auf  G bestimmten  Involution  enthält,  geht  auch 
durch  d'. 

Die  Involution  auf  G ist  nämlich  durch  xx'  und  etwa  aa'  bestimmt. 
Angenommen  nun,  K schnitte  [aa'\  in  d[,  so  müssten  [/x/j]  und  [cdj] 
G in  denjenigen  Punkten,  welche  ß und  y in  obiger  Involution  ent- 
sprechen, also  in  ß'  und  y',  treffen,  d.  h.  d[  fällt  mit  d'  zusammen. 

Aus  dem  Satze  8.  und  der  ihm  vorausgehenden  Bemerkung  schliefst 
man  immittelbar  auf  die  Richtigkeit  des  folgenden  Satzes: 

9.  Seien  wie  im  Satze  S.  die  beiden  PunkigruppMm  abcd  mul 
a'b'c'd'  gegeben,  und  legt  man  durch  abcd'  irgend  einen  Kegelschnitt, 
so  giebt  fts*  immer  einen  Kegelschnitt  durch  a'b'c'd,  der  G in  denseUten 
Punkten  trifft  wie  der  durch  abcd'  gelegte. 

Nimmt  man  nun,  was  immer  möglich  ist,  die  7 Punkte  a,b,c,d,a',h',c 
auf  einer  boliel)igen  Fläche  2.  O.  an,  die  auch  eine  Kcgclflächc  sein 
darf,  und  wählt  als  Kegelschnitt  durch  a',b',c',d  den  Schnitt  der 
Ebene  \a'b'c'\  mit  F^,  so  liegt  der  zugehörige  Kegelschnitt  durch 
a,b,c,d'  ebenfalls  auf  F“,  da  er  mit  ihr  die  Punkte  a,b,c  und  die 
beiden  auf  G — [abc  • a' b' c']  liegenden  Schnittpunkte  gemeinsam  hat. 
Punkt  d'  liegt  mithin  auch  auf  F“.  Da  in  dieser  Konfiguration  kein 
Punkt  ausgezeichnet  i.st,  so  kann  inan  das  Ergebnis  folgeudermafsen 
aussprecheu: 

1)  Auf  andere  Art  ist  der  Satz  bewiesen  bei  R.  Sturm  a.  a.  0.  p.  6i>. 
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10.  Die  EckpunJcte  zweier  doppelt  umschriebenen  Tetraeder  besitzen 
die  Eigenschaft f dafs  jede  Fläche  2.  0.,  tvelehe  durch  7 der  Eunkte 
geht,  auch  durch  den  achten  geht;  sie  bilden  also  die  Grundpunkte  eines 
Bündels  von  Flächen  2.  0. 

Der  duale  Satz  lautet  dann: 

10'.  Die  Flächen  zweier  dcg^pelt  umschriebenen  Tetraeder  besitzen 
die  Eigenschaft,  dafs  jede  Fläche  2.  Kl.,  wdche  sieben  der  Elmien  be- 
rührt, auch  die  achte  berührt;  sie  bilden  also  die  Grundebenen  einer 
Schar  schar  von  Flächen  2.  KU) 

Diese  beiden  Sätze  können  auch  in  der  folgenden,  später  zur  Ver- 
wendung kommenden  Form  ausgesprochen  werden: 

11.  Legt  man  auf  einer  Fläche  2.  0.  (insbesondere  auch  einer 
Kegel  fläche)  durch  einen  Funkt  4 Kegelschnitte,  so  schneiden  sic  sich 
in  6 Funkten,  voti  denen  vier  mal  je  drei  in  neuen  Ebenen  liegen. 
Die  Schnitte  dieser  Ebenen  mit  der  Fläche  gehen  dann  durch  denselben 
Punkt. 

11'.  Legt  man  an  eine  P'läche  2.  Kl.  (insbesondere  an  eine  Kurve 
2.  Kl.)  durch  eine  Tangentialebene  i Tangentialkcgel,  so  haben  sie  6 
weitere  gemeinschaftliche  Tangentialebenen,  von  denen  vier  mal  je  drei 
durch  neue  Funkte  gehen.  Die  Tangentialkegel  aus  diesen  Funkten  an 
die  Fläche  (Kurve)  berühren  dieselbe  Ebene. 

Mit  Hille  des  Satzes  8.  läfst  sich  der  eingangs  angeführte 
Steinersche  Satz  beweisen.  Nimmt  man  nämlich  die  Geraden  M 
und  K als  reziproke  Polaren  einer  an,  die  keine  Kegelfläche  sein 
darf,  und  wählt  auf  dieser  die  Punktepaare  aa)  bb\  cc  derart,  dafs 
ihre  Verbindungslinien  M und  K schneiden,  so  entsprechen  diese  Punkte- 
paare einander  in  der  durch  M und  N l)estimmten  windschiefen  Invo- 
lution. Nach  Satz  4.  schneiden  sich  daim  die  beiden  Gruppen  von  4 
Ebenen  Ln  den  Punkten  d und  d\  Es  ist  nur  noch  zu  beweisen,  dafs 
diese  beiden  Punkte  auf  F*^  liegen.  Das  folgt  aber  aus  dem  Hilfssatze  8. 
Denn  die  in  den  Ebenen  [a  bc^  und  [a't'c']  liegenden  Kegelschnitte 
von  JF*  treffen  G = \abc.  a'b'c'J  in  denselben  zwei  Punkten,  die  in  der 
windschiefen  Involution  einander  entsprechen;  daher  liegt  d'  auf  dem 
Kegebchnitt  [«bc]  und  d auf  dem  Kegelschnitt  von  F^.  Da- 

mit ist  der  Steinersche  Satz  bewiesen. 

Eine  durch  zwei  reziproke  Polaren  einer  allgemeinen  bestimmte 
windschiefe  Involution  transformiert  F^  in  sich  selbst.  Die  eben  be- 
trachtete Involution  transformiert  zugleich  die  beiden  doppelt  um- 


1)  Vgl.  R.  Sturm  a.  a.  0.  j».  66. 
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schriebenen  und  der  eingeschriebenen  Tetraeder  ahcd  und  ah' cd' 
in  einander.  Es  soll  nun  untersucht  werden,  ob  es  zu  zwei  doppelt 
umschriebenen  Tetraedern  immer  eine  die  Fläche  in  sich  selbst  trans- 
formierende windschiefe  Involution  giebt,  in  der  die  Gegenecken  der 
beiden  Tetraeder  einander  entsprechen.  Vorerst  erkennt  man: 

12.  Eine  F*  in  sicJi  seihst  tr  am  formierende  windsdiiefe  Involution  iä 
durch  zwei  Paare  entsprechender  Punkte  aa'  und  bh'  auf  eindeutig 
bestimmt. 

Da  nämlich  die  Achsen  einer  solchen  Involution  reziproke  Polaren 
bezüglich  F^  sind  und  die  Geraden  faa'],  [?>?>']  schneiden,  so  müssen 
sie  auch  deren  Polaren  schneiden.  Sucht  man  nun  dasjenige  Geraden- 
paar Mf  N,  das  [aa  ],  und  deren  Polaren  schneidet,  so  sind  es 

zwei  reziproke  Polaren  von  F^'  denn  da  M die  Geraden  [aa'J,  [hh'] 
und  deren  Polaren  schneidet,  so  mufs  die  Polare  von  M dieselben  Ge- 
raden schneiden,  also  mit  N identisch  sein.  Dies  sind  daher  die  Achsen 
der  gesuchten  Involution.  Der  Fall,  dals  die  beiden  Geraden  M und  A 
zusammenfallen,  kann  hier  nicht  eintreten. 

Ferner  gilt  der  Satz: 

13.  Legt  man  durch  einen  beliehigen  Punkt  einer  aUgemeinen  F* 
4 Ebenen,  so  schneideti  die  Gegenkantenpaare  dieses  vollsfändigeti  Vier- 
flachs  F^  in  3 Punktepaaren  einer  windschiefen.  Involution,  deren  Achsen 
reziproke  Polaren  von  F^  sind. 

Bezeichne  d den  Scheitel  des  Vierflachs  und  aa\  bb',  cc  die  Schnitt- 
punkte seiner  Gegenkantenpaare  mit  F^.  Durch  aa  und  bb'  ist  nach 
Satz  12.  eine  windschiefe  Involution  der  angegebenen  Art  bestimmt;  in 
ihr  wird  dem  Punkte  d ein  Punkt  d'  von  F’*  entsprechen.  Zufolge 
des  Steinerschen  Satzes,  angewandt  auf  die  Punktepaare  aa , bb',  dd' 
schneiden  sich  die  Ebenen  [a'6'c?  ],  [a'bd\^  [ab'd],  [abd'^  in  einem 
Punkt  von  F^  und  die  Ebenen  [abd],  \ab'd'],  \a'bd'],  [a'b'd]  in  dem 
durch  die  Involution  zugeordneten  Punkte.  Diese  beiden  Punkte  liegen 
aber  in  den  Gegenkantenpaaren  [a'bd- ab' d\  und  [abd  • a'b' d]  unseres 
Vierflachs,  sind  daher  mit  c und  c'  identisch,  cc'  gehören  also  mit 
aa' , bb'  und  dd'  derselben  Involution  an. 

Da  die  Ebenen  \a'b'd'\  und  [abd'],  wie  wir  eben  sahen,  durch  c 
und  die  Ebenen  [ab'd'],  [a'bd']  durch  c'  gehen,  so  kann  man  auch 
sagen,  die  vier  Ebenen  [ab'c],  [abc],  [ab'c'\,  [a'bc']  gehen  durch  den 
Punkt  d' , während  die  vier  Ebenen  [a'bc],  [ab'c],  [abc],  [a'b'c]  durch 
den  Punkt  d gingen,  aa',  bb',  cc',  dd'  bilden  daher  die  Gegenecken- 
paare  zweier  doppelt  umschriebenen  und  F*  eingeschriebenen  Te- 
traeder, 
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Sind  umgekehrt  zwei  solche  Tetraeder  gegeben,  so  gehen  durch 
jeden  Eckpunkt,  z.  B.  durch  rfj,  vier  Ebenen;  die  Gegeneckenpaare  des 
durch  sie  bestimmten  Vierflachs  trefien  F-  in  Punktepaaren  aa',  hh\  cc\ 
die  nach  Satz  13.  mit  dd'  einer  windschiefen  Involution  angehören, 
deren  Achsen  reziproke  Polaren  von  sind.  Daher  der  Satz: 

14.  Dk  Gegeneclen  ziceier  doppelt  umschriebenen  und  einer  ein- 
geschriebenen Tetraeder  entsprechen  einander  in  einer  be^stimmten  wind- 
schiefen Involution,  deren  Achsen  reziproke  Polaren  von  F"^  sind."^) 

Denken  wir  uns  jetzt  F^  als  Kugel  fläche  und  bilden  sie  stereographisch 
auf  eine  Ebene  ab,  so  entsprechen  je  zwei  Punkten  auf  F^,  die  in  einer 
durch  zwei  reziproke  Polaren  von  F-  bestimmten,  windschiefen  Invo- 
lution einander  zugeordnet  sind,  in  der  Ebene  zwei  Punkte,  die  in  einer 
Möbiusschen  Involution  einander  zugeordnet  sind.  Von  den  beiden 
Achsen  der  windschiefen  Involution  schneidet  nämlich  eine,  etwa  M, 
die  Kugel  in  zwei  reellen  sich  selbst  entsprechenden  Punkten.  Nennt 
man  ihre  stereographischen  Projektionen  m^,  m^,  so  entsprechen  je 
zwei  zugeordneteu  Punkten  der  Kugel  in  der  Ebene  zwei  Punkte,  die 
mit  Wj , auf  einem  Kreise  liegen  und  von  ihnen  harmonisch  getrennt 
werden.  Das  ist  aber  die  von  Möbius*)  als  Involution  in  der  Ebene 
bezeichnete  Verwandtschaft. 

Dies  berücksichtigend  schliefst  man  von  dem  Satze  13.,  indem  man 
die  stereographische  Projektion  der  entsprechenden  Figur  (vgl.  Beweis 
des  Satzes  13.)  in  Betracht  zieht,  auf  die  Richtigkeit  des  folgenden: 

15.  Legt  man  in  der  El)ene  durch  einen  Punkt  d vier  Kreise,  so 
schneiden  sie  sich  in  drei  Punktepaaren  einer  Möbiusschen  Involution. 
Umschreibt  man  ferner  den  vier  entstehenden,  von  Kreisbogen  gebildeten 
Dreiseiten  Kreise,  so  schneiden  sieh  diese  in  dem  d entsprechenden 
Punkte  rf'.*) 

Schliefslich  sollen  aus  den  beiden  Sätzen  11.  und  11.'  mittels  der 
von  W.  Fiedler  Ln  seiner  „Cyklographie““*)  gelehrten  Abbildung 
der  Punkte  des  Raumes  auf  die  Kreise  einer  Ebene  zwei  Sätze  über 
letztere  abgeleitet  werden.  Diese  Abbildung  besteht  bekanntlich  darin, 
dafs  man  jeden  Punkt  des  Raumes  als  Spitze  eines  Rotationskegels 
betrachtet,  dessen  Erzeugende  gegen  die  Ebene  unter  45*^  geneigt  sind, 


1)  Vgl.  den  etwas  allgemeineren  Satz  bei  Sturm  a.  a.  0,  p.  69. 

2)  „Über  die  Involution  von  Punkten  in  einer  Ebene“.  Ber.  d.  sächs.  (leselisch, 
d.  Wissensch.  5,  1853.  = Ges.  Werke  2,  S.  221  u.  f. 

3)  Möbius:  „Die  Theorie  d.  Kreis  Verwandtschaft  in  rein  geom.  Darstellung“ 
-\bh.  d.  sächs.  Gesellschaft  d.  W.  2,  1856  § 47,  9.  = Ges.  Werke  2,  S.  314. 

4)  Leipzig  1882. 
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und  den  Schnittkreis  des  Kegels  mit  der  Ebene  als  Abbild  der  Spitze 
ansieht.  Damit  auch  jedem  Kreise  der  Ebene  nur  ein  Raumpunkt 
entspreche,  betrachte  ich  die  Kreise  als  „erientierif^,  d.  h.  ich  denke  mir 
mit  Laguerre  für  jeden  Kreis  (durch  einen  Pfeil)  einen  ümlaufsinn 
festgelegt  und  ordne  die  Kreise  mit  dem  einen  Sinn  den  Punkten  ober- 
halb, die  Kreise  mit  dem  entgegengesetzten  Sinn  den  Punkten  unter- 
halb der  Ebene  zu.  Zwei  orientierte  Kreise  sollen  nur  dann  „berührend“ 
heilsen,  wenn  sie  im  Berührungspunkte  auch  die  gleiche  Richtung  be 
sitzen.  Wendet  man  nun  auf  den  einem  beliebigen  orientierten  Kreis 
der  Ebene  zugeordneten  Kegel  den  Satz  11.  an  und  bildet  die  Punkte 
durch  orientierte  Kreise  ab,  so  gelangt  man  zu  folgendem  Satz  über 
orientierte  Kreise: 

16.  Legt  man  an  einen  Kreis,  der  k berührt,  vier  berührende  Kreise, 
so  giebt  es  zu  je  zweien  von  ihnen  noch  einen  sie  und  k berührenden 
Kreis.  Unter  den  sechs  auf  diese  Art  erhaltenen  Kreisen  befinden  sich 
vier  Tripel,  deren  jedes  aufser  k keinen  der  schon  gczeichtieten  Kreise 
als  zweiten  gemeinschaftlichen  Berührungskreis  besitzt,  daher  einen  solchen 
neuen  Kreis  besthnmt.  Diese  vier  Kreise  nun  werden  samt  k von  einem 
und  deirtsclbcn  Kreise  berührt.^) 

Den  Satz  11'  wenden  wir  auf  denjenigen  Kegelschnitt  der  unend- 
lich fernen  Ebene  an,  der  von  allen  die  Zeichenebene  unter  45®  schnei- 
denden Ebenen  berührt  wird,  indem  wir  beachten,  dafs  jede  solche  Ebene 
in  der  cyklographischen  Abbildung  eine  orientierte  Gerade  bestimmt, 
nämlich  die  gemeinschaftliche  Tangente  aller  orientierten  Kreise,  die 
den  Punkten  der  Ebene  entsprechen.  Wir  gelangen  dadurch  zu  folgendem 
Satz  über  orientierte  Geraden  und  Kreise  in  der  Ebene: 

17.  Legt  man  an  eine  Gerade  berührend  vier  beliebige  Kreise,  so 
haben  sie  sechs  weitere  gemeinschaftliche  Tangenten,  voti  denen  vier  nud 
je  drei  einen  neuen  Berührungskreis  besitzen.  Diese  vier  Kreise  berühren 
immer  eine  und  dieselbe  Gerade.^) 

Königsberg  i.  Pr.  den  26.  Januar  1900. 

1)  Dieser  Satz  lilfst  sich  noch  verallgemeinern.  Er  gilt  nämlich  auch  dann 
noch,  wenn  statt  der  k berührenden  Kreise  solche  gelegt  werden,  die  k unter 
einem  bestimmten  Winkel  schneiden. 

2)  Auf  anderem  Wege  habe  ich  den  Satz  abgeleitet:  „Die  Geometrie  orien- 
tierter Kugeln“  § 6,  p.  289,  Monatsh.  f.  Math.  u.  Phys.  9,  1898. 
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über  die  Torsion  der  geodätischen  Linien  durch  einen 

Flächenpnnkt. 


Von  Konrad  Zindler  in  Innsbnick. 


Betrachtet  man  alle  geodätischen  Linien,  die  durch  einen  regulären 


wollen  wir  auf  einem  für  Vorlesungen  geeigneten  W^e  mit  möglichst 
einfachen  Mitteln  beantworten,  obgleich  sich  unsere  Geichung  (9)  auch 
aus  Darboux,  Theorie  des  surfaces,  Bd.  II , S.  388,  Gl.  (4)  durch 
Spezialisierung  ergeben  w^de. 

Wir  setzen  voraus,  dafs  der  Ursprung  U eines  rechtwinkligen 
Systems  erster  Art  in  den  betrachteten  Flächenpunkt  fällt,  die  x-  und 
die  y-Achse  Tangenten  der  Krümmungslinien  sind.  Für  eine  auf  der 
Fläche  gezogene  Kurve  betrachten  wir  die  Bogenlänge  6 als  unab- 
hängigen Parameter;  die  gestrichelten  Symbole  bedeuten  stets  Ablei- 
tungen nach  o.  Die  Flächengleichung  setzen  wir  in  der  Form  z = f{x,  y) 
voraus.  Dann  gilt  für  jede  Kurve  auf  der  Fläche  bei  der  üblichen 
Bezeichnung  der  partiellen  Ableitungen: 


Flächenpunkt  gehen,  so  kann  man  nach  der  Beziehimg  fragen,  die 
zwischen  ihren  ersten  oder  ihren  zweiten  Krümmungen  besteht.  Die 
erste  Frage  wird  durch  den  Eulerschen  Satz  erledigt;  die  zweite 


(1) 

(2) 

(3) 

(4) 


Lst  insbesondere  die  Kurve  eine  geodätische  Linie  und  bezeichnet  man 

Pf  fff/\  fff  ff  f Ti  f ff  tf  ! 

— y z — y z f Q = z X — z x y R = x y — x y y 


so  gilt: 

(5) 

(6) 


Pp  -f  Qg  — R = 0 , also 

Pp'  + Qq'  + P'p  +Q'q-R'-0. 
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Für  U reduzieren  sich  diese  Gleichungen  der  Heihe  nach  auf: 
(la)  = 0, 

(2a)  e"  = rx'^ ty'^  (Euler scher  Satz), 

(3a)  + 

(4a)  a:  x"  + y'i/'  = 0,  ’ 

(oa)  — y'x”  + x'y"  = 0. 

Aus  den  letzten  drei  Gleichungen  folgt  für  ü: 

(7)  x"^y"==0, 

und  hiermit: 

(ba)  X y — y x = z {t  — r)x  y . 

Der  Ausdruck  der  Torsion  einer  Raumkurve  ist: 

^8)  r = 

wobei 


Sx‘ 


'» t 


D = 


X y z 

tf  ff  ff 

X y z 

fff  fff  fff 

X y z 


Für  den  Punkt  U einer  geodätischen  Linie  reduziert  er  sich  also  auf: 


(8a) 


T = 


$ff  t t $ 

X y — X y 


oder  mit  Rücksicht  auf  (6a)  auf: 

x = {t  — r)x'y\ 

Führen  wir  noch  den  Winkel  (u  ein,  den  die  Tangente  der  geodätischen 
Linie  in  U mit  der  j; -Achse  bildet,  so  wird: 

(9)  X = {i  — r)  sin  CO  cos  co . 

In  Nabelpunkten  haben  alle  geodätischen  Linien  einen  Undulations- 
punkt;  wenn  wir  von  diesen  Punkten  absehen,  können  wir  für  ellip- 
tische Punkte  stets  voraussetzen 

r<t<0, 

was  darauf  hinauskommt,  die  ^-Achse  in  die  äufsere  Flächennormale, 
die  a:-Achse  in  die  Richtimg  der  stärksten  Krümmung  zu  verlegen. 
Dann  ist  x im  ersten  Quadranten  positiv;  die  geodätischen  Linien  sind 
also  hier  rechtsge^vunden.  Die  leicht  im  Gedächtnis  zu  behaltende 


1)  Nach  der  Terminologie  der  Maschinenlehre;  in  der  theoretischen  Geo- 
metrie ist  die  Bezeichnung  häußg  umgekehrt. 
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Fig.  1 veranschaulicht  diesen  Umstand.  Es  sind  sowohl  die  Indica- 
trix  als  zwei  geodätische  Linien  des  Punktes  ü von  der  Aufsenseite 
betrachtet  und  auf  die  Tan- 
gentialebene projiziert.  Ist 
die  Fläche  in  U negativ  ge- 
krümmt, so  können  wir  vor- 
aussetzen : . 

< > 0 > r . 

Wählen  wir  die  Indicatrix 
auf  der  positiven  Seite  der 
r-Achse,  so  hat  die  Fig.  2 
für  hyperbolische  Punkte  eine 
analoge  Bedeutung  wie  Fig.  1 
für  elliptische  Punkte;  der 
schrafßerte  Teil  ist  der 
Flächenstreifen  zwischen  Be- 
rührungsebene und  Indicatrix. 

Der  Fall  der  parabolischen 
Punkte  ist  als  Grenzfall  der 
elhptischen  leicht  zu  über- 
sehen. 

Bezeichnet  man  mit  T 
den  für  cj  = 45®  hervor- 
gehenden gröfsten  Wert  von 
T,  so  geht  (9)  über  in: 

t = Tsin  2üj 


Zählt  man  auch  noch  den  Winkel  von  der  Richtung  der  stärksten 
Torsion,  also 

o = a -4-  45®, 

so  wird: 

(10)  T = T cos  2a . 

Sind  A'j  und  die  Krümmungen  der  Hauptschnitte,  k die  eines  be- 
liebigen Normalsclmittes,  so  geht  (0)  über  in: 


ferner  i2a)  in: 
oder  in: 


r = (Aj  — A'i)  sin  w cos  o 
k = A’j  sin*  CO  -f  cos*  to 


also 


A = A'j  -f  (/i*j  — Aj)  cos*  oj  = Aj  -f  (k^  — Aj)  sin*  cd. 


(Aj  — A)(A  — Aj « = 
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womit  wir  den  Satz  erhalten,  den  Herr  Kommereil  vor  kurzem  in 
dieser  Zeitschrift  mitgeteilt  hat,  der  übrigens  in  der  Gleichimg  (8)  anf 


S.  258  von  Knoblauchs  „Einleitung  in  die  allgemeine  Theorie  der 
krummen  Flächen"  enthalten  ist. 

Es  ist  bemerkenswert,  dafs  die  Verteilung  der  Torsionswerte  anf 
die  verschiedenen  Richtungen  von  der  Form  der  Indicatrii  unab- 
hängig ist. 
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Ergänzungen  zum  Fermatschen  und  Wilsonsclien  Satze. 

Von  W.  Fr.  Meyer  in  Königsberg,  i.  P. 

Nach  dem  Fermatschen  Satze  ist  für  jede  zu  einer  Primzahl  p 
teilerfremde  Zahl  a die  Differenz  — 1 durch  p teilbar.  Für  welche 

Zahlen  a findet  eine  Teilbarkeit  durch  höhere  Potenzen  von  p statt? 

> Indem  wir  zunächst  das  Quadrat  von  p als  Modul  in  Betracht 
ziehen,  zerlegen  wir  die  p(p  — 1)  zu  p'  teilerfremden  Zahlen,  die 
sind,  in  die  p — 1 Gruppen  « + /tp  (a  = 1,  2, . . .,  p — 1 ; ft  = 0,  1, . . .,  p — 1 ), 
wo  die  p Individuen,  die  zu  einem  und  demselben  a gehören,  alle 
mod.  p kongruent  sind,  dagegen  je  zwei,  zu  zwei  verschiedenen  a ge- 
hörende Zahlen  mod.  p inkongruent  sind. 

Es  soll  bei  festgehaltenem  a die  Zahl  p so  bestimmt  werden,  dafs 
{(I ppy~  ^ — l , oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  (a ppY 
— (a  -f  fip)  durch  teilbar  wird.  Nun  ist*): 

(1)  (a  + fipY  = + vp^y 

andererseits  nach  dem  Fermatschen  Satze: 

(2)  = a -f  Xpy 

somit: 

(3)  (a  -f  ppY  - (a  -h  pp)  = (ft  - X)p  -f  vp^. 

Die  rechte,  also  auch  die  linke  Seite  ist  mindestens  durch  p*  teilbar, 
wenn  p~  X (mod.  p),  sonst  nur  gerade*)  durch  p teilbar. 

Demnach  gilt: 

(A)  Unter  den  zu  p*  teilerfremden  Zahlen  der  Reihe  1,  2,  . . .,  p* 
befinden  sich  p—1,  mod.  p inkongruente,  durch  (2)  repräsentierte  Zalüen 

1)  Weitere  Litteratur  über  diese  Frage  s.  bei  P.  Bachmaon:  Encyklopädie 
der  matb.  Wiss.  I p.  562. 

2)  Unter  v,  . . sind  ganzzahlige  Faktoren  zu  verstehen.  Über  den  Grund- 
gedanken der  Entwicklung  s.  Dedekind:  Suppl.  V in  Dirichlets  Vorlesungen 
über  Zahlentheorie. 

3)  Ein  Ausdmck  heifst  „gerade“  oder  „genau“  teilbar  durch  p»",  wenn  p* 
die  höchste  Potenz  von  p bezeichnet,  die  in  ihm  aufgeht. 
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Fh.  Meyrr: 


fc  = Cf.  -f  für  die  ~ ^ — 1 durch  mindestens  teilbar  wird,  wahrend 
für  die  übrigen  j){p  — 1)  — 0^  — 1)  = (P  ~ 1)*  Zahlen  nur  eine  ge- 
naue^) Teilbarkeit  durch  p stattfindet. 

Bezeichnet  man  die  letzteren  (p  — 1)*  Zahlen  wiederum  mit  a,  so 
lassen  sich  die  p^{p  — 1)  zu  teilerfremden  Zahlklassen  repräsentieren 
durch  die  Gruppen  a + np^,  h -f  (:r,  p = 0,  p — 1). 

Für  irgend  eine  Zahl  aus  der  ersten  Gruppe  gilt: 

(4)  {a  + np^y  = + ap^j 

andererseits: 

(5)  = a 4-  kp  {k  -|-  0 mod.  p), 
also: 

(G)  (a  -f  yf-p^y  — (a  + ^P~)  = kp  ca' p^. 

Somit  findet  für  diese  2^(p  ~ 1)^  Zahlen  a + eine  genaue  Teil- 
barkeit Ton  (a  4-  7tp^)f'~^  — («4-  ^p“)  durch  })  statt.  Dagegen  ergiebt 
sich  für  die  (j)  — 1)  Zahlen  h 4-  QP^  der  zweiten  Gruppe: 

(7)  (6  4-  9Py  ==hP  + up\ 
andererseits  gemäss  (A): 

(8)  6^  = 6 4-  vp^, 
also: 

(9)  (h  4-  Qp^y  — (6  4-  QP^)  = (v  — p) p"*  4-  v'p\ 

Dann  und  nur  dann,  wenn  p je  v (mod.  p),  findet  Teilbarkeit  der 
linken  Seite  durch  mindestens  p^  statt,  andernfalls  nur  eine  Teilbarkeit 
gerade  durch  p^. 

Bezeichnet  man  die  ersteren  p — 1 Zahlen  b 4-  pP“  niit  c,  so  hat 
man  für  irgend  zwei  dieser  Zahlen  c,  c\  die  den  Zahlen  b,  h'  ent- 
sprechen mögen: 

(10)  c'  = b'  + pp*,  c = b + pp*, 
somit: 

(11)  c ~c^b'  -b  + 6p\ 

woraus  unmittelbar  folgt,  dafs  auch  die  Zahlen  c,  c mod.  p inkongruent 
sind,  da  es  gemäfs  (A)  die  Zahlen  b\  b sind. 

Somit  gilt: 

(B)  Unter  den  p*  (p  — 1),  zu  p*  teilerfremden  Zahlklassen  mod. 

. befinden  sich  p(p— 1)*,  für  die  — 1 gerade  durch  p,  ferner 


1)  Ein  Ausdruck  heifst  „gerade“  oder  genau“  teilbar  durch  p»,  wenn  p»  die 
höchste  Potenz  von  p bezeichnet,  die  in  ihm  aufgeht. 
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[})—  1)*,  für  die  — 1 gerade  durch  endlich  i>  — 1,  )fiod.  p in- 
kongruente Zahlklassen,  für  die  — 1 mindestens  durch  teil- 

bar wird. 

Durch  unvollständige  Induktion  wird  man  so  zu  folgendem  allge- 
nieinen  Satze  geführt: 

I.  Unter  den  ~ 1)»  2^”  teilerfremden  Zahlklassen^)  mod.  p" 

Itefmicn  sicJi  resp.  ~ — 1)^  ~ * (i?  — 1)*?  • • ~ (P  ~ 1)*» 

für  die  x^~~^  — 1 gerade  durch  resp.  p,  p^,  . . p"~~^,  p”  ~ ^ teilbar  toird, 

während  für  die  noch  übrigm  p — l Zahlklasseny  die  alle  zu  ein- 
ander mod.  p inkongruefit  sindy  ‘ — 1 mimlestens  durch  p^  teil- 
bar wird. 

Der.  Beweis  wird  durch  vollständige  Induktion  geführt 
Gesetzt,  der  Satz  sei  richtig  für  den  Modul  //*,  so  sei  a^  (i  < w) 
eine  der  jp**  — (»  -f-i)  _ 1)2  Zahlen,  für  die  x^~^  gerade  durch  teil- 

bar sei,  d.  h.  es  sei  für  eine  festgehaltene  dieser  Zahlen  a,: 

(12)  af  — = kp  , A:  =|s  0 (mod.  p). 

Man  betrachte  die  Gruppe  der  p Individuen  a-  -f  /*/>",  /i*  ==  0,  1, 
• • •)  P — !•  Dann  wird: 

(13)  (Ui  + pp*y  = af  vp^  + \ 
also  mit  Rücksicht  auf  (12): 

(14)  (a.  -f  pp^y  = Oj  -h  Ay  + vp"  + ^ 
und  demnach: 

(15)  (a^  4-  pp”y  — («j  4-  pp")  = A:p'  — pp”  -f  vp”  + 1 

Da  aber  k nicht  teilbar  durch  p ist,  und  i < w,  so  ist  die  linke  Seite 
von  (15)  wiederum  gerade  durch  p'  teilbar.  Aus  den  p"~ 
mod.  p”  Zahlklassen  a,.  gehen  daher  p • jj"  ~ — 1)2  = jp«  -f  i — (•  -f-  d 

(j) — 1)*  mod  + ^ neue,  zup’‘  + * teilerfremde  Zahlklassen  hervor,  für 
die  gleichfalls  ^ — 1 gerade  durch  p‘  teilbar  wird. 

Ist  dagegen  a„  eine  der  p — 1 Zahlklassen  mod.  p",  für  die  x^~^  — 1 
mindestens  durch  p"  teilbar  wird: 

(16)  aiI  = a-fAp", 

1)  Ans  Gleichung  (15)  des  Textes  geht  unmittelbar  hervor,  dafa,  wenn  — 1 
für  eine  Zahl  a gerade  durch  p*  teilbar  ist,  dies  auch  für  alle  Zahlen  der  zu 
a mod.  p”  gehörigen  Zahlklasse  gilt,  und  ebenso  auch,  wenn  — 1 mindestens 

durch  p”  teilbar  ist.  Die  sämtlichen  Zahlklassen  des  Satzes  I lassen  sich  auf 
Grund  dea  Satzes  II  explizite  hinschreiben. 
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80  betrachte  man  die  Gruppe  der  p Individuen  a„  + ftp”,  p = 0,  1, 

. . p — 1,  dann  ergiebt  sich: 

(17)  (a„  + pp”)P  = + Äp"  + 

also  mit  Rücksicht  auf  (16): 

(18)  (a«  + ppry  = a + Ap"  + ;rp"  + S 
und  somit: 

(19)  («n  + #iP"y’  — ifln  + ftp")  = (^  — ft)p"  + v-rp"  + ^ 

Mithin  findet  für  die  linke  Seite  von  (19)  eine  Teilbarkeit  gerade 
durch  p”  statt,  wenn  p et  A (mod.  p),  d^egen  eine  solche  durch  min- 
destens p**  + wenn  X (mod.  p)  gewählt  ist.  Demnach  gehen  aus 
den  p — 1 Zahlklassen  a„  mod.  p"  einmal  (p  — 1)“  neue,  zu  p"  + ‘ 
teilerfremde  Zahlklassen  mod.  p”  + ‘ hervor,  für  die  x^~'^  — \ gerade 
durch  p”,  sodann  aber  p — 1 neue,  zu  p”  + ^ teilerfremde  Zahlklassen 
+ i mod.  p"  + ^,  für  die  — 1 mindestens  durch  p"  + ^ teil- 

bar wird. 

Endlich  gilt  für  irgend  zwei  dieser  letzteren  Zahlen  o*  + i,  o'n  + i,  die 
den  Zahlen  a«,  a!,  entsprechen  mögen: 

(20)  «;!_{_  1 = -f-  (i'p”y  ttn  + i = an pp", 

also: 

(21)  0^  + 1 — On+i  = O'  — «„  + Vp”. 

Da  aber  nach  Voraussetzung  a„  — o„  nicht  teilbar  durch  p ist, 
kann  es  auch  «^4.1  — «n  + i nicht  sein,  d.  h.  die  p — 1 Zahlen  «,41 
repräsentieren  gerade  die  p — 1 , mod.  p inkongruenten  und  zu  p 
primen  Zahlklassen,  die  es  überhaupt  giebt. 

Hiermit  ist  der  Satz  I vollständig  bewiesen. 

Aus  der  Herleitung  des  Satzes  entnimmt  man  aber  auch  unmittel- 
bar das  Kriterium  dafür,  dass  für  eine  beliebig  vorgegebene  Zahl  A 
— 1 gerade  durch  eine  i*”  Potenz  von  p teilbar  ist,  imd  das 
Mittel,  diesen  Exponenten  i zu  finden. 

Sei  wieder  a irgend  eine  der  p — 1 Zahlen  1,  2,  . . .,  p — 1,  so  ist 
nach  dem  von  Euler  erweiterten  Ferm  ätschen  Satze: 

(22)  = X^  (Ap  ganz,  p = 1,  2,  . , .), 

so  dass  mit  jeder  der  Zahlen  a für  irgend  eine  Primzahl  p die  unend 
liehe  Kette  von  Zahlen  X^^  als  mitgegeben  betrachtet  werden  darf. 
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Nun  ist  jede  durch  j>  nicht  teilbare  Zahl  Ay  die  zwischen  den 
beiden  Primzahlpotenzen  p”  und  + ^ gelegen  sein  mag,  offenbar  auf 
eine  und  nur  eine  Weise  in  der  Form  darstellbar^): 

C23)  A = a-\-  + MbP’  + • . . + + /* *»  -f- 1 P"  + ’ 

+ * + ... 

a = 1,  2,  . . - 1 ; /t*  = 0,  1,  . . — 1 (Ä*  = 1,  2,  . . «); 

pH  .f-  1 ~ Pn  -|-  2 . . . = 0. 

Dann  gilt: 

II.  Ist  in  der  Darstellung  (23)  einer  (nicht  durch  p teiWaren)  Zahl  A 
i der  kleinste  Index,  für  den: 

(24)  Pi  =1=  Xi  (mod.  p),  ^ A*  (mod.  p)  (7*  < f), 

so  ist  Af*~^  — 1 genau  durch  die  i*®  Potenz  von  p teilbar. 

Nunmehr  wenden  wir  uns  wieder  den  ein  besonderes  Interesse  be- 
anspruchenden p — 1 ZahlMassen  a„  mod.  p*  des  Satzes  I zu,  die  zu 
p"  relativ  prim  sind,  die  mod.  p inkongruent  sind,  und  für  die  x^~^  — 1 
mindestens  durch  p"  teilbar  ist. 

Bekanntlich  sind  die  durch  1,  2,  . . .,  p — 1 repräsentierten  p — 1 
Zahlklassen  a,  die  dem  Fermatschen  Satze  genügen:  — 1=0 

mod.  p,  gerade  die  sämtlichen  Wurzeln  der  Kongruenz: 

(25)  ^ — 1=0  (mod.  p) ; 

nach  Lagrange  wird  dann  aus  der  identisch,  d.  h.  für  alle  Werte  x, 
erfüllten  Kongruenz: 

(26)  zP  “ * — 1 = (x  — 1)  (a:  — 2)  . . . (x  — p + 1)  (mod.  p) 
unter  andern  der  Wilsonsche  Satz  hergeleitet: 

(27)  l*2'3...(j>  — 1)  = — 1 (mod.  p). 

Die  Ableitung  von  (26)  aus  (25)  stützt  sich,  abgesehen  von  all- 
gemein gültigen  Hülfssätzen  aus  der  Algebra,  ausschliefslich  auf  den 
arithmetischen  Satz,  dafs  die  Differenz  irgend  zweier  der  Wurzeln 
1,  2,  . . .,  p — 1 von  (25)  stets  zum  Modul  p teilerfremd  ist. 


1)  Allgemein  lassen  sich,  wie  sofort  zu  verifizieren  ist,  die  einer  in 

ihre  Primfaktoren  zerlegten  Zahl  1c  = p®*  P^p“*  • • • teü er  fremden  Zahlklassen  re- 
präsentieren durch  den  Ausdruck 


k- 


wo  A. 


*0  4-  *,Pf  + *,Pf  + •••  + 


und  I,  die  Zahlen  1, 2,  . . — 1,  alle  fibrigen  » aber  die  Zahlen  0,  1,  2,  . . .,  p. 
durchlaufen. 
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Für  die  p — \ Zahlen  des  Satzes  I gilt 

das  vollkommen  Analoge.  Zunächst  sind  sie  die  sämtlichen  Wurzeln 
der  Kongruenz: 

(28)  — 1 = 0 (mod.  jp"), 

und  da  die  Differenz  irgend  zweier  dieser  Wurzeln  nicht  teilbar  durch 
Pj  also  teilerfremd  zum  Modul  p^  ist,  so  besteht,  analog  zu  (26),  die 
für  alle  Werte  von  x erfüllte  Kongruenz: 

(29)  \ = {x  — . . . {x  — ~ ^>)  (mod.  ;>"): 

III.  Sind  aG),  ajf),  . . .,  — G die  Bepräsentanten  der  p — \ Zahi- 

klasseny  für  die  x^~^  — 1 = 0 (mod.  p")  wird,  so  besteht  als  Analogon 
zum  Wilsonschen  Satze  (27)  die  Kongruenz: 

(30)  ) • ajf  ^ ~ EE-  — 1 (mod.  p")  («  = 1,  2,  . . .), 

so  dafs  der  Wilsonsche  Satz  nur  als  das  erste  Glied  einer  unendlichen 
Kette  gleichgebauter  Kongruenzen  erscheint. 

Man  ersieht  ferner  sofort  aus  (29),  dafs  die  Summe  der  a»,  sowie 
die  Summe  ihrer  Produkte  zu  je  2,  3,  ...,  p — 2 durch  p*  teilbar  ist. 
Allgemein  gilt  der  Satz: 

IV.  Ist  Si(an)  eine  ganze  homogene  syrntnetrische  Fufiktion  der  a, 
vom  Grade  i,  so  ist  S^  teilbar  durch  p^,  wenn  i nicht  teilbar  durch  p—l  ist. 

Für  » = 1 hat  den  Satz  Herr  K.  Hensel  (s.  diese  Zeitschrift  (3) 
1,  319)  aufgestellt  und  bewiesen.  Seine  Beweismethode  ist,  wie  leicht 
zu  sehen,  für  w > 1 nicht  mehr  verwendbar. 

Wir  führen  den  Beweis  mit  Hülfe  einiger  Sätze  aus  der  Algebra 
der  symmetrischen  Funktionen.  Versteht  man  unter  e^,  e,,  . . .,  e,  die 
elementarsymmetrischen  Funktionen  von  v Gröfsen  a,,  , . a,,  so 
ist  jede  ganze  (homogene)  symmetrische  Funktion  Grades  der  a eine 
ganze  ganzzahlige  Funktion  f (e)  i*®“  Grades  der  e;  zugleich  ist  das  Ge- 
wicht von  f(c)  gleich  i,  d.  h.  für  jeden  Term  ...  e*  von  f 

ist  l.fi  + 2.^2 -f- . . . -f  ».€„  = z.  Es  seien  nun  im  besonderen  die  a, 
also  auch  die  e ganze  Zahlen,  und  seien  alle  e excl.  Cn  durch  eine 
ganze  Zahl  k teilbar,  so  mufs  auch  f durch  k teilbar  sein,  wenn  i 
nicht  teilbar  durch  n ist.  Denn  in  /)  kann  nie  eine  Potenz  von  f, 
allein,  etwa  «",  als  Term  auf  treten;  sonst  wäre  das  Gewicht  t = nco,  also 
i teilbar  durch  n,  gegen  die  Voraussetzung. 

Im  obigen  Falle  sind  die  a vertreten  durch  die  a«,  die  Zahl  k 
durch  p",  womit  Satz  IV  bewiesen  ist. 

Königsberg  i.  Pr.,  2.  Juli  1901. 
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Remarques  sur  la  th^orie  des  forces  centrales; 

Par  M.  Cypakissos  St^iphanos  a Athenes. 

1.  Lorsqne  dans  un  plan  XOY  on  consid^re  un  point  mobile 
{Xf  y)  soumis  ä l’action  d’ime  force  acceleratrice  issue  d’un  point  fixe 
(Xj,  yj,  les  composantes  de  cette  force  sont: 


d*x 

1 

•o 

-®l)- 

i i 

X y — y X 

~dt*  ~ 

1 X — x',  x’ 

1 y — yii  y' 

d*y  _ 

-Vi) 

0 0*  0 0 
X y — y X 

dx* 

X — X| , x' 

y — yi»  y' 

8> 


3 > 


lee  deriv^  x\  y\  x'\  y"  etant  prises  par  rapport  ä une  variable  in 
dependante  quelconqne  et  la  constante  (des  aires)  c etant  teile  que: 

{x  — x^dy  — {y  — yi)dx  = cdt. 

Si  maintenant  la  trajectoire  du  mobile  a pour  equation  f{x,  y)  = 0, 
on  doit  avoir: 


x’y'  - y'x'  _ 

X — Xi , x'  » [ X — X.)/,  + (y  — ySfrV  ^ 

y — yi . y' 


etant  pose 


/lu  fi%y  fn  = 

On  arrive  ainsi  ä cette  expression  invariante  remarquable: 


X y — y X 


H 


X — X,  , X 

y — yi.  y 


»-(m-i)*[x,/;  +y./*3 + /;r^ 

oü  H designe  la  hessienne  E ± de  la  forme  F = 

dF 
dz 


B F 

et  /*j  la  ddrivee  ^ (dans  lesquelles  on  devra  faire  ensuite  e = 1). 


10* 


t 
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Lorsque  le  point  yj  s’^oigne  ä rinfini  sur  la  droite  ay  — hx  — ^, 
leB  composantes  de  la  force  acceleratrice  du  point  (x,  y)  deviennent 


X = 


ac 


-yx") 
(ay'  — bxy 

Y--  - 


= — ac‘ 


hc^ 


H 


(m  - \)\aU  + 
H 


{m  — l)*{af^  + hfy 

Si  la  courbe  donnee  est  une  conique,  H se  reduit  ä une  constante 
et  les  formales  precedentes  conduisent  aisement  aux  divers  resnltate 
connus^),  relatifs  au  mouvement  sur  une  conique  d’un  point  sollicite 
par  une  force  centrale,  ou  bien  par  une  force  ayant  une  direction  fixe, 

2.  Si  un  point  mobile  {Xj  y)  est  soumis  ä une  force  issue  d’un 
point  fixe  {x^^  y^  et  teile  que: 

X-=k{x~x^)(0,  r=  A*(y  — yjcj, 

oü  k designe  une  constante  et  co  une  fonction  de  x et  y,  les  courbes 
decrites  par  ce  point,  sous  diverses  conditions  initiales,  ont  pour  equa- 

k 

tion  difiTerentielle  celle  obtenue  en  dliminant  la  constante  de  l’equation: 


5 y 

X — x^, 

y y 


y'x’ 
x'  1 


k 

- -iCJ  . 

c* 


Reciproquement,  il  est  clair  que,  si  l’equation  differentielle  obtenue 
en  eliminant  les  constantes  a et  6 de  l’dquation 

f{x,  y,  a,  6,  c)  = 0 

est  de  la  forme 

x'y”  — y'  x”  , 

--  --/-T4  = c (O. 

'T*  'Y*  'V'  / 

y — yi^y' 

c designant  une  constante,  fonction  de  c,  et  co  une  fonction  de  x et  y, 
les  courbes  /’  = 0 peuvent  etre  considerees  comme  les  trajectoires  d’un 
point  sollicite  par  une  force  centrale  teile  que 

X = k(x  — x^)o!)f  Y=k(y  — y^)c)f 

et  cela  quelle  que  soit  la  constante  k. 


1)  Voir  les  notes  de  MM.  Darboux  et  Halphen  dans  le  tome  84  des  Compte? 
RenduB  de  Paris  (1877),  ainsi  que  l’article  de  M.  Appell:  Sur  Vhomographie  « 
mecanique,  insdrd  dans  le  tome  XII  de  TAmerican  Journal  (1890). 

[Pour  compldter  la  bibliographie  relative  au  sujet  traiW  par  M.  St^hanos, 
nous  ajoutoDs  ces  titres:  6.  Battaglini:  „Nota  sul  movimento  per  ima  linea  di 
2®  ordine“.  Atti  dei  Lincei  (3)  2,  211 — 212  (1877).  — J.  Bertrand;  Note  sur 
un  Probleme  de  mecanique.  C.  R.  118,  18 — 16,  1894.  — A.  Potier:  Note  sar 
un  Probleme  de  mecanique.  C.  R.  112,  102 — 104,  1894.  Rdd.j 


« 
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3.  Considerons,  par  exemple,  les  diverses  transformees  d’une 
menie  courbe  f{Xj  y)  = 0,  par  des  homologies  ayant  pour  centre 
Torigine  des  coordonnees  0.  Si  en  resolvant  par  rapport  ä z l’equa* 

tion  on  obtient  z = yg)(x,  y),  <p{x,  y)  designant  ime  fonc- 

tion  homogene  de  second  degre  de  x et  y,  Tequation 


nx-\-hy  + c=  }/(p{x,  y) 


representera  les  diverses  transformees  de  f{Xj  y)  = 0 par  les  homologies 
en  question. 

L’elimination  de  a et  6 de  l’equation  precedente  conduit  mainte- 
nant  ä l’equation  differentielle  suivante: 


c{x’tj"  - Ij'x")  = {xi/  - yx')(x'‘^,  + 2x'y'x|^  + y'^^^y<p(x,  y), 
soit 

4c(x'y"  — yx")  = (xy  - 

etant  pose  ^ 

_(d^  c* 

9ll; 


Les  courbes  en  question  peuvent  donc  etre  considerees  comme  les 
trajectoires  d’un  mobile  soumis  ä Taction  d’une  force  issue  du  point  0 
et  teile  que: 

(p2  fp2 


On  remarquera  en  particulier  le  cas  oü  (p  est  un  polynöme  du 
second  degre  Ax^  + 2Bxy  -f  Ctß.  On  obtient  alors  des  coniques  tan- 
gentes  aux  deux  droites  tp  = 0.  Si  cp  = x^  iß,  ccs  coniques  ont 
l’origine  0 comme  foyer  commun,  et  la  force  centrale  suit  dans  ce  cas 
la  loi  d’attraction  de  Newton. 

Des  proprietes  analogues  ont  evidemment  lieu  pour  les  transfor- 
mees d’une  courbe  par  des  homologies  ayant  comme  centre  un  point 
fixe  quelconque,  pouvant  meme  etre  ä l’infini. 

Getto  propriete  des  transformees  d’une  courbe  par  des  homologies 
ayant  un  centre  fixe  a ete  d’abord  obtenue  par  M.  Darboux  (loc.  cit.), 
ä l’aide  de  coordonnees  polaires. 

4.  La  seconde  proposition  du  n®2  peut  etre  completee  comme  il  suit: 

Si  l’equation  differentielle  obtenue  en  eliminant  a et  h d’une  equa- 
tion  f(x,  y,  a,  b,  c)  = 0 est  de  la  forme 


I 


\ X — X,,  X 

! y — yii  y 
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c'  etant  une  constante,  fonction  de  c,  et  o une  fonction  de  x et  y,  les 
courbes  f—0  ne  peuvent  etre  considerees  comme  les  trajectoires  d’un 
point  (x,  ij)  soUicite  par  une  force  dependant  seulement  des  coordonnws 
{Xf  y),  que  d’une  seule  maniere,  qui  consiste  ä admettre 

X=h{x  — x^(Oj  W=k{y  — y^Gi 

quelle  que  soit  du  reste  la  constante  Z*. 

Pour  demontrer  cette  propriete,  remarquons  d^abord  qu’elle  a lieu 
dans  le  cas  oü  co  = 0,  soit  x'y"  — y'x”  = 0,  les  trajectoires  en  ques- 
tion  etant  alors  des  droites. 

Considerons  maintenant  l’equation  differentielle  des  courbes  decrites, 
SOUS  diverses  conditions  initiales,  par  un  point  mobile  sollicite  par  une 
force 

ne  dependant  que  des  coordonnees  du  point  (a;,  y).  Cette  equation 
differentielle  sera  obtenue  en  eliminant  t entre  les  deux  equations: 

t'x"  -rx'  = 

— ^"y'  = 

ou  encore  entre  celles-ci: 


^'y"  — y'x'  = — y'x^j 

t"(x'y'  — y'x")  = t'\x"tl>  — i/'x)y 

oü  les  derivees  x',  x",  y\  y",  t',  t"  sont  prises  par  rapport  ä une 
variable  independante  quelconque.  On  obtient  ainsi 

x'y-  - + {^'ix  + 

f ff  "f  f , f 

X y — y X X — y X 

Cette  equation  differentielle  devant  comcider  avec  l’equation: 


^”[—_y^^  = — Xi)y"  — (y  — yt)^"  , ^ dx~^  ^ dy 

x’y”  — y'x'  ^{x  — x^)y'  — iy  — yi)x  m 

obtenue  par  Telimination  de  c de  l’equation 


xy 


// 


c 


a;  — .r, , 

y — 
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il  faut  que  Ton  ait  les  identites 


^ (j;  — x,)y”  — (y  — y,)x^ 

— y'  X — ^i)y‘  — (y  — Vi)^'  * 

( , d , > ^ \ ,^<o  ,d(o 


0) 


X ^ — y X 

quelles  que  soient  les  valeurs  de  x,  y,  x\  y\  x\  y". 

La  premiere  de  ces  identites,  pouvant  etre  ecrite  comme  il  suit 


/ / //  / /^\  I X — X. , X 

y — y ^ )\  , 


= 0, 


exige  seit  que  Ton  ait  x'y”  — y'x"  = 0 , ce  qui  correspond  au  cas 
dejä  considere,  oü  les  trajectoires  donnees  sont  des  droites,  soit  que  Ton 
ait  ideDtiquement: 

X ^ 'P 
x — x^  y — yt^ 

c’est-ä-dire 

X =(iC-®,)fl, 

Sl  designant  one  fonctiou  de  x et  y. 

Si  Ton  remplace  mainteuant  ces  valeurs  de  et  ^ dans  la  seconde 
des  identites  precedentes,  on  obtient: 


,dSl  , ,dSi 


,d<o  , , da> 


ca 


Cette  relation,  devant  aussi  etre  une  identite,  montre  que  Ton  doit 
avoir 

Sl  = koj 

k designant  une  constante. 

Ainsi  se  trouve  demontree  la  proposition  enonc^. 

On  peut  considerer  comme  cas  particulier  de  cette  proposition  im 
resultat  dü  ä Bertrand  (Comptes  Rendus,  t.  84),  mais  obtenu  par 
une  analyse  differente,  celui  relatif  au  Systeme  de  coniques 

ax by c ==  V (x  — xj*  -f- (y  — t/j)* 

ayant  pour  foyer  commun  le  point  (Xi,  y^).  Voici  ce  que  Bertrand 
dit  ä ce  propos:  «Si  Kepler  n’avait  deduit  de  l’observation  qu’une  seule 
de  ses  lois:  Les  planHes  decrivent  des  eUipses  dont  le  Soleü  occupe  le 
foyer y on  aurait  pu,  de  ce  seul  resultat  erigd  en  principe  general,  con- 
clure  que  la  force  qui  les  gouverne  est  dirigee  vers  le  Soleil  et  inver- 
sement  proportionnelle  au  carre  de  la  distance.» 
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5.  Remarquons  enfin  que  Ton  peut  demontrer,  d’une  maniere  ana- 
logue,  cette  proposition  plus  generale: 

Les  diverses  courbes  que  peut  decrire  un  point  (x,  y)  soUicite'  par 
uue  force 

X = x{x,y),  Y=ili{x,y), 


ne  dependant  que  des  coordonnees  du  point  (x,  y),  ne  peuvent  coincider 
avec  les  trajectoires  d’un  point  (x,  y)  sollicite  par  une  autre  force 
analogue 

X = j:,(x,  y),  y=i(>i(x,  y), 


que  si  Ton  a: 


Xi  = Hy 


k designant  une  constante. 
Athenes,  3 mars  1901. 
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Bemerkung  zn  einem  Theoreme  des  Herrn  Cwojdzinski. 

Von  Eduaud  Janisch  in  Prag. 

Dafs  solche  sechs  Punkte,  wie  sie  in  Theorem  V auf  S.  178  in  (3)  1 
dieser  Zeitschrift  auftreten,  tiberhaui)t  auf  einem  Kegelschnitte  liegen, 
ist  ohne  weiteres  zu  ersehen;  denn  sie  sind  zu  zweien  zentrisch-symme- 
trisch inhezug  auf  den  angegebenen  Mittelpunkt.  Liegt  speziell  der 
Punkt,  von  dem  Lote  auf  die  Seiten  des  Dreiecks  gefällt  werden,  auf 
dem  Umkreis,  so  zerTällt  der  Kegelschnitt  in  die  dojypeU  zu  zählende 
Simsonlinie  (Wallacelinie)  des  Punktes. 

Der  in  Rede  stehende  Satz  bleibt  auch  aufrecht,  wenn  an  Stelle 
des  Höhenschnittes  ein  beliebiger  Punkt  tritt,  die  Höhen  durch  die  nach 
diesem  Punkte  gezogenen  Ecktransversalen  ersetzt  und  an  Stelle  der 
Lote  auf  die  Seiten  Parallele  zu  diesen  Ecktransversalen  eingeführt 
werden.  Es  giebt  dann  ebenfalls  eine  dem  Dreiecke  umschriebene 
Kurve  2.  Ordnung  (eine  Ellipse),  für  deren  Punkte  die  durch  sie  ge- 
legten Parallelen  zu  den  Ecktransversalen  Fufspunkte  auf  den  Drei- 
ecksseiten liefern,  die  in  gerader  Linie  liegen.  Die  Enveloppe  dieser 
Geraden  ist  ersichtlich  eine  Affine  der  Steinerschen  Hypocykloide. 

Die  punktweise  Konstruktion  der  erwähnten  Kurve  2.  Ordnung 
bietet  keine  Schwierigkeiten.  Nehmen  wir  eine  beliebige  Gerade  9 an, 
welche  die  Seiten  BCj  CA,  AB  des  Bezugsdreiecks  in  den  Punkten 
51,  23,  (£  triflt,  nennen  wir  S den  Vertreter  des  Höhenschnittpunktes, 
und  ziehen  wir  folgeweise  durch  2t,  23,  (£  die  Geraden  a,  b,  C,  die  sich 
zu  zweien  in  2to,  23o,  schneiden  mögen,  so  laufen  die  drei  Geraden 
.42(q,  B^q,  durch  einen  Punkt  2'  jenes  Kegelschnittes.  Dafs 

die  3 Geraden  durch  einen  Punkt  T gehen,  ist  sofort  zu  ersehen; 
denn  sie  sind  die  KoUineationsstrahlen  für  die  zwei  Perspektiven  Drei- 
ecke ABC,  2to23()So,  deren  Kollineationsachse  g ist.  Dreht  man  nun 
9 etwa  um  2t,  so  läfst  sich  leicht  nachweisen,  dafs  der  Büschel  (g) 
projektiv  ist  mit  den  Büscheln  der  Strahlen  B^q,  CSq.  Das  Erzeug- 
nis der  letzteren  — der  Ort  von  T — ist  mithin  ein  Kegelschnitt, 
dem  die  Punkte  A,  B,  C angehören. 
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Genau  dieselben  Schlufsfolgerungen  gelten  aber  auch^  wenn  wir 
noch  weiter  verallgemeinern  und  verlangen:  Es  soll  der  Ort  der  Punkte 
T gesucht  werden,  welche  die  Eigenschaft  besitzen,  dafs  die  Schnitt- 
punkte der  Seiten  jBC,  C AB  des  Dreiecks  ABC  mit  den 
durch  solch  einen  Punkt  gezogenen  Parallelen  zu  den  Seiten  B C', 
C’A\  A'B'  eines  zweiten  Dreiecks  A'B'C'  jeweils  in  einer  Geraden  g 
liegen.  Der  Ort  von  T wird  auch  hier  ein  dem  Dreiecke  ABC  um- 
schriebener Kegelschnitt  sein  und  die  Einhüllende  der  g eine  Kurve 
3.  Klasse,  welche  die  unendlich  ferne  Gerade  zur  Doppeltangente  be- 
sitzt. Über  den  besonderen  Fall,  dafs  die  Ecken  des  Dreiecks  A'B'C 
der  Reihe  nach  identisch  sind  mit  den  Ecken  B,  C,  A (oder  C,  Ä,  B) 
des  Dreiecks  ABC,  wird  der  Verfasser  in  dieser  Zeitschrift  einen 
längeren  Aufsatz  veröffentlichen. 

Prag,  10.  Juni  1901. 
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Notiz  eil  meinem  Aufsätze^): 

„Über  die  Giltigkeit  des  Draperscken  Gesetzes“. 

Von  0.  Lummer  in  Charlottenburg. 

In  meinem  oben  genannten  Aufsatz  habe  ich  das  Drapersche  Gesetz, 
demgemafs  alle  festen  Körper  bei  derselben  Temperatur  zu  leuchten  be- 
ginnen, als  ungiltig  erwiesen.  Unmittelbar  nach  dem  Erscheinen  des 
Aufsatzes  fiel  mir  eine  Arbeit*)  neueren  Datums  in  die  Hände,  in  der  auf 
Grund  sorgfältiger  Versuche  von  neuem  jenes  Gesetz  bestätigt  und  die 
niedrigste  Leuchttemperatur  des  blanken  und  des  berufsten  Platins  zu 
etwa  370®  C angegeben  wird.  Es  sei  mir  gestattet,  ganz  kurz  auch 
diese  Resultate  als  einen  Trugschlufs  nachzuweisen,  der  durch  die  Un- 
kenntnis des  schwarzen  Körpers  hervorgerufen  ist. 

Zunächst  revidiert  Gray  die  schon  von  Drap  er  angewendete 
Formel,  um  aus  der  Ausdehnung  des  Platins  auf  seine  Temperatur- 
änderung zu  schliefsen.  Dadurch  bringt  er  die  von  Draper  beobachtete 
Temperatur  (525®  C)  der  ersten  Glut  mit  der  von  ihm  beobachteten 
(370®  C)  in  genügenden  Einklang. 

Gray  findet,  dafs  je  nach  der  Helligkeit  im  Beobachtungsraum 
(Morgens,  Mittags  imd  Abends)  die  Temperatur  der  ersten  Glut  variiert. 
Systematische  Versuche  über  den  Einflufs  der  Ermüdung  des  Auges 
auf  jene  Temperatur  ergeben,  dafs  ein  im  dunklen  Zimmer  (bei  Nacht) 
ausgeruhtes  Auge  die  erste  Glut  schon  bei  370®  C bemerken  kann. 
Diese  Temperatur  geht  weit  unter  die  von  H.  F.  Weber  und  Emden 
(vergl.  meinen  vorigen  Aufsatz  S.  85)  an  Glühlampenkohle  beobachtete 
(420®  C)  herab,  von  deren  Versuchen  der  Verf.  keine  Kenntnis  hat. 
Uber  die  Farbe  dieser  ersten  Glut  wird  nichts  mitgeteilt. 

Uns  interessiert  hier  vor  allem  das  merkwürdige  Resultat:  „that 
the  minimum  temperature  of  visibility  is  the  samc  for  a bright  polished 
metaüic  surf'ace  as  for  one  covered  tvith  lumpblack,  although  the  in- 
tensity  of  the  radiotion  in  the  two  cases  may  be  different“ 

1)  0.  Lummer:  Archiv  der  Math.  u.  Phys.  (3)  1 p.  77 — 90. 

2)  P.  L.  Gray:  „The  Minimum  Temperature  of  Visibility.“  Proceed.  of 
Roy.  Soc.  Bd.  13  p.  122—132,  1894—1896,  London. 
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• 

Thatsächlich  ist  die  Strahlung  eines  blanken  und  berulsteu 
Platinblecbs  sehr  verschieden  grofs,  und  in  meinem  vorigen  Artikel 
habe  ich  gezeigt,  dafs  zwei  so  verschiedene  Strahler  notwendig  bei 
verschiedenen  Temperaturen  über  die  Schwelle  schreiten  müssen.  Ob- 
wohl P.  L.  Gray  von  seinem  Resultat  selbst  sagt  „This  result  may  at 
first  be,  to  some,  unexpected",  glaubt  er  doch  dasselbe  a priori  als 
möglich  nachweisen  zu  können;  denn  er  fährt  fort;  „but  a little  consid- 
eration  will  show  that  it  might  have  been,  a lyriori,  anticipated“. 

Die  versuchte  Erklärung  ist  aber  in*ig,  ebenso  wie  das  Resultat. 
Drap  er  kam  zu  seinem  Gesetz,  indem  er  die  verschiedenen  Substanzen 
in  einem  glciditeynpericrten  Hohlraum  (Flintenlauf}  erhitzte.  P.  L.  Gray 
erhält  ähnliche  Resultate,  indem  er  das  strahlende  Platinblech  mit 
einem  kastenförmig  gebogenen  Messingblech  umgiebt,  um  es  vor  Zug  etc. 
zu  schützen.  Eine  solche  Versuchsanordnung  wird  freilich  keinen  grofsen 
Unterschied  in  der  Glühtemperatur  des  Platins  zeigen,  gleichviel  ob 
das  Platinblech  spiegelnd  oder  geschwärzt  ist.  Denn  der  Beobachter 
erhält  in  beiden  Fällen  nicht  nur  die  reine  Platin-  oder  Rufsstrahlung, 
sondern  aufserdem  die  an  den  Wänden  des  Messinghastens  zum  Platiu- 
hlech  zuriiejegeworfene  „erborgte“  Strahlung.  Ein  im  vollkommen 
spiegelnden  Hohlraum  befindlicher  Strahlungskörper  von  der  Tem- 
peratur T liefert  sogar  nach  Kirchhoff  die  vollkommen  „schwarze“ 
Strahlung  dieser  Temperatur. 

Wollte  Gray  die  blanke  Platinstrahlung  beobachten,  so  hätte  er 
notwendig  den  Kasten  schwärzen  müssen,  damit  jede  erborgte  Strahlung 
ausgeschlossen  worden  wäre.  Im  spiegelnden  Kasten  mufsten  die 
Unterschiede  zwischen  blankem  und  berufstem  Platin  wenigstens  nahezu 
verschwinden. 

Im  Einklang  damit,  dafs  Gray  die  Strahlung  des  annähernd 
schwarzen  Körpers  beobachtet  hat,  steht  auch  sein  Resultat,  dal's  das 
Leuchten  schon  bei  370®  C beginne.  Bei  gut  im  Dunkeln  ausgeruhtem 
Auge  konnte  ich  bei  so  niedriger  Temperatur  nur  den  absolut  schwarzen 
Körper  leuchten  sehen  und  zwar  nur  bei  peripherer  Beobachtung  mittelst 
der  Stäbchen,  da  die  erste  Glut  die  von  den  Netzhaut^^’iftcA«»  ver- 
mittelte, sogenannte  „Grauglut“  ist  (vergl.  meinen  vorigen  Artikel). 

Charlottenburg,  15.  Juli  1901. 
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Die  Gesetze  der  schwarzen  StraMnng  nnd  ihre  praktische 

Verwendung. 

Von  0.  Lummer  in  Charlottenburg. 

Einleitung:  Für  die  gasförmigen  Körper  mit  diskontinuierlichen 
Spektren  hat  man  schon  aus  der  Qualität  der  Strahlung  wichtige 
Schlüsse  ziehen  können  (Spektralanalyse).  Bei  den  kontinuierlichen 
Spektren  der  festen  und  flüssigen  Körper  sind  quantitative  Messungen 
erforderlich,  um  überhaupt  Unterschiede  im  Strahlungscharakter  nach- 
weisen  zu  können. 

Im  folgenden  beschränken  wir  uns  auf  die  Betrachtimg  der  reinen 
Temperaturstrahlung j welche  vollkommen  bekannt  ist,  sobald  man  die 
Strahlungsenergie  als  Funktion  von  Wellenlänge  und  Temperatur  dar- 
stellen kann. 

Zwei  allen  festen  und  flüssigen  Körpern  gemeinsame  Strahlungs- 
eigenschaften bieten  sich  ohne  weiteres  der  Beobachtung  dar: 

1.  Die  Strahlungsenergie  steigt  mit  der  Temperatur  rasch  an  imd 

2.  die  spektrale  Verteilung  der  Energie  (Farbe)  ändert  sich  mit 
der  Temperatur  so,  dafs  mit  steigender  Temperatur  die  relative  Inten- 
sität der  kürzeren  Wellen  zunimmt. 

Die  älteren,  an  beliebig  herausgegriffenen  Körpern  unternommenen 
Versuche  konnten  zu  keinem  Strahlungsgesetze  von  gmerelUn'  Bedeutung 
führen,  da  diese  Gesetze  von  Körper  zu  Körper  variieren.  Dies  ist  bis 
in  die  neueste  Zeit  häufig  aufser  Acht  gelassen  worden,  wiewohl 
Kirchhoff  schon  im  Jahre  1860  ausgesprochen  hat,  dafs  Strahlungs- 
gesetze von  genereller  Bedeutimg  nur  für  einen  Körper  von  besonderer 
Art  zu  erwarten  sind,  den  von  ihm  bei  der  Herleitung  seines  Gesetzes 

1)  Dieser  Aufsatz  ist  als  eine  Folge  des  früheren  Artikels  „über  die  Giltig- 
keit des  Drap  er  sehen  Gesetzes“  zu  betrachten.  Der  Verf.  giebt  hierin  auf  Er- 
suchen seitens  der  Bedaktion  eine  en^'eiterte  Darstellung  der  neueren  in  seinem 
Rapport  „Sur  le  rayonnement  des  corps  noirs“  niedergelegten  Ergebnisse  unter 
Qinznfügung  der  inzwischen  von  ihm  und  Herrn  Pringsheim  gewonnenen 
neuesten  Resultate  über  die  Temperaturbestimmung  hocherhitzter  Körper. 

Die  Redaktion. 
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über  Absorption  und  Emission  theoretisch  definierten  absolut  schuarzm 
Körper.  Dieser  ist  dadurch  charakterisiert,  dafs  er  „alle  Strahlen,  die 
auf  ihn  fallen,  vollkommen  absorbiert,  al^io  Strahlen  toe-det'  reflektiert,  noch 
hindurcMäfst“  Kirchhof f spricht  es  auch  aus,  dafs  die  Funktion, 
welche  die  Energie  des  schwarzen  Körpers  in  Beziehung  zu  Wellen- 
länge und  Temperatur  setzt,  unzweifelhaft  von  einfacher  Form  ist,  wie 
all«  Funktionen  es  sind,  die  nicht  von  den  Eigenschaften  einzelner 
Körper  abhängen,  und  fügt  hinzu,  dafs  erst,  wenn  auf  experimentellem 
Wege  diese  Funktion  gefunden  ist,  die  ganze  Fruchtbarkeit  seines  Satzes 
sich  zeigen  werde.  Dieser  Satz  lautet: 


wo  Ex  und  Äx  das  Emissions-  und  Absorptionsvermögen  eines  beliebigen 
Körpers  und  ex  das  Emissionsvermögen  des  vollkommen  schwarzen 
Körpers  für  die  gleiche  Temperatur  und  dieselbe  Wellenlänge  bedeuteu 
Kennt  man  also  die  Strahlung  des  schtvarzeti  Körpers  als  Funktion  voti 
Wellenlänge  und  Temperalur,  so  sind  dadurch  die  Strahlutigsgesetze  für 
alle  diejenigen  Körper  bekannt,  deren  Absorp^onsvermögcn  ebenfalls  als 
Funktioti  von  Wellenlänge  uml  Temperalur  gegeben  ist.  Experimentell 
einfacher  dürfte  der  umgekehrte  Weg  sein,  durch  die  Untersuchung 
der  Strahlung  eines  Körpers  mit  Hülfe  der  Kenntnis  von  c auf  die 
Absorption  A zu  schliefsen. 

1.  Das  Stefan -Boltzmannsche  Strahlimgsgesetz.  — Auf  Grund  des 
bis  1879  vorliegenden  Beobachtungsmaterials  hat  Stefan^)  das  nach 
ihm  benannte  Strahlungsgesetz  aufgestellt,  dafs  die  Gesamtstrahlung 
eines  Körpers  proportional  ist  der  vierten  Potenz  seiner  absoluten  Tem- 
peratur. Dieser  Satz,  von  dem  Stefan  irrtümlich  glaubte,  dafs  er  die 
Strahlungseigenschaften  so  verschiedener  Körper,  wie  Rufs,  Platin,  Glas 
etc.  darstellte,  erlangte  seine  wahre  Bedeutung  erst,  als  Boltzmann 
auf  theoretischem  Wege  das  gleiche  Gesetz  für  den  vollkommen  scltwarzen 
Körper  abgeleitet  hatte.*) 

a)  Theorie  von  L.  Boltzmann.  — Nach  der  elektromagnetischen 
Lichttheorie  übt  ein  Strahl  auf  die  Flächeneinheit  bei  senkrechter  In- 
cidenz  einen  Druck  aus,  welcher  gleich  ist  der  in  der  Volumeneinheit 
in  Gestalt  dieser  Strahlung  enthaltenen  Energie.  Nach  Analogie  einer 
in  der  kinetischen  Gastheorie  üblichen  Schlufsweise  wird  gefolgert,  dafs 
in  einem  Würfel  mit  gleichtemperierten  Wänden  auf  jede  Würfelfläche 

1)  J.  Stefan,  Sitzungsber.  d.  k.  Gesellsch.  d.  Wissensch.  zu  Wien  (2)  79, 

391—428.  1879. 

2)  L.  Boltzmann,  Wied.  Ann.  22,  31  ff.  und  291 — 294,  1884. 
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nur  ein  Drittel  der  gesamten  Strahlen  drückend  wirkt.  In  einem  solchen 
Raume  ist  nach  Kirchhoff  die  Strahlungsdichtigkeit  die  eines  schtvarzm 
Körpers  und  die  Strahlungsenergie  eine  blofse  Funktion  der  Temperatur. 
Ist  die  Gesamtstrahlung  in  der  Volumeneinheit  gleich  V'CO»  so  wird  der 
Ätherdruck  f{t)  auf  die  Flächeneinheit: 

(1)  m-i  <-(<)• 

Bartoli')  hatte  einen  Kreisprozefs  ausgedacht,  durch  den  er  die  Existenz 
— 

des  Atherdrucks  in  einem  durchstrahlten  Raume  als  Folge  des  zweiten 

Hauptsatzes  der  mechanischen  Wärmetheorie  erweist.  Die  Existenz 

und  die  Gröfse  des  Ätherdrucks  folgert  Boltzmann,  wie  oben  erwähnt, 

aus  der  elektromagnetischen  Lichttheorie *,  den  Bartoli sehen  Kreis- 

•• 

prozefs  benutzt  er,  um  zwischen  dem  Atherdruck  f{t)  und  der  Strah- 
lungsenergie ^{t)  des  schwarzen  Körpers  eine  quantitative  Beziehung 
abzuleiten,  von  der  Form: 

(2)  tdf  — f dt  = ifdt. 

Mit  Hülfe  der  Formel  (1)  folgt  somit: 


t • d'ip 
3 


4 

5 


ilfdtj 


welche  Gleichung  durch  Integration  giebt: 

(3)  ^ = const.  1^. 

Hier  bedeutet  t die  absolute  Temperatur;  die  Integrationskonstante . ist 
gleich  Null  gesetzt,  d.  h.  es  wird  angenommen,  dafs  für  den  absoluten 
Nullpunkt  die  Strahlung  des  schwarzen  Körpers  gleich  Null  ist.  Das 
Stefan-Boltzmannsche  Gesetz  wollen  wir  in  der  Form  schreiben: 

(1)  s = y EdX  = const. 

0 

wo  S die  Gesamtstrahlung  und  E die  zur  Wellenlänge  A gehörige 
Strahlung  des  schwarzen  Körpers  von  der  absoluten  Temperatur  T be- 
deutet. 

b)  Versuche  von  0.  Lummer  und  E.  Pringsheim.  — Die  Prüfung  des 
Stefan-Boltzmannschen  Gesetzes  scheiterte  lange  daran,  dafs  keine 
schwarzen  Körper  bekannt  waren,  welche  „Strahlen  weder  reflektieren, 
noch  hindurchlassen"  Erst  als  die  von  Kirchhoff  aus  seinem  Gesetze 
gefolgerte  charakteristische  Eigenschaft  eines  gleichtemperierten  Hohl- 
raums (vergl.  den  Aufsatz  p.  164  und  ff.)  erkannt  und  benutzt  war, 


1)  Bartoli:  „Sopra  i movimenti  prodotti  dalla  luce  e dal  calore“.  Le  Mon- 
nier  1876.  Vergl.  auch  L.  Boltzmann.  Wied.  Ann.  22,  31.  1884. 
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um  die  Strahlung  des  schwarzen  Körpers  mit  grofser  Annäherung  auch 
bei  den  höchsten  Temperaturen  zu  verwirklichen^),  konnte  eine  ex- 
perimentelle Prüfung  vorgenommen  werden,  welche  ich  mit  W.  ^VieIl 
begann  und  mit  E.  Pringsheim  durchführte.  Wir  bedienten  uns  zu 
diesem  Zwecke*)  metallischer,  innen  geschwärzter  Hohlkörper,  aus  deren 
Innerem  die  Strahlung  durch  eine  Öffnung  der  Wand  nach  aussen  ge- 
langen konnte.  Es  zeigte  sich,  dafs  thatsächlich  innerhalb  des  beobachteten 
Temperaturintervalls  von  1(X)®  bis  etwa  1300®  C die  Gesamtstraldung  mit 
grofser  Annäherung  zur  vierten  Potenz  der  absoluten  Temperatur  fort- 
schreitet. 

In  unserer  damaligen  Publikation  hatten  wir  die  thermoelektrischen 
Temperaturmessungen  auf  das  von  Holborn  imd  Wien*)  an  das  Gas- 
pyrometer angeschlossene  Le  Chateliersche  Normalelement  bezogen. 
Nachdem  mmmehr  die  Temperaturskala  von  Holborn  und  Day^)  bis 
1150®  C mit  dem  Stickstoff thermometer  neu  festgelegt  und  darüber 
hinaus  mittels  Extrapolation  an  die  thermoelektrische  Kraft  des  Thermo- 
elementes angeschlossen  worden  ist,  haben  wir  die  damals  gemessenen 
Temperaturen  auf  die  neue  Skala  umgerechnet.  Die  so  umgerechneten 
Resultate  sind  in  der  folgenden  Tabelle  wiedergegeben. 


Nr. 

i I. 

Schwarzer 
Körper 

II. 

Abs.  Temp. 
beobachtet 

m. 

Reduziert. 

Ausschlag 

IV. 

C.  io‘® 

V. 

Abs.  Temp. 
berechnet. 

VI. 

T.  beob. 
-T.  ber. 

. 

1 

Siedetopf 

373,1 

156 

127 

374,6 

-1,5« 

2 

Salpeterkessel 

492,5 

638 

124 

492,0 

+ 0,5 

3 

;; 

723,0 

3 320 

124,8 

724,3 

-1,3 

4 

745 

3 810 

126,6 

749,1 

-4,1 

o 

810 

5 150 

121,6 

806,5 

+ 3,5 

6 

1 

7> 

868 

6 910 

123,3 

867,1 

+ 0,9 

7 

Chamotteofen 

1378 

44  700 

124,2 

1379 

- 1 

8 

;; 

1470 

57  400 

123,1 

1468 

+ 2 

9 

77 

1497 

60  600 

120,9 

1488 

+ 9 

10 

77 

1535 

67  800 

122,3 

1531 

+ 4 

Mittel  123,8 

ln  ihr  ist  Ä der  mit  dem  Bolometer  und  Galvanometer  gemessene 
und  auf  die  Klappentemperatur  17®  C'(290®  abs.)  reduzierte  Ausschlag 


1)  W.  Wien  u.  0.  Lummer,  Wied.  Ann.  6Ö,  451 — 456.  1895. 

2)  0.  Lummer  u.  E.  Pringsheim,  Wied.  Ann.  63,  395 — 410.  1897. 

3)  L.  Holborn  u.  W.  Wien,  Wied.  Ann.  47,  121.  1892. 

4)  L.Holborn  undA.Day,Wied.Ann.  68, 817.1899;  Ann.  d.Phys.  2, 505.  1900. 
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und  T die  zugehörige  absolute  Temperatur  des  schwarzen  Körpers;  es 
folgt  also  C nach  dem  Stefanschen  Gesetz  aus  der  Gleichung 

A = C{T^-2W). 

Die  so  gefundenen  Werte  von  C multipliziert  mit  10^®  sind  in  Kolumne  IV 
angegeben.  Mit  dem  Mittelwert  von  C ist  aus  der  obigen  Gleichung 
T berechnet  und  in  Kolumne  V eingetragen  worden.  Die  Zahlen  der 
Kolumne  VI  zeigen,  dafs  sich  die  Abweichungen  der  Resultate  vom 
Stefanschen  Gesetz  schon  durch  relativ  kleine  Fehler  in  der  Temperatur- 
bestimmung würden  erklären  lassen.  Der  kleine,  bei  Benutzung  der 
alten  Temperaturskala  beobachtete  Gang  in  der  Abweichung  vom 
Stefanschen  Gesetz  fällt  bei  der  neuen  Skala  ganz  fort. 

Unsere  Versuche  bestätigen  somit  nicht  nur  die  Richtigkeit  des 
Stefanschen  Gesetzes,  sondern  unter  Vm’aussetzung  dieses  Gesetzes  hätten 
sie  sogar  dazu  dienen  können,  eine  tvahrscheirdiche  Korrektion  für  die 
ältere  Temperatur  Skala  aufzustellen. 

Diese  Versuche  boten  aufserordentliche  technische  Schwierigkeiten 
dar,  da  es  nur  mit  grofser  Mühe  gelingt,  Hohlkugeln  in  einem  Cha- 
motteofen  auf  eine  überall  gleichmäfsige  Temperatur  zu  bringen  und 
auf  konstanter  Temperatur  zu  halten. 

c)  Versuche  mit  dem  elektrisch  geglühten  schwarzen  Körper.  — Um 
den  Giltigkeitsbereich  dieses  Fundamentalgesetzes  der  schwarzen  Strah- 
lung noch  zu  erweitern,  konstruierte  ich  mit  F.  Kurlbaum^)  den 
„elektrisch  geglühten*^  schwarzen  Körper,  welcher  die  schwarze  Strah- 
lung nicht  nur  in  relativ  einfacher  Weise,  sondern  auch  noch  bis  zu 
Temperaturen  von  über  1600®  C liefert.  Die  mit  diesem  Körper  aus- 
geführten  Versuche  lehren,  dafs  das  Stefan -Boltzmannsche  Gesetz 
unter  Zugrundelegung  der  Holborn-Day  sehen  extrapolierten  Temperatur- 
skala sogar  bis  1600®  C und  darüber  hinaus  gütig  ist. 

Wenn  auch  erst  imsere  Versuche  mit  der  „schwarzen"  Strahlung 
eine  lüärung  und  endgiltige  Entscheidung  gebracht  haben,  so  möchte 
ich  es  nicht  unterlassen,  der  Versuche  Schneebelis*)  zu  gedenken, 
welcher  ebenfalls  das  Stefansche  Gesetz  bestätigte  und  mit  seinem 
Resultat  ganz  vereinzelt  dasteht,  insofern  die  Experimentatoren  vor  und 
nach  ihm,  wie  Schleiermacher,  Bottomley,  H.  F.  Weber,  Edler 
u.  and.  zum  Teil  ganz  bedeutende  Abweichungen  vom  Stefanschen 
Gesetze  konstatieren  imd  F.  Paschen^)  noch  im  Jahre  1893  aus  seinen 

1)  0.  Lnmmer  und  F.  Kurlbaum:  Verhdlgn.  d.  Phys.  Ges.  Berlin  17, 
106—111,  1898  und  Ann.  d.  Physik  (4)  6,  829—836,  1901. 

2)  Schneebeli,  Wied.  Ann.  22,  480 — 438,  1884. 

3)  F.  Paschen,  Wied.  Ann.  49,  50 — 68,  1893. 
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Messungen  am  blanken  und  berul’sten  Platin  schliefsen  zu  müssen  glaubt, 
dal's  wahrscheinlich  „sich  alle  festen  Körper  ähnlich  wie  Platin  verhalten 
werden“.  Demgegenüber  sei  erwähnt,  dafs  nach  unseren  Versuchen') 
die  Strahlung  des  blanken  Platins  fast  genau  zur  fünften  Potenz  fort- 
schreitet und  Rufs,  wenigstens  in  genügend  dicken  Schichten,  nahe  das 
Stefan  sehe  Gesetz  befolgt. 

d)  Versuche  Schncebdis.  — Die  auffallende  Thatsache,  dafs  Schnee- 
beli  als  der  Einzige  das  Stefansche  Gesetz  innerhalb  eines  ziemlich 
grofsen  Temperaturintervalls  fast  vollkommen  bestätigen  konnte,  läfst 
sich  nach  meiner  Meinung  leicht  aus  Schneebelis  Versuchsanordnung 
erklären,  die  abweichend  von  allen  vorhergehenden  und  nachfolgenden 
ist,  und  durch  die  Schneebeli  eine  Strahlung  mifst,  welche  der 
„schwarzen“  sehr  nahe  kommen  dürfte. 

Schneebeli  verwendet  als  Strahlungsquelle  die  Gefäfswand  eines 
Luftihermometet'S y dessen  Inhalt  etwa  500  ccm  beträgt  und  mit  einem 
Kapillarrohr  von  1 Meter  Länge  versehen  ist.  Als  Heizquelle  dient 
ein  doppelwandiger  sogen.  Perrotscher  Ofen  aus  Chamotte,  in  dessen 
innerem  Hohlraum  das  Luftthermometergefäfs  auf  eine  nahe  gleicb- 
mäfsige  Temperatur  gebracht  wird.  So  kann  er  zunächst  sehr  genau 
die  Temperatur  der  strahlenden  Gefäfswand  beftimmen,  jedenfalls  ge- 
nauer, als  es  alle  anderen  Methoden  zu  jener  Zeit  erlaubten. 

Um  die  Strahlung  der  äusseren  Wand  zum  Bolometer  gelangen 
zu  lassen,  durchbohrt  er  die  beiden  OfenwändCy  schieM  ein  dünnes  Eiseti- 
rohr  bis  naJw  an  die  Gcfäfswaml  und  bringt  aufsen  geeignete  Ofi&iungen 
an,  um  jede  „falsche  Strahlung“  auszuschliefsen. 

Diese  Anordnung  bewirkt  aber  gerade  das  Gegenteil  und  statt  der 
blofsen  Strahlung  der  äufseren  Gefäfswand,  mifst  Schneebeli  die 
Strahlung  eines  fast  geschlossenen  Hohlraums.  Das  im  gleichen 
Heizraum  wie  das  Thermometergefäfs  befindliche  Eisenrohr  wird  näm- 
lich auch  dessen  Temperatur  angenähert  annehmen,  sodafs  man  aufser 
der  an  und  für  sich  schon  stark  strahlenden  Porzellanwand  des  Luft- 
thermometers auch  noch  die  an  ihr  reflektierte  „erborgte“  Strahlung 
des  glühenden  Eisenrohrs  gleicher  Temperatur  erhält.  In  Wirklichkeit 
kommt  also  zum  Bolometer  die  Strahlung  eines  7ia)w  gleichtemperiertcn 
HohlraumSy  deren  „Schwärze“  diejenige  von  freistrahlenden  Metall- 
oxyden etc.  jedenfalls  bei  weitem  übertriflFt. 

Und  um  allen  Bedingungen  der  Neuzeit  gerecht  zu  werden,  benutzt 

1)  0.  Lummer  und  F.  Eurlbaum,  Verhdlgn.  d.  Deutsch.  Physik.  Ges. 
Bd.  I,  Nr.  12,  1899,  und  0.  Lummer  und  E.  Pringsheim  ebenda  Bd.  1,  Nr  12, 
1899, 
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Schneebeli  nach  dem  Vorbild  von  Baur^)  als  Bolometer  ein  Stanniol- 
gitter, welches  mittelst  Tlalinddorkls  geschwärzt  ist  und  verwendet  so 
wiederum  unbewufst  den  schwärzesten  Stoflf  (Platinnioor)  als  Em- 
pfänger. 

Durch  diese  glückliche  Vereinigung  verschiedener  Umstände  er- 
hält Schneebeli  bei  sehr  sorgfältiger  Ausführung  der  Messungen  die 
folgenden  Werte: 


T,  1 379 

719 

854 

1 1007 j 

971 1 

1013 

1097  1 1177»  abs. 

(r;  - Ti)IS\\  9,2 

10,2 

10,9 

1 1Ö,G 

71  j 

71,6  1 

71,5  1 73,5 

wo  Tj  die  absolute  Temperatur  der  Gefäfswand,  diejenige  des  Bolo- 
meters und  S die  auf  gleiches  Mafs  (für  jede  Reihe)  reduzierte  Strah- 
lungsmenge bedeutet. 

Die  geringen  Abweichungen  erklären  sich  zwanglos  aus  der 
Schwierigkeit  der  Temperaturbestimmung  mittels  des  Luftthermometers 
bei  hohen  Temperaturen.  Dahingegen  scheint  mir  der  Graetzsche 
Einwand,  ob  die  gemessene  Temperatur  auch  wirklich  die  der  strahlen- 
den Wand  sei,  von  geringem  Einflufs,  insofern  es  ja  nur  auf  relative 
Temperaturen  ankommt.  Auch  der  von  Schneebeli  selbst  erörterte 
und  später  von  Paschen  gerügte  Übelstand,  dafs  bei  jedesmaliger 
Strahlungsmessung  durch  Hochziehen  der  Klappe  ein  kalter  Luftstrom 
eintritt,  dürfte  aus  demselben  Grunde  ohne  grofsen  Einflufs  auf  die 
Resultate  gewesen  sein. 

Wie  dem  auch  sei,  durch  die  glücklich  gewählte  Versuchsanord- 
nung hatte  Schneebeli  einen  so  gewaltigen  Vorsprung  vor  allen 
anderen  mit  frei  strahlenden  Oberflächen  operierenden  Beobachtern,  dafs 
er  erst  nach  der  Verwirklichung  der  schwarzen  Strahlung  überholt 
werden  konnte.  Alle  zur  Prüfung  des  Stefan  sehen  oder  zur  Auffindung 
eines  allgemein  gütigen  Strahl ungsgesetzes  an  beliebigen  Substanzen 
wie  Platin,  Eisenoxyd  etc.  untemonimenen  Versuche  niufsten  not- 
wendig scheitern,  da  nur  der  schwarzen  Strahlung  das  Gesetz  der  vierten 
Potenz  zukommt. 

Trotz  Aufwandes  von  ungeheuerer  Arbeit  und  Anwendung  der 
verschiedensten,  oft  sinnreichen  Methoden  haben  die  Versuche  mit  frei- 
strahlenden Oberflächen  eigentlich  nur  gezeigt,  dafs  das  anfangs  lange 
für  richtig  gehaltene  Gesetz  von  Dulong  & Petit  ganz  auszuscheiden 
hat,  ohne  aber  die  Frage  nach  „dem  Strahlungsgesetz^^  zu  lösen.  Dabei 
war  man  so  tief  in  die  von  Stefan  verbreitete  Idee,  dafs  alle  Körper 


1)  C.  liaur,  Verbdlgii.  d.  Phys.  Ges.  Berlin,  Nr.  4,  16,  1882  und  Wied.  Ann. 
19,  17—21,  1883. 
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das  gleiche  Strahlungsgesetz  befolgen,  ein  gedrungen,  dafs  man  lieber 
dk  llichti gleit  der  vorhnndenen  Versuche  in  Zweifel  zog^  als  dafs  man 
aus  den  für  Platin  und  Rufs,  Eisenoxyd  und  Glas  erhaltenen,  einander 
widersprechenden  Resultaten  auf  die  Unrichtigkeit  jener  Idee  schlofs. 

2.  Geschichtliches  zur  Verwirklichung  der  schwarzen  Strahlung.  — 
Beim  Studium  der  Litteratur  auf  dem  Gebiete  der  Strahlung  kann  man 
sich  der  Erkenntnis  nicht  erwehren,  dafs  im  grofsen  und  ganzen 
ziemlich  planlos  gearbeitet  worden  ist.  Auch  begreift  man  schwer, 
warum  der  schwarzen  Strahlung  so  wenig  Beachtung  geschenkt  wurde, 
wenn  man  bedenkt,  dafs  Kirchhoff  schon  im  Jahre  1860  mit  genialem 
Scharfblick  nur  der  schwarzen  Strahlung  allgemeingültige  Naturgesetze 
vorauss^te,  und  dafs  Boltzmann  1884  auf  theoretischem  Wege  das 
Stefansche  Gesetz  als  das  Gesetz  der  schwarzen  Strahlung  wahr- 
scheinlich machte.  Aber  noch  mehr!  Auch  kostbare  Fingerzeige 
in  Bezug  auf  die  VetncirMichung  der  schwarzen  Strahlung  sind  un- 
benutzt gelassen  worden.  Denn  abgesehen  von  der  Kirchhoffschen 
Hohlraumtheorie  existieren  zwei  Arbeiten,  in  denen  die  Verwirklichung 
der  schwarzen  Strahlung  teils  ausgeführt,  teils  vorgeschlagen  war, 
schon  zu  einer  Zeit,  nach  der  man  noch  lange  vergeblich  bemüht  war, 
der  schwarzen  Strahlung  beizukommen.  Es  ist  nur  eine  Pflicht  der 
Billigkeit,  auch  diese  Arbeiten  näher  zu  beleuchten. 

a)  Zimächst  kommt  hier  die  Arbeit  Christansens  „Uber  die 
Emission  der  Wärme  von  unebenen  Oberflächen"  in  Betracht.*) 

Um  die  Thatsache  zu  erklären,  dafs  das  Emissionsvermögen  der 
Metalle  durch  Ritzen  der  Oberfläche  wesentlich  erhöht  wird,  geht 
Christiansen  von  folgender  Überlegung  aus:  „Fällt  strahlende  Wärme 
auf  eine  unebene  Fläche,  so  verlassen  mehrere  Strahlen  erst  nach  der 
zweiten  oder  dritten  Reflexion  die  Oberfläche*  es  findet  also  eine  ver- 
gröfserte  Absorption  statt  und  daraus  folgt  nach  dem  bekannten  Gesetze 
von  dem  Zusammenhang  zwischen  Wärmeemission  und  -absorption,  dafs 
das  Emissionsvermögen  einer  solchen  Fläche  gröfser  als  das  einer 
ebenen  Fläche  ist.“ 

Zur  Verifikation  dieser  Überlegung  liefs  Christiansen  einen 
Lesliewürfel  strahlen,  dessen  4 Seitenflächen  verschieden  gestaltet  und 
matt  versilbert  waren.  Von  diesen  war  die  erste  ganz  eben  und  glatt, 
die  dritte  aber  mit  121  konischen  Löchern  versehen,  während  die  anderen 
aus  ebenen  unter  Winkeln  von  45®  und  90®  gegen  einander  geneigten 
Flächenteilen  bestanden.  Bei  Berücksichtigung  der  durch  Bejiexion  y(- 


1)  C.  Christiansen  Wied.  Ann.  21,  364 — 369.  1884. 
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ivomiencn  Strahlnngsmcn(jen,  folgt  für  das  Verhältnis  der  Energie  der 
vier  Flächen  in  erster  Annäherung: 


W,  : \V, : TF3  : If:,  = 1 : 2 : 1 + : 2,75, 


wenn  mit  a das  Emissionsvermögen  der  Löcher,  mit  a das  Absorptions- 
vermögen des  Silbers  bezeichnet  imd  das  Absorptionsvermögen  des 
schwarzen  Körpers  gleich  Eins  gesetzt  wird.  Der  Versuch  aber  ergab 
für  dieselben  Flächen  das  Strahlimgsverhältnis: 


TV,  : fVs : TVs : W,  = 1 : 2,05  : 8,7  : 2,66, 

sodaJs  die  Bedeutung  der  Oberflächenfomien  sehr  deutlich  herausspringt 
und  auTserdem  das  interessante  Resultat  folgt: 


Y + 7-  = 8,7,  also  a ==  32«. 

Setzt  man  auch  noch  das  Emissionsvermögen  des  schwarzen  Körpers 
bei  der  Beobachtungstemperatur  gleich  Eins,  so  sagt  diese  Gleichimg 
aus,  dafs  das  Emissionsvermögen  der  Löcher  32  mal  gröfser  als  das  der 
ebenen  Fläche  ist.  Für  das  Absorptionsvermögen  des  Silbers  erhielt 
Christiansen  a — 0,039,  sodafs  das  Emissionsvermögen  der  Löcher 

« = 1,04 

wird  imd  Christiansen  mit  einigem  Recht  folgert:  „Man  sieht  also, 
dafs  sie  als  kleine  vollkommen  schwarze  Flecken  tvirkm.“ 

Abgesehen  von  der  wichtigen  Thatsache,  dafs  hier  zum  ersten 
Male  der  Weg  zur  Verwirklichung  der  schwarzen  Strahlung  gezeigt 
worden  ist,  scheint  mir  das  Resultat  wichtig,  dafs  in  praxi  schon  ko- 
nische Hohlräume  die  schwarze  Strahlung  liefern,  welche  nach  Kirch- 
hoffs  Folgerung  nur  in  vollkommen  geschlossenen  Hohlräumen  besteht. 

Aber  auch  Christiansen  scheint  mit  der  Kirchhoffschen  Hohl- 
raumtheorie nicht  vertraut  gewesen  zu  sein,  da  er  weder  diese  als  Er- 
klärung für  seine  Resultate  heranzieht,  noch  den  Namen  Kirchhoffs 
überhaupt  erwähnt.  Es  bestätigt  sich  somit  auch  hier,  dafs  man  bei 
dem  ungeheuren  Reichtum,  welchen  der  Kirchhoffsche  Satz  für  die 
Spektralanalyse  imd  die  Kenntnis  der  Gestirne  mit  sich  brachte,  die 
wichtigen  strahlungstheoretischen  Folgenmgen  Kirchhoffs  aus  seinem 
Gesetze  fast  gar  nicht  beachtete. 

b)  Um  so  überraschender  wirkt  es,  dafs  unmittelbar  darauf  Boltz- 
mann sogar  die  wichtige  praktische  Konsequenz  der  Hohlraumtheorie 
Kirchhoffs  zieht,  welche  zur  Realisierung  der  schwarzen  Strahlung 
führt.  In  seiner  Arbeit'):  „Über  eine  von  Hrn.  Bartoli  entdeckte  Bc- 


1)  L.  Boltzmann,  Wied.  Ann.  22,  31  u.  tf.  1S84. 
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Ziehung  der  Wärmestrahlung  zum  zweiten  Hauptsatz^^  streut  Boltzmann 
gelegentlich  mitten  in  die  numerische  Berechnung  jener  Beziehimg 
folgende  interessante  Bemerkung  ein: 

„Ich  bemerke  hier  gelegentlich,  dafs  ich  schon  längere  Zeit  die 
experimentelle  Untersuchung  der  Wärmestrahlen  teils  im  ganzen,  teüs 
zum  Zwecke  spektraler  Zerlegung  begann,  indem  ich  die  Strahlung 
eines  rings  mit  gleichtempetierten  Wänden  umgebenen  Raumes  ans 
einem  kleinen  Loche  oder  Spalte  dieser  Wände  für  die  eines  schwarzen 
Körpers  substituierte,  ein  Prinzip  benutzend,  welches  unlängst  Chris- 
tiansen zur  Erklärung  der  stärkeren  Strahlung  geritzter  Metalle  an- 
wandte. Durch  Vergleichung  mit  der  Strahlung  ebener  Körper  könnte 
dann  auch  deren  Emissionsvermögen  bestimmt  werden.“ 

In  dieser  Arbeit  geht  Boltzmann  von  der  Bartolischen  Her- 
leitung aus,  dafs  die  Wärmestrahlen  bei  der  Bestrahlung  einen  Druek 
auf  den  Körper  ausüben.  Mit  Hilfe  eines  Kreisprozesses  wird  sodann 
eine  numerische  Beziehung  zwischen  dem  Atherdruck  und  der  Wärme 
Strahlung  im  spiegelnden  Hohlraum  berechnet  und  durch  Übertragung 
des  Stefan  sehen  Gresetzes  auf  diese  „schwarze“  Strahlung  die  Gröfec 
des  Atherdnicks  abgeleitet.  Es  ist  dies  die  numerische  Beziehung, 
welche  Boltzmann  kurz  nachher  in  seiner  oben  excerpierten  Arbeit: 
„Ableitung  des  Stefanschen  Gesetzes,  betreffend  die  Wärmestrahlung  ton 
der  Temperatur  aus  der  cleJcfromagnetischen  Lichäheorid*  verwendet,  um 
das  Stefan  sehe  Gesetz  als  dasjenige  der  schwarzen  Strahlung  zu  er- 
weisen. 

In  dieser  viel  gelesenen  und  berühmt  gewordenen  Arbeit  spricht 
aber  Boltzmann  weder  von  seiner  Absicht,  experimentelle  Strahl ungs- 
messimgen  ausfiihren  zu  wollen,  noch  wiederholt  er  auch  nur  mit 
einem  Wort  jenen  Vorschlag,  die  schwarze  Strahlung  durch  einen 
gleich  temperierten  Hohlraum  mit  einer  Oflfnung  zu  realisieren.  Nur  so 
konnte  diese  Idee  in  Vergessenheit  geraten,  zumal  Boltzmann  nach 
seiner  eigenen  Aussage  die  begonnenen  Experimente  wegen  der  experi- 
mentellen Schwierigkeiten  nicht  durchgeführt  hat.  Es  dürfte  inter- 
essieren, dafs  sogar  Boltzmann  selber  es  vergessen  hatte,  seine  Idee 
publiziert  zu  haben,  wie  überhaupt  damals  offenbar  kein  Interesse  für 
die  schwarze  Strahlung  vorhanden  war,  insofern  auch  die  Referate  in 
den  Fortschritten  der  Physik  und  den  Beiblättern  nichts  von  Boltz- 
manns Vorschlag  enthalten. 

Während  aber  diese  wichtigen  Bausteine  von  den  Experimentatoren 
unbenutzt  am  Boden  liegen  gelassen  wurden,  trug  Boltzmanns  Theorie 
noch  reiche  Früchte,  zu  denen  vor  allem  die  von  W.  Wien  für  die 
maximale  Energie  der  schwarzen  Strahlung  im  Spektrum  abgeleiteten 
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Gesetze  gehören.  Auf  die  Herleitung  dieser  Gesetze  und  ihre  experi- 
mentelle Bestätigimg  kommen  wir  später  ausführlich  zurück. 

c)  Wie  schon  erwähnt,  datiert  die  experimentelle  Messung  der 
schwarzen  Strahlung  erst  von  dem  Zeitpunkt,  da  W.  Wien  und  ich 
von  neuem  die  Verwirklichung  schwarzer  strahlender  und  absorbierender 
Körper  in  Gestalt  gleichtemperierter  Hohlriiume  vorschlugen. ‘)  Durch 
die  Erfahrung  hatten  wir  erkannt,  dafs  der  Verwendung  von  Platin- 
blechen, die  mit  Metalloxyden  überzogen  sind,  vorerst  rein  technische 
Hindernisse  im  Wege  stehen.  Die  Überzüge  sind  nicht  gleichmäfsig 
herzustellen  und  verdampfen  in  hoher  Temperatur.  Glüht  man  sie 
elektrisch,  so  grenzen  infolge  ungleichmäfsigen  Überzuges  bedeutende 
Temperaturdifferenzen  an  einander,  die  stationär  neben  einander  bestehen 
bleiben.  Bestreicht  man  z.  B.  ein  blankes  Platinblech  auf  einer  Seite 
mit  einer  feuerfesten  Substanz,  so  ist  die  Rückseite  der  bestrichenen 
Stelle  stets  dunkler  als  ihre  Umgebung,  während  die  Leuchtkraft  der 
bestrichenen  SteUe  bei  geringer  Ausdehnung  sogar  heller  vom  glühenden 
Platin  sich  abhebt,  trotz  ihrer  niedrigeren  Temperatur.  Aufserdem  be- 
reitet die  Temperaturbestimmung  eines  solchen  elektrisch  geglühten 
Bleches  sehr  grofse  Schwierigkeiten.  Auch  sind,  wie  erwähnt,  die 
Metalloxyde  weit  entfernt,  wie  der  schwarze  Körper  zu  strahlen,  während 
Rufs  oder  Platinmoor  in  höheren  Temperaturen  ihre  Eigenschaften 
ändern  und  Glas  schon  bei  niederen  Temperaturen  schmilzt.  Das  reine 
Platin  ist  aber  selbst  im  geschmolzenen  Zustand  ein  vollkommener 
Spiegel,  ähnlich  dem  Quecksilber.  Gerade  diese  Eigenschaft  zu  spiegeln 
führt  nun  dazu,  die  Körper  zu  schwarzen  zu  machen,  wenn  man  zu 
ihrer  Eigenstrahl img  noch  fremde  „erborgte'^  Strahlung  fügt,  indem 
man  sie  durch  andere  glühende  Körper  bestrahlen  läfst. 

Es  lassen  sich  leicht  die  Bedingungen  ableiten,  unter  denen  ein 
beliebiger  Körper  die  schwarze  Strahlung  aussendet. 

Für  imdurchsichtige  Körper,  wie  Platin,  güt  zwischen  Absorptions- 
und Reflexionsvermögen  die  Beziehimg: 

sodafs  das  Kirchhoffsche  Gesetz  die  Form  annimmt: 

c = E eKj 

alle  Gröfsen  bezogen  auf  die  gleiche  Wellenlänge  und  Temperatur.  In 
dieser  Form  lautet  das  Gesetz  also:  Die  Emission  des  schwarzen  Körpers 
ist  gleich  der  Emission  eines  beliebigen  Körpers,  vermehrt  um  den  Bruch- 
teil  der  schwarzen  Strahlung,  tvelcher  von  dem  betreffenden  Körper 

1)  W.  Wien  und  0.  Lummer,  Wied.  Ann.  5ö,  451 — 456.  1896. 
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reflektiert  wird.  Nur  wenn  R = 0 ist,  wird  auch  e — E.  Ist,  wie  beim 
blanken  Platin,  R sehr  grofs,  das  Absorptionsvermögen  A also  sehr 
klein  [nicht  zu  verwechseln  mit  dem  Absorptionsindex  oder  Absorptions- 
koeffizienten, welcher  im  Gegenteil  för  jedes  Metall  sehr  grol's  ist], 
so  mufs  auch  die  „erborgte“  Strahlungsmenge  {eR)  sehr  grofs  werden, 
damit  die  Platinstrahlung  der  schwarzen  gleich  wird.  Berechnet  man 
z.  B.  die  gegenseitige  Zustrahlung  zweier  Platinbleche,  so  findet  man, 
dafs  sie  sich  wie  zwei  schwarze  bestrahlen,  wenn  beide  Bleche  die 
gleiche  Temperatur  haben  und  einander  entweder  unendlich  nahe  sind 
oder  bei  endlicher  Entfernung  genügend  grofse  Ausdehnung  haben.*) 
Man  gelangt  also  auch  hierdurch  zu  dem  Resultat,  welches  Kirchhoff 
ganz  allgemein  in  seiner  Theorie  des  Hohlraums  mit  gleichtemperierten 
Wänden  ausgesprochen  hat. 

Nach  einer  von  Kirchhoff  aus  seinem  Gesetze  gezogenen  Folgerung 
stellt  sich  nämlich  im  Innern  eines  jeden  von  gleichtemperierten,  übrigens 
beliebigen  Körpern  umgebenen  Raumes  eine  solche  Dichtigkeit  der  Energie 
der  Strahlung  her,  als  ob  diese  Körper  vollkommen  schwarz  wären.  Man 
hat  also  die  sogenannte  Strahlung  eines  schwarzen  Körpers  als  den 
Zustand  des  Wärmegleichgewichts  aufzufassen,  weshalb  Herr  Wien 
vorgeschlagen  hat,  die  Strahlung  eines  schwarzen  Körpers  überhaupt 
als  „Zustand  des  Wärmeglekhgewiclits^^  zu  definieren.*)  Diese  strengere 
Definition  wird  auch  gerechtfertigt  durch  die  Überlegung,  dafs  es 
Körper,  die  in  Luft  sich  wie  schwarze  Körper  verhalten,  praktisch 
nicht  geben  kann,  weil  jeder  Körper  Dispersion  zeigen  mufs,  also  nicht 
für  alle  Farben  denselben  Brechungsindex  haben  kann. 

Um  die  schwarze  Strahlung  dem  Experiment  zugänglich  zu 
machen,  mufs  man  notwendig  in  den  gleichtemperierten  Hohlrauni  eine 
Öffnung  machen,  durch  welche  die  Strahlung  nach  aufsen  gelangt 

Von  dieser  Öflhung  erhält  die  innere  Oberfläche  keine  Strahlung, 
und  hierdurch  wird  eine  Abweichung  vom  Zustande  des  Wärmegleich- 
gewichts bedingt.  Den  Grad  der  Abweichung  berechnet  man  am  besten 
durch  Aufsuchung  der  Strahlung,  die  von  einem  ins  Innere  gelangenden 
Strahlenbündel  wieder  nach  aufsen  reflektiert  wird.*)  Nach  dem  Kircb- 
h off  sehen  Satz  ergiebt  sich  hieraus  dann  auch  die  Emission  des  Hohlraums. 

Durch  Umkehrung  des  ausgesprochenen  Prinzips  gelangten  wir 
ohne  weiteres  auch  zur  Verwirklichung  schtvarzer  absorbierender  Bolo- 

1)  Näheres  siehe  0.  Lummer,  Natunvissensch.  Rundschau  11,  No.  6,  7 

und  8.  1896. 

2)  W.  Wien,  Wied.  Ann.  52,  133.  1894. 

3)  W.  Wien  und  0.  Lummer  a.  a.  0. 
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meter.  Da  es  aber  schwer  ist,  vollkommene  Hohlräume  aus  dünnem 
Blech  von  1/1000  mm  Dicke  herzustellen,  wie  es  Kurlbaum  und  ich 
zu  unseren  Bolometern^)  verwenden,  und  da  auch  die  Empfindlichkeit 
wegen  des  geringen  Widerstands  darunter  leiden  würde,  so  wendet  man 
hier  vorteilhafter  spiegelnde  Hüllen  an.  Denn  nach  Kirchhoff  stellt 
sich  nicht  niu*  im  gleichtemperierten,  sondern  auch  im  voUkotnmen 
spiegelnden  Hohlraum  die  schwarze  Strahlung  her.  Mag  die  spiegelnde 
Hülle  aber  genügen,  um  die  mit  stark  absorbierenden  Substanzen  wie 
Rufs  und  Platinmoor  belegten  Bolometerstreifen  noch  absorbierender 
erscheinen  zu  lassen*),  zur  Erzeugung  der  schwarzen  Strdhlungsenergic, 
zumal  bei  hohen  Temperaturen,  ist  die  spiegelnde  Hülle  zu  verwerfen. 
Hier  verdient  der  gleichtemperierte  Hohlraum  entschieden  den  Vorzug, 
und  es  kann  der  von  Paschen  verwendete  elektrisch  geglühte  Platinstreif 
im  spiegelnden  Hohlraum  nicht  als  schwarzer  Körper  angesehen  werden. 

d)  Auf  sehr  originellem  Weg  kam  gleichzeitig  mit  ims  St.  John'^) 
zu  der  Verwirklichung  der  schwarzen  Strahlung,  als  er  die  Strah- 
lungseigenschaften der  im  Auerstrumpf  enthaltenen  Erden  untersuchte. 
St.  John  brachte  in  einem  Chamotteofen  blanke  und  geschwärzte 
Platinbleche  zur  Weifsglut  und  liefs  deren  Strahlung  durch  eine  Öff- 
nung des  Ofens  austreten.  Die  aufsen  sehr  verschieden  emittierenden 
Substanzen  erschienen  im  Ofen  dem  Auge  von  so  nahe  gleicher  Hellig- 
keit, dafs  St.  John  anfangs  glaubte,  es  seien  die  Oxyde  abgefallen. 
Als  durch  Einführung  eines  gekühlten  Eisenrohres  die  Reflexe  der  Ofeu- 
wände  des  glühenden  Heizraumes  abgeblendet  wurden,  erschienen  die 
Helligkeitsunterschiede  wieder  wie  aufserhalb  des  Ofens.  Die  John- 
schen  Versuche  zeigen  also  auiser  der  Wirkung  des  gleichtemperierten 
Hohlraums,  dafs  die  bedeutende  Strahlung  der  Substanzen  im  Auer- 
strumpf nicht  einer  Luminiszenzwirkung  zu  verdanken,  sondern  eine  Folge 
reiner  Temperaturstrahlung  ist.  Um  diese  Frage  exakt  zu  entscheiden 
imd  die  Abweichungen  luminiszierender  Körper  vom  Kirchhoff  sehen 
Gesetz  experimentell  festzustellen,  hatten  auch  Wien  und  ich  a.  a.  0. 
vorgeschlj^en,  einen  gleich  temperierten  Hohlraum  innen  mit  den  be- 
trefienden  Substanzen  zu  belegen  und  die  Strahlung  mit  der  des 
schwarzen  zu  vergleichen. 

Im  Gegensatz  zu  St.  John  schiebt  Bunte^)  die  enorme  Strahlung 
der  seltenen  Erden  auf  eine  „katalgtische^*  Wirkung,  infolge  deren  den 

1)  0.  Lummer  und  F.  Kurlbaum,  Wied.  Ann.  46,  204 — 224,  1892. 

2)  Über  die  Auafilhrung  vergl.  F.  Paschen,  Wied.  Ann.  60,  722,  1897  und 
0.  Lummer  und  E.  Pringsheim,  Wied.  Ann.  66,  397,  1897. 

3)  Ch.  E.  Saint-John,  Wied.  Ann.  56,  433 — 4riü,  1895. 

4)  Bunte,  Verhdlgn.  d.  Deutsch.  Cheni.  Ges.  Berlin  1899. 
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feinsten  Teilchen  eine  höhere  Temperatur  erteilt  wird,  als  sie  die 
Bunsentlamme  besitzt.  Und  bei  der  experimentellen  Prüfung  der  Strah- 
lung der  verschiedenen  Erden  findet  Bunte  thatsächlich,  dafs  die  im 
Auerlicht  stark-  und  schwachleuchtenden  Mischungen  gleiches  Strah- 
lungsvermögen haben.  Da  Bunte  diese  Substanzen  aber  in  einem 
langen,  elektrisch  geheizten  Kohlerohr  glüht,  so  sind  seine  Versuche 
nicht  beweiskräftig;  vielmehr  begeht  er  hier  denselben  Trugschlafs  wie 
seinerzeit  Drap  er  (vergl.  d.  Z.  S.  I S.  82)  und  hat  wie  dieser  durch  daj 
gefundene  Resultat  lediglich  die  Kirchhoffsche  Theorie  vom  gleich- 
temperierten  Hohlraum  bestätigt. 

So  sehen  wir  auch  an  diesem  Beispiele,  dafs  erst  die  Kenntnis  de? 
schwarzen  Körpers  und  seiner  Verwirklich img  zu  einwandsfreicii  Resul- 
taten auf  dem  Gebiete  der  Strahlung  führen  konnte. 

(Fortsetzung  folgt.) 
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Uber  die  Bedeutung  elektrischer  Methoden  und  Theorien 

für  die  Chemie, 

Von  W.  Nernst  in  Göttingen. 

Vortrag*),  gehalten  am  27.  September  1‘JOl  auf  der  73.  Naturforficherversammlung 

zu  Hamburg. 

Wenn  in  der  anschaulichen  Sprache  der  Atomistik  die  Chemie  als 
die  Wissenschaft  von  der  Bildung  der  Moleküle  überhaupt  aus  den 
Atomen  und  von  ihrem  Zerfall  in  die  Atome  bezeichnet  werden  kann, 
so  beschäftigt  sich  die  Elektrochemie  mit  dem  Werden  und  Vergehen 
elektrisch  geladener  Moleküle,  die  man  nach  Faraday  kurzweg  als 
Ionen  bezeichnet.  Da  nun  in  zahlreichen  chemischen  Reaktionen  die 
Ionen  eine  bereits  klar  erkannte  Rolle  spielen  und  da  in  vielen  anderen 
ihre  Mitwirkung,  wenn  auch  noch  nicht  sicher,  so  doch  wahrscheinlich 
ist,  so  springt  die  Bedeutung  der  Elektrizitätslehre  auch  für  die  reine 
Chemie,  nicht  nur  für  die  Elektrochemie,  in  die  Augen;  alle  elektrischen 
experimentellen  Methoden  und  alle  theoretischen  Erwägungen  aus  der 
Elektrizitätslehre,  die  auf  die  Ionen  Anwendung  finden,  sind  der  Chemie 
bereits  von  Nutzen  oder  können  es  werden. 

Nun  ist  es  eine  wichtige  Erfahrungsthatsache,  dafs  gerade  das 
Wasser  zahlreiche  gelöste  Stoffe  in  Ionen  zu  spalten  vermag;  dadurch 
ist  dies  Lösungsmittel  für  die  Elektrochemie  nicht  nur,  sondern  für 
die  Chemie  überhaupt  von  der  allergröfsten  Bedeutung.  Es  ist  übrigens 
kaum  daran  zu  zweifeln,  dal‘s  auch  die  fundamentale  Rolle  des  W^assers 
im  tierischen  imd  pflanzlichen  Organismus  auf  verwandte  Ursachen 
zurückzuführen  ist.  Wahrscheinlich  hängt  das  eigenartige  Verhalten 
des  Wassers  mit  seiner  hohen  Dielektrizitätskonstante  zusammen,  welche 
in  der  That  diesem  Lösungsmittel  eine  ganz  besondere  Stellung  zuerteilt. 
Jedenfalls  ist  es  von  vornherein  klar,  dafs  in  den  experimentellen 

1)  Das  Folgende  ist  ein  Auszug  aus  dem  Vortrag,  den  Herr  W.  Nernst  am 
27.  IX.  11)01  auf  der  73.  Naturforscherversammlung  zu  Hamburg  gehalten  hat.  Der 
vollständige  Vortrag  ist  bei  Vandenhocck  und  Ruprecht,  Göttingen,  erschienen. 

Red. 


172 


W.  Nernrt: 


Methoden  der  Elektrochemie  die  wässerigen  Lösungen  die  vielseitigsten 
und  bequemsten  Versuchsobjekte  sind. 

Wenn  wir  also  nunmehr  dazu  übergehen  wollen,  die  wichtigsten 
elektrischen  Methoden  der  Chemie  kurz  zu  charakterisieren,  so  wissen 
wir  bereits,  dafs  es  sich  hierbei  immer  um  Ionen  handeln  wird.  Bei 
der  Behandlung  dieser  Frage  ergab  sich  nun  das  von  vornherein  an- 
schauliche Resultat,  dafs  bei  der  Untersuchung  der  Ionen  alle  Methoden 
anwendbar  sind,  die  über  den  Bau  der  gewöhnlichen  elektrisch  neutralen 
Moleküle  uns  zu  unterrichten  sich  eignen;  man  ksinn  Molekulargewiclits- 
bestimmungen  und  Konstitutionsbestimmungen  an  den  Ionen  genau  so 
ausführen,  wie  an  den  gewöhnlichen  Molekülen.  Dazu  aber  treten  als 
neu  und  eigenartig  diejenigen  Methoden  hinzu,  welche  sich  an  die 
elektrische  Ladung  der  Ionen  wenden,  und  dieses  sind  eben  die 
elektrischen  Methoden  der  Chemie.  Ich  glaube,  dafs  der  vorstehende 
einfache  Satz  die  vollständige  Systematik  der  elektrochemischen 
Forschungsmethode  enthält. 

Wenn  wir  also  z.  B.  ein  Salz  in  wässeriger  Lösung  untersuchen 
wollen,  so  werden  wdr  zunächst  durch  Anwendung  der  van  t’Hoff- 
Avogadro sehen  Regel  das  Molekulargewicht  bestimmen  können;  hier- 
durch allein  werden  wir  in  vielen  Fällen,  wie  Arrhenius,  der  Be- 
gründer der  modernen  Anschauung  über  die  elektrolytische  Dissoziation, 
zuerst  gezeigt  hat,  über  Menge  und  Art  der  Ionen,  in  welche  das 
Salz  zerfallen  ist,  Auskunft  erhalten,  besonders  wenn  wir  damit  das 
Heranziehen  chemischer  Analogien  verbinden;  in  den  meisten  Fällen 
sind  ja,  wie  Hittorf  schon  in  seinen  klassischen  Arbeiten  nachwies, 
die  chemischen  Radikale  mit  den  Ionen  identisch,  und  über  die  Natur 
dieser  Radikale  giebt  das  allgemeine  chemische  Verhalten  des  Salzes 
in  der  Regel  hinreichenden  Aufschlufs.  Wie  schon  bemerkt,  stehen 
uns  aber  auch  spezifisch  elektrische  Methoden  zur  Verfügung,  und 
indem  wir  einerseits  von  der  Thatsache  Gebrauch  machen,  dafs  die 
Ionen  unter  dem  Einflufs  elektrischer  Kräfte  zu  wandern  vermögen, 
und  dafs  andererseits  die  elektromotorische  Kraft  zwischen  Metall  und 
der  Lösung  durch  Natur  und  Menge  der  Ionen  bestimmt  wird,  gewinnen 
sowohl  Messungen  der  elektrischen  Leitfähigkeit  wie  solche  der  elektn>- 
motorischen  Kraft  ihre  Bedeutung  auch  für  die  rein  chemische 
Forschung. 

Dank  den  Arbeiten  von  Friedrich  Kohlrausch  ist  die  Be- 
stimmung der  Leitfähigkeit  von  Lösungen  zu  einem  hohen  Grade  von 
Einfachheit  imd  Sicherheit  gebracht  worden.  Ein  kleines  Indukterium, 
eine  Wheatstonesche  Brücke,  ein  Widerstandskasten,  ein  Telephon 
und  ein  mit  Elektroden  versehenes  Glasgefäfs  bilden  das  ganze  physi- 
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kalische  Rüstzeug,  dessen  man  zur  Bestimmung  der  Leitfähigkeit 
bedarf.  Einen  umfassenden  Überblick  über  die  Anwendungen  dieser 
Methode  für  die  Chemie  zu  geben  ist  hier  nicht  der  Ort;  aber  an 
einem  Beispiele,  das  durch  die  Arbeiten  von  Ostwald  hervorragende 
Wichtigkeit  gewonnen  hat,  möchte  ich  wenigstens  ihr  Wesen  ver- 
anschaulichen. 

Dafs  in  wässeriger  Lösung  die  verschiedenen  Säuren  sehr  ver- 
schiedene Stärke  besitzen,  ist  eine  längst  bekannte  chemische  That- 
sache;  ihre  wissenschaftliche  Formulierung  gelang  jedoch  erst  in 
neuerer  Zeit  mit  Hilfe  der  lonentheorie  und  der  Lehre  der  chemischen 
Massenwirkung.  Alle  Säuren  liefern  nämlich,  in  Wasser  aufgelöst,  eine 
mehr  oder  minder  grofse  Menge  der  positiv  geladenen  Wasserstoff ionen; 
die  allen  Säuren  gemeinschaftlichen  und  daher  spezifisch  sauren  Reaktionen 
sind  nun  eben  Reaktionen  des  Wasserstoffions.  Nach  dem  Gesetze 
der  chemischen  Massenwirkung  aber  reagiert  eine  Molekülgattung, 
gleichgiltig  ob  elektrisch  neutral  oder  geladen,  um  so  energischer,  je 
mehr  Wasserstoff  ionen  sie  enthält.  Da  man  nun  mit  Hilfe  der  elek- 
trischen Leitfähigkeit  am  einfachsten  und  genauesten  die  Menge  der 
Wasserstoff  ionen  einer  in  Wasser  gelösten  Säure  ermitteln  kann,  so 
erkennen  wir,  wie  die  Messung  der  elektrischen  Leitfähigkeit  uns  über 
die  Stärke  einer  Säure  und  somit  über  die  wichtigste  Seite  ihres 
chemischen  Verhaltens  Aufschlufs  giebt. 

In  komplizierteren  Fällen,  besonders  bei  der  Untersuchung  der 
sogenannten  komplexen  Salze,  tritt  der  Leitfähigkeitsmessung  die 
Untersuchung  der  lonenwanderung  ergänzend  an  die  Seite;  indem  man  die 
zu  untersuchende  Lösung  elektrolysiert  imd  die  mit  Verschiebung  der 
Ionen  verbundenen  Konzentrationsändenmgen  an  den  Elektroden  be- 
stimmt, läfst  sich  die  Frage  entscheiden,  ob  ein  Element  oder  Radikal 
mit  dem  Strome  oder  dem  Strome  entgegen  wandert;  im  ersteren  Falle 
befindet  es  sich  in  einem  positiven,  im  zweiten  Falle  in  einem  negativen 
Ion.  Bereits  Hittorf  zeigte  bei  seinen  grundlegenden  Messungen  der 
Üherfühnmgszahlen,  dafs  auf  diesem  Wege  häufig  die  Frage  leicht 
entschieden  werden  kann,  ob  man  ein  typisches  oder  ein  sogenanntes 
komplexes  Salz  vor  sich  hat. 

Während  die  Leitfähigkeit  einer  Lösung  durch  die  Summe  der 
Leitfähigkeiten  aller  darin  vorhandenen  Ionen  bedingt  wird,  und  somit, 
besonders  in  komplizierten  Fällen,  in  denen  eine  gröfsere  Anzahl  ver- 
schiedener Ionen  in  der  Lösung  vorhanden  ist,  die  Deutung  der  Ver- 
suchsergebnisse nicht  ganz  einfach  wird,  liefert  die  Bestimmung  der 
elektromotorischen  Kraft  die  Menge  von  einer  ganz  bestimmten  lonen- 
art,  weil  die  Spannung  der  Elektroden  aufser  von  ihrer  eigenen  Be- 
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sclialfenheit  in  wässerigen  Lösungen  nur  noch  von  der  Konzentration 
der  lonenart  abhängt,  welche  die  betreffende  Elektrode  in  die  Lösung 
entsendet.  Der  Apparat,  der  für  die  Ausführung  dieser  Messungen 
erforderlich  ist,  bietet  in  seiner  Handhabung  ebenfalls,  wie  bei  der 
Messung  der  Leitfähigkeit,  keine  besonderen  Schwierigkeiten;  ein 
empfindliches  Galvanometer  oder  Elektrometer,  ein  Normalelement  und 
ein  Widerstandskasten  sind  in  den  meisten  Fällen  zur  Ausführung 
der  Messung  vollkommen  ausreichend. 

Bestimmen  wir  also  die  elektromotorische  Kraft  eines  Silberdrahtes 
gegen  eine  Lösung,  so  vermag  diese  Messung  uns  AufschluXs  zu  geben 
über  die  Menge  der  Silberionen,  die  in  der  Lösung  vorhanden  sind, 
und  zwar  liegt  es  in  der  Natur  der  Formel,  welche  die  elektromotorische 
ICraft  und  die  Konzentration  der  Silberionen  verbindet,  dafs  die  pro* 
zentische  Genauigkeit  unabhängig  von  der  Menge  der  in  der  Lösung 
vorhandenen  Silberionen  ist.  Man  ist  daher  in  der  Lage,  Konzentrationen 
von  einer  Kleinheit  noch  relativ  sicher  zu  bestimmen,  wie  sie  wohl 
auf  keinem  anderen  Wege,  z.  B.  auch  nicht  durch  die  Hilfsmittel  der 
Spektralanalyse  unter  den  günstigsten  Bedingungen,  gemessen  werden 
können. 

Auch  hier  muls  ich  mich  darauf  beschränken,  an  einem  Beispiele 
die  Anwendbarkeit  dieser  Methode  zu  erläutern.  Das  Wasser  ist  in 
reinem  Zustande  ein  fast  völliger  Nichtleiter  der  Elektrizität;  es  ist 
mit  andern  Worten  nur  zu  einem  äufserst  kleinen  Bruchteile  in  seine 
Ionen,  das  Wasserstoffion  imd  das  Hydroxylion,  zerfaUen.  Da  von 
diesen  lonenarten  das  eine  für  die  Säuren,  das  andere  für  die  Basen 
typisch  ist,  so  ist  das  Wasser  gleichzeitig  saurer  und  basischer  Natur, 
d.  h.  es  ist  gleichzeitig  eine  schwache  Säure  und  eine  schwache  Basis. 
Für  zahlreiche  chemische  Reaktionen  des  Wassers  war  es  nun  von 
Wichtigkeit,  die  Stärke  der  sauren  und  der  basischen  Funktionen  de.^ 
Wassers  kennen  zu  lernen,  und  es  muisten  zu  diesem  Zwecke  die  sehr 
kleinen  Mengen  von  Wasserstoff ionen  bestimmt  werden,  die  in  einer 
neutralen  oder  besser  alkalischen  Lösung  vorhanden  sind.  Ostwald 
und  Arrhenius  lösten  gleichzeitig  und  unabhängig  diese  Aufgabe, 
indem  sie  die  elektromotorische  Kraft  einer  mit  Wasserstoff  beladenen 
Platinelektrode,  die  lediglich  von  der  Konzentration  der  Wasserstoff'ionen 
abhängt,  bestimmten  und  daraus  die  gesuchte  aufserordentlich  kleine 
Konzentration  der  Wasserstoff  ionen  ermittelten. 

Die  bisher  besprochenen  elektrischen  Methoden  sind  gleichsam 
Sonden,  die  der  Forscher  an  chemische  Verbindungen  anzulegen  und 
mit  Hilfe  deren  er  sie  sozusagen  abzutasten  vermag.  Die  Elektrizität 
giebt  aber  auch  Mittel  an  die  Hand,  durch  die  mau,  wie  mit  einem 
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scharfen  Werkzeuge,  die  chemischen  Verbindungen  zerschneiden  kann; 
dieses  Hilfsmittel  ist  das  erste,  das  die  elektrochemische  Forschung 
erbracht  hat,  nämlich  die  Elektrolyse.  Vermöge  der  elektrolysierenden 
Kraft  des  galvanischen  Stromes  ist  man  ja  imstande,  auch  die  festesten 
Verbindungen  mit  Leichtigkeit  in  ihre  einfacheren  Bestandteile  auf- 
zulosen. 

Der  Mechanismus  der  Elektrolyse  ist  überaus  einfach  und  durch- 
sichtig; ein  Strom,  der  einen  Elektrolyten  durchfliefst,  führt  die  positiven 
Ionen  zur  einen,  die  negativen  Ionen  zur  anderen  Elektrode,  und  zwar 
findet  diese  Wanderung  der  Ionen,  wie  schon  oben  auseinandergesetzt, 
unter  dem  Einflufs  des  elektrischen  Zuges  statt,  der  von  den  entgegen- 
gesetzt geladenen  Elektroden  auf  die  Ionen  ausgeübt  vsdrd.  Bei  hin- 
reichend starker  Ladung  der  Elektroden,  d.  h.  bei  hinreichender 
elektromotorischer  Kraft  des  elektrolysierenden  Stromes,  gelangen  die 
Ionen  an  beiden  Elektroden  zur  Abscheidung;  indem  sie  an  die  Elek- 
troden ihre  elektrische  Ladung  abgeben,  gehen  sie  in  gewöhnliche, 
(1.  h.  elektrisch  neutrale  Moleküle  über,  welche  dem  elektrischen 
Zuge  nicht  mehr  unterliegen  und  demgemäfs  entweichen  können. 
Der  eigentlich  primäre  Vorgang  in  der  Elektrolyse  ist  also  nichts 
anderes,  als  der  Übergang  elektrisch  geladener  Ionen  in  elektrisch 
netärale  Molekülarten,  und  die  Arbeit,  welche  der  Strom  bei  der 
Elektrolyse  zu  leisten  hat,  besteht  also  in  erster  Linie  darin,  den 
Ionen  ihre  elektrischen  Ladungen  zu  ontreii'sen,  und  zwar  gleichzeitig 
den  positiven  Ionen  ihre  positive  Elektrizität  an  der  einen,  den 
negativen  Ionen  ihre  negative  Elektrizität  an  der  andern  Elektrode. 
Diese  Arbeit  ist  nun  aber  um  so  gröfser,  je  höher  die  an  den 
Elektroden  wirkende  elektromotorische  Kraft  ist,  und  da  wir  letztere 
bei  geeigneter  Versuchsanordnung  beliebig  zu  steigern  imstande  sind, 
so  erkennen  wir,  dafs  kein  Ion  seine  Ladung  so  stark  zu  binden  ver- 
mag, dafs  wir  nicht  durch  hinreichend  starken  elektrischen  Zug  sie 
den  Ionen  zu  entziehen  imstande  wären.  Mit  Hilfe  des  Stromes  können 
wir  dementsprechend  die  stärksten  chemischen  Kräfte  überwältigen. 

Während  bei  der  Elektrolyse  der  galvanische  Strom  chemische 
Verwandtschaften  löst,  wird  bei  dem  umgekehrten  Phänomen,  der 
galvanischen  Stromerzeugung,  chemische  Energie  in  elektrische  um- 
gesetzt. Auch  der  Mechanismus  dieser  Vorgänge  ist  mit  Hilfe  der 
loneutheorie  und  der  Theorie  des  osmotischen  Druckes  in  neuerer  Zeit, 
wie  ich  glaube,  klargestellt  worden.  Die  Auflösung  des  Zinks  z.  B.  in 
einem  galvanischen  Elemente  ist  im  Prinzip  ähnlich  der  Auflösung 
irgend  einer  beliebigen  Substanz  in  einem  Lösungsmittel;  das  Eigen- 
tümliche, was  bei  der  Auflösung  des  Zinks  noch  hinzukommt,  besteht 
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lediglich  darin,  dafs  hier,  wie  bei  den  Metallen  überhaupt,  nicht  elek- 
trisch neutrale  Moleküle  in  Lösung  gehen,  sondern  dafs  es  sich  dabei 
um  Ionen  handelt.  Dadurch  aber  ist  notwendig  mit  der  Auflösung 
des  Zinks  eine  elektrische  Verschiebung  verbunden,  die  unter  geeigneten 
Versuchsbedingungen  als  geschlossener  galvanischer  Strom  in*  Er- 
scheinung tritt. 

Aber  auch  wenn  man  ohne  besondere  Vorkehrung  Zink  oder  em 
Metall  in  Säuren  löst,  ist  damit  ein  elektrischer  Vorgang  untrennbar 
verbunden;  von  dem  Zink  werden  Zinkionen  in  die  Säure  entsandt, 
während  gleichzeitig  die  chemisch  und  somit  auch  elektrisch  äquivalente 
Menge  von  Wasserstoffionen  umgekehrt  aus  der  Lösimg  zum  Zink 
Übertritt,  um  nach  Abgabe  der  Ladung  als  elektrisch  neutraler  Wasser- 
stoff zu  entweichen.  Genau  so,  wie  für  die  Elektrolyse  die  Spannungs- 
differenz an  den  Elektroden  mafsgebend  ist,  wird  auch  dieser  chemische 
Prozefs,  wie  in  zahlreichen  neueren  Arbeiten  gezeigt  wurde,  aus- 
schliefslich  durch  die  elektrische  Potentialdifferenz  zwischen  Metall  und 
Lösung  bestimmt. 

Der  primäre  Vorgang  bei  der  Auflösung  eines  Metalls  unter 
Wasserstoffentwicklung  besteht  also  in  der  Abgabe  der  positiven  Ladung 
des  Wasserstotfions  an  das  betreffende  Metall.  Leiten  wir  etwa  Chlor 
in  die  Lösung  eines  Jodids,  so  wird  gewöhnliches  Jod  in  Freüieit 
gesetzt  und  das  Chlorion  tritt  an  die  Stelle  des  Jodions;  auch  hier 
besteht  der  chemische  Prozefs  also  wesentlich  in  einer  Dislokation 
einer  elektrischen  Ladung,  und  zwar  handelt  es  sich  bei  diesem  Beispiele 
um  eine  negative  Ladung.  Nach  aufsen  verrät  sich,  wie  es  in  der 
Natur  dieser  Erscheinung  liegt,  die  elektrische  Natur  dieser  Prozesse 
nicht  weiter;  elektrostatische  Ladungen  oder  galvanische  Ströme  treten 
dabei  nicht  auf.  Wohl  aber  läfst  sich  die  Richtung,  in  der  solche 
chemischen  Umsetzungen  stattfinden  müssen,  aus  den  lonenpotentialen 
ableiten. 

Schon  daraus,  dafs  das  Phänomen  der  Elektrolyse  Ln  der  Spaltung 
selbst  der  festesten  chemischen  Verbindungen  besteht,  wird  es  klar,  da6 
bei  chemischen  Verbindungen  elektrische  Kräfte  eine  wichtige  Rolle 
spielen;  im  einzelnen  haben  wir  überdies  soeben  gesehen,  dafs  bei 
manchen  chemischen  Prozessen  der  primäre  Vorgang  in  einer  Dis* 
lokation  elektrischer  Ladungen  besteht.  Damit  tritt  denn  zugleich  die 
Frage  an  uns  heran,  ob  nicht  etwa  die  chemischen  Kräfte  überhaupt 
elektrischer  Natur  sind. 

Ehe  wir  darüber  Betrachtungen  anstellen,  inwieweit  die  Forschung 
in  das  äuiserst  hypothetische  Gebiet  der  Natur  der  chemischen  Affinität 
zur  Zeit  vorgedrungen  ist,  möchte  ich  kurz  noch  darauf  eingehen,  wie 
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die  chemische  Affinität  gemessen  werden  kann.  Wenn  zwei  Substanzen 
bei  ihrer  Berührung  in  rasche  chemische  Wechselwirkung  zu  treten 
vermögen,  so  sagt  man  in  der  Regel,  dafs  sie  eine  grolse  chemische 
Affinität  besitzen;  dies  ist  einwandsfrei,  aber  keineswegs  die  Umkehrung 
dieses  Satzes,  dafs  nämlich  Substanzen,  die  sich  auch  bei  innigster 
Berührung  gegen  einander  indifferent  verhalten,  keine  Affinität  besitzen. 
Der  Verlauf  eines  chemischen  Prozesses  ist  zwar  proportional  der 
wirkenden  chemischen  Kraft,  aber  er  hängt  aufserdem  auch  noch  von 
der  Gröfse  der  Widerstände  ab,  die  im  betreffenden  Fall  zu  über- 
winden sind.  Auch  bei  sehr  grofser  chemischer  Affinität  kann  die 
Reaktionsgeschwindigkeit  verschwindend  klein  sein,  wofür  ein  Gemenge 
von  Wasserstoff  und  Sauerstoff  ein  Beispiel  bildet;  trotz  der  grofsen 
Affinität  dieser  Elemente  bleiben  sie  bei  gewöhnlicher  Temperatur  so 
gut  wie  vollkommen  passiv,  weil  der  zu  überwindende  chemische 
Widerstand  sehr  grofs  ist.  Genau  wie  die  Intensität  eines  galvanischen 
Stromes  der  wirkenden  elektromotorischen  Kraft  direkt  und  dem  ent- 
gegenstehenden elektrischen  Widerstande  indirekt  proportional  ist,  so 
gilt  für  die  rein  chemischen  Prozesse  ein  analoges  Gesetz:  die  Reaktions- 
geschwindigkeit ist  der  chemischen  Kraft  oder  der  chemischen  Affinität 
direkt  und  dem  chemischen  Widerstande  indirekt  proportional.  In 
einem  galvanischen  Elemente  werden  beide  Gesetze,  das  Ohmsche 
Grundgesetz  der  elektrischen  Ströme  und  das  chemische  Grundgesetz 
des  Reaktions Verlaufs,  identisch,  weil  hier  galvanischer  und  che- 
mischer Widerstand  zusammenfallen,  die  Reaktionsgeschwindigkeit  nach 
Faradays  Gesetz  der  Stromintensität  gleich  wird  und  die  Kraft  der 
chemischen  Affinität  dos  stromliefernden  Prozesses  in  dem  betrachteten 
galvanischen  Elemente  einfach  seine  elektromotorische  Kraft  ist.  Ebenso 
aber  wie  das  Ohrasche  Gesetz  auch  auf  elektrische  Ketten  Anwendung 
findet,  in  denen  keinerlei  chemische  Prozesse  sich  abspielen,  wie  bei 
den  Dynamomaschinen  oder  den  Thermosäulen,  so  gilt  das  analoge 
chemische  Grundgesetz  auch  bei  Reaktionen,  in  denen,  wie  z.  B.  bei 
V’^erbrennungserscheinungen,  das  Auftreten  galvanischer  Ströme  nicht 
iiachgewiesen  und,  wenn  es  sich  lediglich  um  die  Einwirkung  zwischen 
elektrischen  Isolatoren  handelt,  geradezu  ausgeschlossen  ist.  Immerhin 
weist  die  grofse  Ähnlichkeit  der  beiden  besprochenen  Gesetze  bereits 
auf  eine  Beziehung  zwischen  chemischem  Prozefs  und  galvjmischera 
Strome  oder  besser  galvanischer  Entladung  hin. 

Aus  den  vorstehenden  Überlegungen  ersehen  wir  bereits,  dafs  die 
Bestimmung  der  elektromotorischen  Kraft  eines  galvanischen  Elementes 
uns  gleichzeitig  die  Gröfse  der  Affinität  des  betreffenden  stromliefernden 
chemischen  IVozesses  liefert.  Mau  kann  letztere  Gröfse  aber  auch  auf 
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zahlreichen  anderen  Wegen  ermitteln;  wie  nebenbei  bemerkt  sei,  liefert 
jede  Methode,  die  zur  Kenntnis  der  maximalen  Arbeitsleistung  einer 
chemischen  Umsetzung  oder,  wie  man  es  auch  ausdrückt,  zur  Be- 
stimmung der  damit  verbundenen  Änderung  der  freien  Energie  führt, 
gleichzeitig  die  chemische  Affinität  der  betreffenden  stofflichen  Um- 
setzung. Die  Messung  der  elektromotorischen  Kraft  ist  aber  die  viel- 
seitigste und  genaueste  Methode,  und  wir  sehen  also,  wie  auch  hier 
wieder,  wo  es  sich  um  die  Messung  einer  der  wichtigsten  chemischen 
Gröfsen  handelt,  eine  rein  elektrische  Methode  an  der  Spitze  steht. 

Historisch  wäre  über  die  Frage  nach  der  Natur  der  chemischen 
Verwandtschaft  etwa  folgendes  zu  bemerken.  Bei  der  Beschäftigung 
mit  der  anorganischen  Chemie  zeigte  sich  in  der  Zusammensetzung 
zahlreicher  chemischer  Verbindungen  ein  deutlicher  Dualismus;  man 
konnte  die  Elemente  und  Radikale  in  zwei  Kategorien  teilen,  die 
positiven  und  die  negativen,  und  man  fand,  dafs  die  positiven,  wie  die 
negativen  Radikale  je  untereinander  meistens  relativ  schwierig  reagieren, 
dafs  aber  ein  stark  positives  mit  einem  stark  negativen  Radikale  sich 
stets  glatt  zu  einer  wohl  charakterisierten  chemischen  Verbindung  ver- 
einigt. Die  Erkenntnis  dieser  Thatsache  ist  der  bleibende  Inhalt  der 
elektrochemischen  Theorie  von  Berzelius;  dafs  der  grofse  Begründer 
der  analytischen  Chemie  dies  Verhalten  der  Elemente  dadurch  zu  er- 
klären suchte,  dafs  er  die  eine  Kategorie  als  in  freiem  Zustande  positiv, 
die  andere  als  negativ  geladen  ansah,  eine  Annahme,  die  gegen  die 
Elemente  der  Elektrizitätslehre  verstöfst,  ist  im  Grunde  eine  unwesent- 
Rche  Zugabe  zu  seiner  Theorie.  Thatsächlich  war  es  Berzelius  auch 
wohl  mehr  darum  zu  thun,  den  von  ihm  so  oft  beobachteten  Duahsmus 
in  den  chemischen  Verbindungen  durch  die  Analogie  mit  den  beiden 
Elektrizitäten  anschaulich  zu  machen,  als  eine  streng  physikalische 
Erklärung  der  Wirksamkeit  chemischer  Kräfte  zu  liefern. 

Nun  entdeckte  die  auf  blühende  organische  Chemie  zahllose 
chemische  Verbindungen,  bei  denen  die  einseitig  dualistische  Auf- 
fassungsweise vollkommen  versagte,  und  so  entstand  die,  wie  man 
sich  kurz  ausdrückt,  unitarische  Theorie  der  Konstitution  organischer 
Verbindungen,  d.  h.  eine  Valenztheorie,  die  sich  um  jenen  Dualismus 
nicht  kümmert. 

Gegenwärtig  kann  man  wohl  sagen,  dafs  eine  rein  unitarische  Auf- 
fassungsweise der  chemischen  Verbindungen  ebenso  einseitig  wäre,  wie 
die  rein  dualistische  Auffassungsweise  von  Berzelius;  wir  müssen  eben 
aimehmen,  dafs  bei  der  Bildung  chemischer  Verbindungen  sowohl  ein- 
heitlich wirkende  Kräfte  zur  Geltung  kommen,  wie  es  z.  B.  die  von 
Masse  zu  Masse  wirkenden  Newtonschen  Attraktionskififte  sind,  als 
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auch  Kräfte  polarer  Natur  thätig  sind,  wofür  die  elektrischen  Kräfte 
das  deutlichste  Beispiel  liefern. 

Der  von  Berzelius  erkannte  Dualismus  der  chemischen  Ver- 
bindungen läfst  sich  vom  Standpunkte  der  lonentheorie  sehr  einfach 
folgendermafsen  deuten.  Diejenigen  Elemente  oder  Radikale,  welche 
aus  chemischen  Verbindungen  als  positive  Ionen  abgespalten  werden, 
bilden  die  eine  Kategorie;  diejenigen,  welche  als  negative  Ionen  auf- 
treten,  bilden  die  andere  Kategorie  der  Elemente  imd  Radikale.  Es 
sind  also  nicht  die  freien  Elemente  oder  Radikale  elektrisch  geladen, 
wie  Berzelius  annahm,  sondern  nach  der  Vereinigung  von  positiven 
und  negativen  Radikalen  untereinander  vermag  das  Molekül  unter 
geeigneten  Bedingungen  sich  in  Ionen  zu  spalten,  wobei  dann  die 
positiven  Radikale  positiv,  die  negativen  Radikale  negativ  elektrisch 
geladen  sind.  Diese  elektrische  Spaltung  offenbart  sich  am  deutlichsten 
durch  elektrolytische  Leitfähigkeit  und  die  damit  verbundene  Fähigkeit, 
unter  dem  Einflüsse  eines  hinreichend  starken  elektrischen  Zuges  sich 
in  die  freien  Radikale  spalten  zu  lassen,  gleichzeitig  aber  auch,  worauf 
Hittorf  zuerst  hinwies,  in  dem  leichten  chemischen  Austausche  eines 
positiven  gegen  ein  anderes  positives  und  eines  negativen  gegen  ein 
anderes  negatives  Radikal,  oder,  mit  anderen  Worten,  in  der  glatten 
Bildung  und  gegenseitigen  Umsetzimg  von  Salzen;  Hittorf  drückte 
dies  sehr  prägnant  durch  den  einfachen  Satz  aus:  „Elektrolyte  sind 
Salze.“ 

Berzelius  nahm,  wie  schon  bemerkt',  ferner  an,  dafs  der  Grad 
der  Positivität  oder  Negativität,  wenn  ich  mich  kurz  so  ausdrücken 
darf,  durch  die  Stärke  der  elektrischen  Ladung  bestimmt  sei;  seit 
Faraday  weifs  man  im  Gegenteil,  dafs  die  elektrische  Ladimg,  die 
ein  einwertiges  Ion  oder  Radikal  mit  sich  führt,  ganz  unabhängig  von 
der  Natur  und  demgemäfs  auch  von  der  Stärke  dieses  Radikales  ist. 
Das  äufserst  stark  positive  Kaliumion  ist  genau  so  stark  elektrisch 
geladen,  wie  das  sehr  schwach  positive  Süberion,  und  das  Gleiche  gilt 
auch  für  das  äufserst  stark  negative  Fluorion  und  das  sehr  schwach 
negative  Jodion.  Nicht  in  der  Gröfse  der  Ladung  zeigt  sich  der  Grad 
der  Positivität  oder  Negativität,  sondern  in  der  Festigkeit,  mit  der 
diese  Ladung  gebunden  wird.  Dementsprechend  kann,  um  bei  den 
obigen  Beispielen  zu  bleiben,  Jodsilber  bereits  durch  sehr  geringe 
elektromotorische  Kräfte  in  die  freien  Elemente  gespalten  werden, 
während  Fluorkalium  umgekehrt  nur  unter  dem  Einflufs  eines  sehr 
starken  elektrischen  Zuges  in  die  Bestandteile  zerfallen  kann. 

Der  experimentelle  Ausdruck  der  Thatsache,  dafs  die  verschieden- 
sten einwertigen  positiven  oder  negativen  Radikale  gleich  stark  elektrisch 
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geladen  sind,  ist  das  Faradaysche  elektrolytische  Grundgesetz,  wonach 
die  gleiche  Strommenge  aus  den  verschiedensten  Elektrolyten  immer 
chemisch  äquivalente  Mengen  in  Freiheit  setzt.  Da  nach  allem,  was 
wir  darüber  wissen,  das  erwähnte  Gesetz  mit  gröfster  Exaktheit  zntriflfl, 
so  kann  die  Thatsache,  dafs  die  verschiedenartigsten  einwertigen  Ionen 
die  gleiche  Elektrizitätsmenge  binden,  als  sicher  verbürgt  gelten. 

Was  die  mehrwertigen  Ionen  anlangt,  so  findet  man,  dals  die 
zweiwertigen  Elemente  oder  Radikale  genau  doppelt  soviel,  die  drei- 
wertigen genau  dreimal  soviel  Elektrizität  binden,  als  die  ein- 
wertigen u.  8.  w. 

Diese  höchst  merkwürdigen  Thatsachen  lassen  sich  nun  ungemein 
einfach  und  anschaulich  deuten,  wie  schon  Helmholtz  in  seiner 
Faraday-Rede  (1681)  angedeutet  hat.  Wenn  wir  an  der  stofflichen 
Natur  der  Elektrizität  festhalten,  wozu  man,  wie  Helmholtz  ebenda 
betonte,  vollkommen  berechtigt  ist,  — und  ich  glaube  nicht,  dafs  sich 
seitdem  hieran  etwas  geändert  hat  — , so  sind  die  Ionen  eine  Art  von 
chemischer  Verbindung  zwischen  Elementen  und  Radikalen  einerseits 
und  der  Elektrizität  andererseits.  Wenn  nun  ferner,  wie  wir  schon 
sahen,  die  verschiedensten  Elemente  oder  Radikale  immer  sich  nur  mit 
einer  ganz  bestimmten  Quantität  freier  Elektrizität  oder  einem  Multiplum 
davon  verbinden,  so  kann  man  das  am  einfachsten  durch  den  Satz 
ausdrücken:  für  die  Verbindungen  zwichen  gewöhnlicher  Materie  und  der 
Elektrizität  gilt  genau  das  gleiche  chemische  Grundgesetz,  wie  für  die 
Verbindungen  der  gewöhnlichen  chemischen  Substanzen  untereinander, 
nämlich  das  Gesetz  der  konstanten  und  multiplen  Proportionen. 

Erinnern  wir  uns,  dafs  vor  etwa  einem  Jahrhundert  die  Enb 
deckung  jenes  chemischen  Grundgesetzes  Anlafs  zur  Einführung  der 
Atomistik  in  die  exakte  Naturwissenschaft  gab,  und  dafs  bis  auf  den 
heutigen  Tag  dieses  Gesetz  die  sicherste  experimentelle  Unterlage  jeder 
molekulartheoretischen  Betrachtung  geblieben  ist.  Ohne  die  atomistische 
Naturauffassung  ständen  wir  diesem  fundamentalen  Naturgesetze  voUig 
ratlos  gegenüber,  während  es  uns  vom  Standpunkte  der  Atomistik  aus 
geradezu  selbstverständlich  erscheint. 

Genau  so  liegt  die  Sache  offenbar,  wenn  es  sich  um  die  Auffassung 
des  obigen  elektrochemischen  Grundgesetzes  handelt;  denken  wir  uns 
die  elektrischen  Fluida  als  kontinuierlich,  so  bleibt  es  völlig  unerklärlich, 
warum  die  verschiedensten  Elemente  und  Radikale  immer  gerade  eine 
ganz  bestimmte  Elektrizitätsmenge  bilden  oder  gerade  ein  Multiplum 
davon.  Sofort  aber  wird  es  zur  notwendigen  Konsequenz,  wenn  wir 
die  Elektrizität  als  in  einzelne  Atome  von  unveränderlicher  Gröfse  uns 
geteilt  denken. 
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Hierdurch  gelangen  wir  also  sozusagen  zu  einer  chemischen  Theorie 
der  Elektrizität,  die  wir  zum  SchluTs  noch  kurz  betrachten  wollen. 
Aufser  den  bekannten  chemischen  Elementen  hätten  wir  zwei  neue 
anzunehmen,  gebildet  von  den  positiven  und  negativen  Elektronen,  wie 
man  diese  elektrischen  Atome  bezeichnet;  diese  Elemente  sind  chemisch 
einwertig,  d.  h.  die  Valenz  eines  Elementes  kann  durch  ein,  die  eines 
zweiwertigen  Elementes  durch  zwei  Elektronen  gesättigt  werden 
u.  s.  w.  Das  Atomgewicht  dieser  Elektronen  kann  für  die  Zwecke 
der  Chemie  als  verschwindend  klein  angesehen  werden.  Forschungen 
auf  ganz  anderen  Gebieten,  die  in  erster  Linie  das  Studium  der 
Eathodenstrahlen  betrafen,  und  worüber  Herr  Dr.  Kaufmann,  ein  sehr 
erfolgreicher  Bearbeiter  dieses  Gebietes,  am  letzten  Mittwoch  von  dieser 
Stelle  aus  berichtet  hat,  haben  es  übrigens  wahrscheinlich  gemacht, 
dafs  das  Atomgewicht  der  negativen  Elektronen  etwa  des  Atom- 
gewichts des  Wasserstoffs  ist.  Freilich  ist  die  Frage  noch  offen,  ob 
es  sich  hier  um  eine  wirkliche  Masse  im  gewöhnlichen  Sinne  handelt. 
Jedenfalls  aber  ist  diese  Gröfse  in  der  That  bei  chemischen  Arbeiten 
verschwindend,  insofern  als  etwaige  durch  die  negativen  Elektronen 
bedingte  Gewichts  Veränderungen  innerhalb  der  unvermeidlichen  Fehler 
auch  der  genauesten  bisherigen  chemischen  Analysen  liegen.  Ob  die 
positiven  Elektronen,  wie  nicht  unwahrscheinlich,  das  gleiche  Atom- 
gewicht haben,  wissen  wir  nicht,  weil  man  in  diesen  die  den  Kathoden- 
strahlen entsprechende  Erscheinimg  noch  nicht  aufgefunden  hat.  Die 
Eigentümlichkeiten,  welche  diesen  beiden  Elementen  zwischen  allen 
anderen  eine  ganz  entschiedene  Ausnahmestelle  verleihen,  sind  die  von 
ihnen  ausgehenden  eigenartigen  Kraftwirkungen,  die  von  der  Newton- 
Bchen  Attraktion  der  gewöhnlichen  Elemente  und  Verbindungen  so 
vollkommen  verschieden  sind.  Die  Behandlung  dieser  Kräfte  bildet 
eben  den  physikalischen  Teil  der  Elektrizitätslehre,  die  seit  Coulomb 
und  Ampere  mit  der  Erforschung  der  Gesetze  jener  Kräfte  sich 
beschäftigt  hat.  Dasjenige,  was  für  die  Chemie  in  Betracht  kommt, 
nämlich  die  elektrolytische  Leitung,  die  elektrolytische  Zersetzung  und 
die  galvanische  Stromerzeugung  habe  ich  in  dem  ersten  Teile  meines 
Vortrages  besprochen,  und  wir  haben  dabei  konstatiert,  dafs  sich  diese 
Erscheinungen  in  der  That  aus  den  elektrischen  Grundgesetzen  heraus 
anschaulich  deuten  lassen. 

Wenn  man  fragt,  warum  denn  diese  beiden  Elemente  von  polar 
entgegengesetztem  Charakter  eine  solche  Ausnahmestellung  im  Ver- 
gleich zu  allen  übrigen  einnehmen,  so  kann  man  diese  Frage  allerdings 
mit  gleichem  Recht  aufwerfen,  aber  ebensowenig  beantworten,  wie  die: 
warum  ist  das  Chlor  gerade  das  Chlor,  warum  hat  das  Natrium  gerade 
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die  Eigenschaften  des  Natriums  ii.  s.  w.  Die  Eigenschaften  der  Elen; 
können  wir  zur  Zeit  eben  nicht  ableiten,  wir  müssen  sie  eil i)* 
nehmen,  wie  sie  sind.  — Übrigens  erinnert  das  gegenseitige  Verba 
der  positiven  und  negativen  Elektronen  ein  wenig,  aber  auch  nui  rvT** 
wenig,  an  das  Verhältnis  zwischen  zwei  optischen  Isomeren.  x*£^*|*' 
Die  Ionen  sind,  wie  schon  bemerkt,  als  chemische  Verbindu  Czl*z 
zwischen  gewöhnlichen  Atomen  und  Radikalen  und  den  Elektr  t*  \l} 


aufzufassen,  und  zwar  sind 
Wenn  wir  nämlich  etwa  im  Chlomatrium 


es  gesättigte  chemische  Verbindui  j 'jj; 

hlomatrium  das  Natriumatom  durcl  ’ü; 
negatives  Elektron  substituieren,  so  bekommen  wir  das  neg<f: 
Chlorion;  wenn  wir  das  Chloratom  durch,  das  positiv  geladene  Eie’ •*  * *’ 
ersetzen,  so  bekommen  wir  das  positive  Natriumion.  Man  sieht  | 

dafs  die  Ionen  sich  vollständig  in  das  Schema  der  Substitutionstl 
einordnen,  sobald  wir  die  atomistische  Auffassung  der  Elektrizität  zu 
Hilfe  nehmen.  Gleichzeitig  wird  auch  der  gewaltige  Unterschied 
zwischen  freiem  Chlor  und  dem  Chlorion,  zwischen  freiem  Natrium 
und  dem  Natriumion  offenbar;  denn  genau  so,  wie  das  physikalische 
Verhalten  des  freien  Chlors  und  des  freien  Natriums  ganz  anders  isi 
als  wenn  diese  Elemente  in  einer  chemischen  Verbindung,  wie  etwa 
Chlomatrium,  vorhanden  sind,  so  wird  ihr  Verhalten  durchgreifend 
durch  die  Verbindung  mit  den  elektrischen  Elementaratomen,  d.  h.  durch 
den  Übergang  in  den  lonenzustand,  geändert. 

Dafs  sich  übrigens  die  Ionen  in  der  That  wie  gesättigte  Ver- 
bindungen verhalten,  geht  unter  anderem  auch  aus  folgender  Thatsache 
hervor.  Aufser  den  chemischen  Verbindimgen,  die  sich  dem  Schema 
der  Valenztheorie  unterordnen,  giebt  es  auch  sogenannte  Molekül- 
verbindungen; um  hierfür  ein  Beispiel  zu  nennen,  so  vermag  das 
Platinchlorid  sechs  Ammoniakmoleküle  zu  addieren.  Es  ist  nun  sehr 
bemerkenswert,  dafs  die  Ammoniakraoleküle  durch  Ionen  ersetzbar  smd, 
wie  die  Forschimgen  von  Werner  gezeigt  haben,  und  dafs  also  auch 
die  Ionen  in  der  Art  und  Weise,  Molekülverbindungen  zu  bilden,  sich 
vollkommen  den  gewöhnlichen  gesättigten  Verbindungen  an  die  Seite 
stellen. 

Es  liegt  nun  die  Frage  nahe,  ob  sich  die  Substitution  im  Chlor- 
natrium nicht  noch  einen  Schritt  weiter  führen,  d.  h.  ob  sich  nicht 
gleichzeitig  das  Natriumatom  und  das  Chloratom  durch  ein  negatives 
und  ein  positives  Elektron  substituieren  läfst;  das  Resultat  dieser 
Substitution  wäre  also  eine  Verbindung  aus  einem  positiven  und  einem 
negativen  Elektron.  Wir  hätten  so  ein  elektrisch  masseloses,  neutrales 
oder  wenigstens  .so  gut  wie  masseloses  Molekül.  ITber  diese  Ver- 
bindung und  über  die  Rolle,  die  sie  vielleicht  in  chemischen  und 


Digltized  by  Google 


- - 9 e 

»t  S 0 _ 

fl*  ;“'s5 

2=5  '«»*sj  *•: 


«r<  2 


fiiie  Bedeutung  elektrischer  Methoden  und  Theorien  für  die  Chemie.  183 


2* 


jishP; 

0 • Zb  7 2 C 


-ä'®  --ZicS  * 

lll 

*?•  ! C 

’ - - • ' 3 2 

; z ; • 3 * 

3 ■ ? 3 3 !»• 

in  • : * 

7-  3-  S 

-3  n - ä 
* . 1*7 


Miemischen  Prozessen  spielt,  wissen  wir  noch  nichts  Bestimmtes. 
• diese  Verbindungen  wirklich  existieren,  und  sollte  es  uns 
>1,  ein  Reagenz  darauf  zu  finden,  um  mich  der  chemischen  Aus- 
weise zu  bedienen,  so  würde  sich  uns  vielleicht  eine  neue  Welt 
jcheinungen  erschliefsen;  die  Vennutimg  scheint  mir  jetzt  schon 
osbar,  dafs  im  Verhalten  des  LichtUthers,  jenes  bis  heute  noch 
Riypothetischen  Agens,  diese  Molekülgattung  eine  Rolle  spielt, 
•f  Grund  dieser  Anschauung  können  wir  uns  nun  bald  ein 
flild  über  das  Verhältnis  von  dualistischer  zu  unitarischer  An- 
;gsweise  verschaffen.  Die  verschiedenen  Elemente  (bez.  Radikale) 
zu  den  positiven  imd  negativen  Elektronen  verschiedene  chemische 
diejenigen  Elemente,  die  zum  positiven  Elektron  eine  aus- 
lene  Verwandtschaft  zeigen,  bilden  die  positive  Gnippe  von 
Elementen;  entsprechend  besitzen  die  negativen  Elemente  eine  Ver- 
wandtschaft zum  negativen  Elektron.  Aufserdem  besitzen  die  ver- 
schiedenen Elemente  untereinander  eine  chemische  Affinität,  die  nicht 
polaren  Charakters  ist.  Dementsprechend  können,  ohne  dafs  die  Elek- 
tronen eine  Rolle  spielen,  zwei  Atome  eines  Elementes  eine  feste 
chemische  Verbindung  eingehen;  ich  erinnere  nur  an  die  Festigkeit, 
mit  der  sich  zwei  Wasserstoffatome  oder  zwei  Stickstoffatome  unter- 
einander zii  einem  Molekül  vereinigen.  Dasselbe  gilt  von  vielen  Ver- 
bindungen der  Metalloide  untereinander,  wie  Chlorjod,  Schwefelphosphor 
u.  8.  w.  Ebenso  vermögen  die  Metalle  untereinander  zahlreiche  Ver- 
bindungen einzugehen,  bei  denen  wir  ebenfalls  gar  keinen  Anlafs 
haben,  auf  eine  Beteiligimg  von  Elektronen  zu  schliefsen.  Der  Kohlen- 
stoff insbesondere,  der  einen  Übergang  zwischen  den  ausgesprochen 
positiven  und  den  ausgesprochen  negativen  Elementen  bildet,  vermag 
mit  beiden  Kategorien  von  Elementen  zu  reagieren,  und  da  auch  hier 
die  Elektronen  aus  dem  Spiele  zu  bleiben  scheinen,  so  wird  die  Möglich- 
keit einer  rein  imitarischen  Auffassungsweise  bei  den  Kohlenstoffver- 
bindungen verständlich. 

Sobald  aber  ein  positives  und  ein  negatives  Element  miteinander 
reagieren,  tritt  die  Fähigkeit  der  lonenspaltiing  auf,  d.  h.  mit  diesem 
chemischen  Prozesse  ist  eine  Addition  oder  Aufspaltung  eines  masse- 
losen elektrisch  neutralen  Moleküls  verbunden;  es  scheint  mir  sehr 
bemerkenswert,  dafs  diese  Vorgänge  mit  einer  viel  durchgreifenderen 
Veränderung  des  gesamten  Verhaltens  verbunden  sind,  als  diejenigen, 
bei  denen  eine  Mitwirkung  der  Elektronen  nicht  stattzufinden  scheint; 
denn  während  die  Verbindungen  der  Metalle  untereinander  deutlich 
metallischen  Charakter  bewahren  und  die  Verbindungen  zwischen 
Metalloiden  ebenfalls  deutlich  an  das  Verhalten  ihrer  Bestandteile 
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erinnern,  entsteht  offenbar  etwas  ganz  Neues  und  Eigenartiges,  wenn 
ein  Metall  mit  einem  Metalloide  reagiert.  Eine  Substanz  wie  Chlor- 
natrium,  weist  gegen  ihre  Komponenten  die  denkbar  grofsten  Ver- 
schiedenheiten auf,  wie  auch  bei  der  Bildung  solcher  Verbindungen 
offenbar  ganz  besonders  mächtige  chemische  Kräfte  mitwirken. 

Natürlich  scheint  es  nicht  unmöglich,  dafs  auch  bei  den  nicht 
polaren  Wechselwirkungen  elektrische  Kräfte  im  Hintergründe  sich 
befinden,  wie  man  ja  auch  jetzt  schon  vielfach  hofft,  die  Newtonsche 
Attraktion  ähnlich  wie  es  mit  der  Optik  gelang,  auf  elektrische 
Phänomene  zurückführen  zu  können.  Das  ist  aber  doch  lediglich  Sache 
der  Zukunft;  zur  Zeit  wird  man  gut  daran  thun,  die  Krafte  polarer 
Natm-  sorgfältig  von  den  unitarischen  zu  trennen. 

Das  hier  dargelegte  Schema  läfst  die  Möglichkeit  vorhersehen, 
dafs  ein  Element  oder  Radikal  mit  einem  positiven  oder  negatiren 
Elektron  zu  reagieren  vermag,  ohne  dafs  gleichzeitig  ein  anderes 
Element  von  entgegengesetzt  polarem  Charakter  sich  des  frei- 
gewordenen Elektrons  bemächtigt.  Wenn  dies  geschähe,  so  würde 
das  freie  Elektron  in  Analogie  zu  den  gewöhnlichen  chemischen  Pro- 
zessen mit  einem  bestimmten  Dissoziationsdruck  in  Freiheit  gesetzt 
werden,  der  sich  in  der  lebendigen  Kraft  des  fortgeschleuderten  freien 
Elektrons  äufsem  würde.  Vielleicht  verdanken  die  Becquerelstrahlen 
einem  solchen  chemischen  Prozesse  ihre  Entstehung;  da  man  auch  hier 
bisher  nur  das  Auftreten  freier  negativer  Elektronen  beobachtet  hat, 
so  gewinnt  es  überhaupt  den  Anschein,  als  ob  die  positiven  Elektronen 
viel  schwieriger  zu  isolieren,  d.  h.  viel  fester  von  den  Elementen 
metallischer  Natur  gebunden  seien,  als  die  negativen  Elektronen  von 
den  Metalloiden. 
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Adolf  Kneser,  Lehrbuch  der  Variatiousreohuung.  Braunschweig, 
Friedrich  Vieweg  und  Sohn.  19CK).  XVI  u.  312  S.  8®. 

Die  Variationsrechnung  hat  eine  eigenartige  Geschichte.  Unternimmt 
man  es,  das  Interesse  der  Mathematiker  für  diese  Disciplin  festzustellen,  indem 
man  die  darauf  bezüglichen  Abhandhmgen  und  Werke  Jahr  für  Jahr  ab- 
zählt, so  ergeben  sich  auffallende  Verschiedenheiten.  Drei  scharf  hervor- 
tretende Maxima  fallen  zunächst  auf,  die  etwa  zu  den  Jahren  1700,  1740, 
1765  gehören;  ihnen  entsprechen  die  Namen  Jac.  und  Job.  Bernoulli, 
Euler,  Lagrange  und  die  Stufen  der  Entwicklung  von  der  Stellung  und 
Lösung  besonderer  Aufgaben  bis  zur  Auffindung  allgemeiner  Methoden  und 
der  Schaffung  eines  besonderen  Algorithmus.  Der  ersten  Blütezeit  folgt 
im  Abstande  von  etwa  70  Jahren  eine  zweite:  mit  Anfang  der  dreifsiger 
Jahre  des  neunzehnten  Jahrhundei*ts  beginnt  die  Häufigkeitskurve  wieder 
zu  steigen  und  bleibt  von  1835  bis  1855  auf  einer  erheblichen  Höhe. 
Einmal  erfahrt  die  Aufgabe  der  Variationsrechnung  Erweiterungen,  teils 
von  geometrischer  Seite  durch  Steiners  noch  lange  nicht  genug  gewürdigte 
Arbeiten,  teils  von  analytischer,  indem  nach  dem  Vorgänge  von  Gaufs 
doppelte  und  mehrfache  Integrale  in  den  Kreis  der  Betrachtung  gezogen 
wurden.  Dann  aber  wird  die  durch  Ansätze  von  Legendre  (1786)  und 
Lagrange  (1801)  begonnene  Kritik  der  Variationsrechnung  durch  Jacob  i 
fortgesetzt,  dessen  Untersuchungen  über  die  zweite  Variation  bis  in  die 
neueste  Zeit  hinein  ihre  Fruchtbarkeit  bewiesen  haben. 

Etwa  seit  1875  beginnt  ein  neues  Steigen  der  Kurve,  und  in  dem 
Gebiete  dieses  Maximums  befinden  wir  uns  noch  gegenwärtig.  Die  Weier - 
strafssche  Schule  hat  hier  einen  hervorragenden  Anteil;  es  handelt  sich 
darum,  die  Theorie  von  Grund  aus  neu  aufzubauen,  sodafs  den  Forderungen 
der  „Weierstrafsschen  Strenge“  genügt  wird.  Was  Weierstrafs  selbst 
betrifft,  so  sind  wir  auf  die  Abhandlungen  einiger  seiner  Schüler  an- 
gewiesen, die,  wie  Herr  Kneser  sich  ausdrückt,  „zwar  in  erster  Linie  den 
eigenen  Untersuchungen  der  Verfasser  gewidmet  sind,  aber  auch  in  modi- 
fizierter und  verallgemeinerter  Weise  alle  wesentlichen,  auf  unsem  Gegen- 
stand bezüglichen  Ideen  von  Weierstrafs  enthalten“. 

Da  Herr  Kneser  für  die  Encyklopädie  der  mathematischen  Wissen- 
schaften einen  Bericht  über  die  Variationsrechnung  liefern  wird^),  will  er  in 
seinem  Lehrbuche  unter  Verzicht  auf  eingehende  historische  Angaben  und  die 


1)  Der  Bericht  ist  bereits  gedruckt,  nur  noch  nicht  ausgegeben. 

Die  Red. 
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Erörterung  von  Prioritätsfragen  einen  Abrifs  dieser  Disziplin  geben,  so  wie 
er  auf  dem  gegenwärtigen  Standpunkt  der  Entwicklung  gegeben  werden 
kann.  Eine  solche  nach  einheitlichem  Plane  erfolgende,  auf  einheitlichen 
Grundsätzen  beruhende  Darstellung  zu  liefern,  war  keine  leichte  Aufgabe; 
denn  wenn  auch  die  Art  der  Durchführung  und  die  Zielpunkte  der  ünt€^ 
suchung  von  vornherein  feststanden,  so  galt  es  doch,  sich  durch  ein  Ge- 
strüpp dornenvoller  Untersuchungen  den  Weg  zu  bahnen,  und  der  eigenen 
Thätigkeit  des  Verfassers  blieb  vieles  überlassen.  Deshalb  ist,  was  er  ge- 
leistet hat,  weit  mehr  als  ein  Lehrbuch  im  gewöhnlichen  Sinne  des  Wortes, 
es  ist,  wie  die  folgende  Übersicht  über  den  Inhalt  des  Werkes  zeigen  wird, 
zugleich  ein  Beitrag  zur  Fortbildung  der  Variationsrechnung,  der  von 
bleibendem  Wert  sein  wird;  einen  Beweis  hierfür  bildet  die  Thatsache,  dafs 
bereits,  dadurch  angeregt,  andere  Autoren  weitergehende  Untersuchungen 
angestellt  haben. 

Nachdem  in  dem  ersten  Abschnitt  (S.  1 — 19)  Begriff  und  Grundregeln 
der  Variationsrechnung  behandelt  worden  sind,  werden  in  dem  zweiten 
(S.  20 — 42)  noticendige  Bedingungen  dafür  aufgestellt,  dafs  ein  Integral 

6 

J r(.r,  y,g')dx  (.»'  = “) 


ein  Extremum  ist.  Herr  Kneser  bedient  sich  dabei  einiger  neuer  termini 
technici,  die  sich  in  einer  vom  Ref.  an  der  Universität  Kiel  gehaltenen,  mit 
Übungen  verbimdenen  Vorlesung  sehr  gut  bewährt  haben  und  allgemeine 
Einführung  verdienen.  Die  Kurven,  die  der  Differentialgleichung 


^ (H\ 

dxKcyl 


genügen,  bezeichnet  er  als  die  zu  dem  Integrale  J gehörenden  Extremden 
(S.  24).  Soll  ferner  J unter  der  Bedingung  ein  Extremum  sein,  dafs  der 
Endpunkt  der  Extremale  auf  einer  gegebenen  Kurve  liegt,  so  sagt  er,  dafs 
die  Extremale  zu  der  Kurve  transversal  liege  (S.  32). 

In  dem  dritten,  umfangreichsten  Abschnitt  (S.  43 — 116),  der  den 
Mittelpunkt  des  Buches  bildet,  werden  hinreichende  Bedingungen  des  Ex- 
tremums von  J entwickelt.  Auch  hier  finden  sich  glücklich  gewählte  Aus- 
drücke, so  die  folgenden  Bezeichnungen,  deren  Bedeutung  leicht  ersichtlich 
ist:  Feld  eines  Bogens  (S.  44),  weitere  und  engere  Nachbarschaft,  starkes 
und  schwaches  Extremum  (S.  54),  ordentliches  und  aufscrordentliches  Irr- 
schwinden  des  Weierstrafsschen  Ausdruckes  8 (S.  78),  extremaler  Brenh- 
pttnJd,  cxtremal  konjugierte  Punkte  (S.  89),  Normahariation  (S.  9l).  I n* 
zweckmäfsig  erscheint  es  dagegen,  dafs  von  einer  „Legendresclien  Be- 
dingung“ bei  einem  starken  Extremum  gesprochen  wird  (S.  60);  wer  die 
Litteratur  über  den  Gegenstand  nicht  kennt,  wird  daraus  entnehmen,  dafs 
Logendre  diese  Bedingung  aufgestellt  habe,  während  er  doch  nur  das 


1)  Über  das  Verhältnis  der  Untersuchungen  von  Herrn  Kneser  zu  denen 
von  Herrn  Hilbert  vergleiche  man  dessen  Bemerkiingen  in  dem  Abdruck  sem« 
Vortrages  „Mathematische  Probleme“  (dieses  Archiv  (3)  1,  231 — 236). 

Zusatz  Oktober  lUOl. 
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schwache  Extremum  behandelt  hat;  statt  Jacobische  und  Legendresche 
Bedingung  würde  es  vielleicht  besser  heifsen:  Stetigkeits-  und  Vorzeichen - 
bedingung. 

Der  Aufgabe,  dafs  J ein  Extremum  sein  soll,  während  gleichzeitig  ein 
zweites  Integral  K derselben  Art  einen  gegebenen  Wert  hat,  ist  der  vierte 
Abschnitt  (8.  117 — 170)  gewidmet.  Es  folgen  Verallgemeinerungen  der 
vorhergehenden  Untersuchungen,  Wälnend  die  Kurven,  die  ein  Extremum 
liefern  sollen , ursprünglich  als  stetig  gekrümmt  vorausgesetzt  wurden, 
werden  im  Abschnitt  5 (S.  171 — 192)  auch  diskontinuierliche  Lösungen 
zugelassen,  ohne  dafs  freilich  dieser  schwierige  Gegenstand,  dem  besonders 
Steiner  und  Weierstrafs  ihre  Aufmerksamkeit  zugewandt  haben,  er- 
schöpfend behandelt  würde.  Im  sechsten  Abschnitt  (S.  193 — 226)  wird 
angenommen,  dafs  die  Funktion  unter  dem  Integralzeichen  Ableitungen  be- 
liebig hoher  Ordnung  enthält;  die  scharfsinnigen  Untersuchungen  des  Herrn 
Zermelo  waren  hier  eine  wichtige  Vorarbeit.  Schliefslich  wird  auch  der 
Begriflf  des  Integrals  verallgemeinert,  indem  im  siebenten  Abschnitte 
(S.  227 — 262)  an  die  Stelle  der  Quadratur  das  Integral  eines  Systems 
gewöhnlicher  Differentialgleichungen  tritt.  Endlich  geschieht  auch  der 
Übergang  zu  Funktionen  von  mehreren  Veränderlichen.  Ohne  sich  in  leere 
Allgemeinheiten  zu  verlieren,  beschränkt  sich  Herr  Kn  es  er  darauf  (Ab- 
schnitt 8,  S.  263 — 306),  die  Untersuchung  für  den  Fall  eines  Doppel- 
mtegrals  durchzuführen,  auf  den  Herr  Kobb  die  Weierstrafssche  Theorie 
ausgedehnt  hatte. 

Es  folgt  noch  ein  ausführliches  Litteraturverzeichnis  (S.  307 — 311); 
sehr  nützlich  ist  auch,  dafs  auf  S.  XV  alle  die  Paragraphen  zuSEunmen- 
gestellt  sind,  in  denen  die  15  von  Herrn  Kneser  ausgewählten  Aufgaben 
behandelt  werden.  Mit  Recht  hat  er  auf  die  eingehende  Diskussion  von 
Aufgaben  grofse  Sorgfalt  verwandt.  Geistreich  gestellten,  geistreich  ge- 
lösten Aufgaben  verdankt  ja  die  Variationsrechnung  ihren  Ursprung,  und 
die  Vertiefung  in  besondere  Probleme  ist  auch  später  der  Antrieb  zu 
weiteren  Fortschritten  gewesen  und  wird  es  in  Zukunft  bleiben;  denn  zu 
allen  Zeiten  wird  die  von  Leibniz  am  höchsten  gestellte  ars  inveniendi  des 
Mathematikers  besonders  in  der  Stellung  schöner  Aufgaben  in  Erscheinung 
treten. 

Reichhaltigkeit  des  Inhalts  und  eine  den  Forderungen  moderner  Strenge 
entsprechende  Behandlung  des  Stoffes  sind  grofse  Vorzüge  des  Kneser  sehen 
Werkes.  Bei  einem  Lehrbuche  darf  man  jedoch  auch  noch  andere  For- 
derungen stellen.  Vor  allem  soll  die  Darstellung  den  Bedürfnissen  der 
Lernenden  entsprechen.  Dieses  Ziel  zu  erreichen  ist  im  Laufe  der  Jahre 
immer  schwerer  geworden,  denn  unbedingte  Strenge  und  leichte  Verständlich- 
keit stehen  in  einem  gewissen  Gegensatz  zu  einander;  Strenge  verlangt 
häuhg  lange  Entwicklungen,  deren  Zweck  nicht  immittelbar  einleuchtet, 
Dafs  diese  Schwierigkeit  überwunden  werden  kann,  zeigt,  um  einige  Bei- 
spiele herauszugreifen,  Picards  glänzend  geschriebener  Traite  d’Analyse, 
es  zeigen  die  Bände,  in  denen  Engel  und  Scheffers  die  tiefgründigen 
Ideen  von  Sophus  Lie  dargelegt  haben. 

Worin  besteht  nun  diese  Kunst  der  Darstellung?  Von  wesentlicher 
Bedeutung  ist  wohl,  dafs  der  Autor  es  versteht,  die  dem  Stoffe  immanente 
Gliederung  dem  Leser  zum  klaren  Bewufstsein  zu  bringen.  Das  geschieht,  um 
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einige  elementare  Regeln  anznitihren,  indem  umfangreichen  Untersuchungen  ein 
Plan  ihrer  Durchführung  vorausgeschickt,  indem  bei  den  einzelnen  Stadien  der 
Durchführung  angegeben  wird,  was  erreicht  ist,  und  was  zu  thun  noch  übrig 
bleibt,  indem  die  bewiesenen  Lehrsfitze  und  Theoreme  jedesmal  ausdrücklich 
formuliert  imd  womöglich  durch  besondere  Typen  hervorgehoben  werden. 
Dazu  kommt  dann  die  geschickte  Anordnung  des  Stoffes,  für  die  sich  keine 
bestimmten  Regeln  geben  lassen. 

Das  Gegenteil  hiervon  ist  eine  Darstellung,  bei  der  der  Leser  ohne 
Ruhepause  weitergeführt  wird,  ohne  dafs  er  weifs,  wohin  der  Weg  geht 
und  wo  er  sich  gerade  befindet,  bei  der  er  sich  dem  Autor  als  Führer 
blindlings  anvertrauen  mufs,  der  ihm  zuruft:  „Allez  en  avant,  la  foi  vous 
viendra“.  Lobatschefskijs  Schriften  sind  ein  Beispiel.  Von  ihnen  hat 
Gaufs  gesagt,  dafs  sie  einem  verworrenen  Walde  gleichen,  durch  den  es, 
ohne  alle  Bfiume  erst  einzeln  kennen  gelernt  zu  haben,  schwer  ist,  den 
Durchgang  und  die  Übersicht  zu  finden.  In  vortrefflicher  Weise  kennzeichnet 
Gaufs  hierdurch  die  Schwierigkeiten,  die  der  Leser  zu  überwinden  hat 
wenn  er  sich  auf  einen  Standpunkt  erheben  will,  von  dem  aus  er  die  dar- 
gestellte Theorie  in  der  Gesamtheit  ihrer  Verzweigungen  umfassen  and 
erkennen  kann,  welche  Bedeutung  ihr  in  dem  System  der  Mathematik  zu- 
kommt. 

Es  genüge  zu  sagen,  dafs  die  Forderungen,  die  Herr  Kneser  an 
diejenigen  stellt,  die  sich  nicht  blofs  die  Handhabung  eines  Formelapparates 
aneignen,  sondern  den  Geist  der  Variationsrechnung  erfassen  wollen,  recht 
erheblich  sind.  Dazu  kommt  noch,  dafs  der  Lernende  nicht  schrittweise 
vom  Leichteren  zum  Schwereren  geführt  wird,  sondern  dafs  er  sich  die 
Theorie  sofort  in  der  Allgemeinheit  und  Abstraktheit  aneignen  soll,  die  im 
Laufe  der  Entwicklung  allmfihlich  erreicht  worden  ist.  Es  ist  gewifs  für 
eine  strenge  Behandlung  des  Extremums  eines  Integrales 

a 

unbedingt  erforderlich,  x und  y als  Funktionen  eines  Parameters  t anzusehen. 
Im  Grunde  bedeutet  das  aber,  dafs  man  Integrale  der  Form 

a 

betrachtet,  bei  denen  y und  z eindeutige  Funktionen  von  x sind.  Vom 
pfidagogischen  Standpunkte  aus  wird  es  sich  aber  empfehlen,  den  Kmsns 
der  Variationsrechnung  mit  Aufgaben  zu  beginnen,  bei  denen  nach  der 
Natur  der  Aufgabe  die  Ordinate  als  eindeutige  Funktion  der  Abscisse  an- 
zunehmen ist,  und  erst  auf  Grund  der  hierbei  gewonnenen  Einsicht  die 
Diskussion  des  allgemeinen  Problems  vorzunehmen.  Ebenso  läfst  die  An- 
ordnung des  Stoffes  im  dritten  Abschnitt  zu  wünschen  übrig,  dessen  centrale 
Bedeutung  bereits  hervorgehoben  wurde.  In  ihm  werden  zunfichst  unter  gewissen 
Voraussetzungen  imd  Beschränkungen  hinreichende  Bedingungen  des  starken 
und  schwachen  Extremums  von  J entwickelt,  und  erst  hinterher  erfthrt 
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der  Leser,  warum  jene  Voraussetzungen  berechtigt  und  jene  Beschränkungen 
erforderlich  waren.  Eine  Darstellung,  bei  der  das  Ziel  des  Abschnittes: 
die  Aufstellung  hinreichender  Bedingungen  auch  den  Schlufs  der  Unter- 
suchung bildete,  wäre  vorzuziehen;  freilich  müiste  dann  in  einer  Einleitung 
der  Plan  der  Untersuchung  dargelegt  werden. 

Man  könnte  gegen  diese  Ausstellungen  einwenden,  dafs  alles  das 
was  im  Vorhergehenden  angeführt  worden  ist,  nur  die  Schale  betrifft, 
dafs  aber  der  Kern  des  Kn  es  er  sehen  Werkes  vortrefflich  ist,  dafs  es  auf 
solider  und  gewissenhafter  Arbeit  beruht,  und  dafs  der  Leser,  der  die 
Geduld  und  Ausdauer  hat,  dem  Verfasser  bis  ans  Ende  zu  folgen,  ftir 
seine  Mühe  reich  belohnt  wird.  Die  Entscheidung  mögen  die  Leser  treffen, 
denen  vor  allem  zu  raten  ist,  dafs  sie  sich  nicht  etwa  durch  den  ersten 
Abschnitt:  Begriff  und  Grundregeln  der  Variationsrechnung  abschrecken 
lassen,  der  weitaus  der  schwächste  ist.  Es  sei  gestattet,  hierauf  zum  Schlufs 
noch  mit  einigen  Worten  einzugehen.  , 

Aufgabe  des  ersten  Abschnittes  hätte  es  sein  sollen,  den  Begriff 
der  Variationsrechnung  in  voller  Allgemeinheit  und  mit  der  für  solche 
grundlegenden  Auseinandersetzungen  erforderlichen  Schärfe  des  Ausdrucks 
zu  entwickeln  und  den  Übergang  zu  den  in  den  folgenden  Abschnitten 
durchgeführten  Untersuchungen  dadurch  zu  bewirken,  dafs  dargelegt  wurde, 
warum  dabei  gewisse  einschränkende  Annahmen  gemacht  werden  müssen 
und  was  zu  leisten  übrig  bleibt,  wenn  man  sich  von  diesen  befreien  will. 

An  Stelle  davon  giebt  der  erste  Abschnitt  eine  durch  kein  inneres 
Band  verknüpfte  Zusammenstellung  von  Definitionen  und  Bezeichnungen,  die 
im  Folgenden  gebraucht  werden,  und  während  sonst  eine  erfreuliche  Prä- 
cision  des  Ausdrucks  herrscht,  ist  hier  das  Gegenteil  zu  konstatieren.  So 
heifst  es  z.  B.  S.  3 — 4:  „Sieht  man  Sx,  6y  und  ihre  ersten  Ableitungen 
als  kleine  Gröfsen  an  und  macht  die  entsprechenden  Vernachlässigungen, 
so  gehe  Au  in  du  über.“  Hier  hätte  gesagt  werden  müssen,  dafs  es  eine 
Einschränkung  für  dx  und  Sy  bedeutet,  wenn  man  ihre  ersten  Ableitungen 
als  kleine  Gröfsen  derselben  Ordnung  ansiebt.  Bedenklich  ist  ferner,  weil  es 
den  Lernenden  leicht  verwirrt,  dafs  hier,  wie  an  mehreren  anderen  Stellen  des 
ersten  Abschnittes,  von  Vernachlässigungen  die  Rede  ist.  Der  Mathematiker 
hat  niemals  das  Recht  etwas  zu  vernachlässigen,  und  wenn  man  bei  einer 
Reihenentwicklung  das  Aggregat  der  Glieder  erster  Dimension  mit  einem 
besonderen  Namen  oder  Buchstaben  belegt,  so  ist  das  keine  Vernachlässigung. 
Noch  bedenklicher  ist,  dafs  „da:  und  Sy  als  kleine  Gröfsen  angesehen 
werden“.  Ja  es  heifst  sogar  (S.  1):  „Die  Gröfse  dy  = cp{x  dx)  — tp{x) 
ist,  wenn  dx  klein  ist,  das  Differential  von  j/“.  Das  ist  zum  mindesten 
eine  Definition  des  Differentials,  die  von  der  üblichen  abweicht,  nach  der 
Differentiale,  wenn  man  ihnen  überhaupt  selbständige  Existenz  zubilligen 
will,  gegen  Null  konvergierende  Inkremente  der  Veränderlichen  sind  (vergl. 
Encyklopädie  der  mathematischen  Wissenschaften,  Bd.  II.  S.  69). 

Kiel.  Paul  Stäckel. 
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Bemerkimgeii  zur  Entgegnung  des  Herrn  Föppl.^) 

Diese  Entgegnung  giebt  mir,  zu  meinem  Bedauern,  keine  Veranlassung, 
irgend  eine  der  in  meiner  Besprechung  vorgetragenen  Bemängelungen  zd 
modifizieren.  Nur  einige  Bemerkungen  der  Entgegnung,  welche  den  that- 
sächlichen  Verhältnissen  nicht  entsprechen,  mögen  einer  näheren  Beleuchtung 
unterworfen  werden. 

Den  Satz  von  Castigliano  über  die  Diflferentialquotienten  der  Defor- 
mationsarbeit habe  ich  in  der  Besprechung  nach  der  zitierten  Übersetzung 
des  Originals,  wo  er  sich  auf  den  Seiten  18  und  42  befindet,  dem  Wort- 
laut nach  angegeben.  Unter  „äufseren  Kräften^^  versteht  in  diesem  Satz 
Castigliano  diejenigen  in  den  Systempunkten  angreifenden  Kräfte,  welchen, 
an  den  Systempunkten  selbst,  die  Spannungeti  das  Gleichgewicht  halten. 
Auch  sagt  er  (Seite  8),  dafs  ein  System,  welches  nach  der  Deformation  ais 
%tarr  betrachtet  wird,  unter  dem  Einflufs  der  äufseren  Kräfte  im  Gleichyeuidit 
ist.  Bei  Castigliano  sind  daher  sämtliche  Stützkräfte  (Auflagerkräfte) 
äufsere  Kräfte. 

Herr  Föppl  erklärt,  dafs  die  Auflagerreaktionen  y,nidtt  zu  den  äufseren 
Kräften  gerechnet  werden  können“. 

Castigliano  beherrschte  die  Statik  so  hinreichend,  dafs  er  wufste, 
dafs  beim  Weglassen  der  Auflagerreactionen  (oder  einzelner  derselben),  die 
nach  Herrn  Föppl  übrig  bleibenden  äufseren  Kräfte,  an  dem  als  starr  be- 
trachteten Körper  7Ücht  Gleichgewicht  hervorrufen. 

Hiernach  glaube  ich,  auf  die  weiteren  Ausführungen  des  Herrn  Föppl 
nicht  eingehen  zu  sollen. 

Rechmet  man  in  jeder  gröfseren  Brückenbauanstalt  wirklich  nach  den 
Auffassungen  des  Herrn  Föppl? 

Der  Irrtum  des  Castigliano  sehen  Satzes,  der  auch  bei  dem  ge- 
gebenen Beweise  hervortritt,  liegt  darin,  dafs  Castigliano  so  verfährt,  als 
ob  eine  bestimmte  Funktionsdarstellung  der  Deformationsarbeit  vermöge  der 
äufseren  Kräfte  existierte,  während  es  unbegrenzt  viele  solche  Darstellungen 
giebt  Der  Satz  selbst  ist  daher,  in  dem  von  Castigliano  ihm  gegebenen 
Wortlaut,  gänzlich  imbestimmt.  Diese  Vielfachheit  der  Funktionsformen  wird 
aber  einfiufslos,  wenn  man  das  Minimum  der  Deformationsarbeit,  unter  der 
Voraussetzung  der  Erfüllung  der  Gleicbgewichtsbedingungen  zwischen  den 
äufseren  Kräften  aufsucht,  unter  welcher  Voraussetzung  die  verschiedenen 
Formen  äquivalent  sind. 

ln  das  Dilemma:  „Ob  die  Lasten  die  Ursache  der  Durchbiegungen 
oder  die  Durchbiegungen  Ursache  der  Lasten  sind“  verflochten  zu  werden, 
hat  Poncelet  wohl  nicht  verdient. 

Die  Bemängelungen  des  § 65  bezogen  sich  sachgemäfs  auf  die  vom 
Verfasser  gegebenen  Gleichungen  für  die  Verschiebungen  der  Punkte  eines 
isotropen  Körpers,  bei  deren  Entwdckelung  das  Gebiet  des  Wärmeeinflusses 
ausgeschlossen,  imd  mit  keiner  Silbe  erwähnt  wurde.  Herr  Föppl  über- 
trägt den  Dissens  auf  das  ausgeschlossene  Gebiet,  um  eine  Widerlegung 
zu  konstruieren.  Ich  will  ihm  gern  auch  auf  dies  Gebiet  folgen.  Schon 
vor  sechzig  Jahren  haben  Duhamel  und  Franz  Neu  mann  nachgewieseiu 


1)  Vgl.  (3)  1,  862  tf. 
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dafs  ein  in  seinen  verschiedenen  Stellen  ungleich  erwärmter  isotroper  Körper, 
aach  ohne  Einfluss  von  Kräften  auf  das  Innere  oder  die  Oberfläche  desselben, 
innere  Spannungen  erlangt.  Diese  erfolgen  so,  als  ob  auf  den  Körper,  so- 
wohl im  Innern  wie  an  der  Oberfläche,  sich  das  Gleichgewicht  haltende 
Kräfte  ein  wirkten,  deren  einfache  Darstellung  von  diesen  Autoren  gegeben 
wurde.  Diese  „etwaigen  Eigenspann ungen“  sind  daher  der  Theorie  der 
allgemeinen  Gleichungen  für  die  Verschiebungen  eines  isotropen  Körpers 
zugänglich.  Allerdings  nicJit  ähnlich  liegt  es  mit  den  sogenannten  „Gufs- 
spannungen“.  Wenn  solche  in  dem  auf  gleichförmige  Temperatur  gebrachten 
isotropen  Körper  vorhanden  sind,  so  werden  sie  IHskontinuiiäten  in  den 
Verschiebungen  verdankt.  Diese  Diskontinuitäten  sind  von  derselben  Art, 
wie  diejenige,  die  der  von  Herrn  Föppl  in  demselben  Band  der  Vorlesungen, 
Seite  330,  behandelten  Aufgabe  entspricht.  Wenn  man  über  ein  Rohr  aus 
isotropem  Material  ein  zweites  erwärmtes  überschiebt,  dessen  innerer  Durch- 
messer im  erwärmten  Zustand  diese  Überschiebung  noch  gerade  erlaubt,  so 
hat  man  nach  Abkühlung  beider  Rohre  auf  gleiche  Temperatur  einen 
isotropen  Körper  mit  „Eigenspannungen“  vor  sich.  Eine  thatsächliche 
Diskontinuität  der  Verschiebungen  findet  statt  längs  der  Cylinderfläche, 
welche  der  äufseren  Oberfläche  des  inneren  und  der  inneren  Oberfläche  des 
äuDseren  Rohres  gemeinschaftlich  ist.  Daher  die  Möglichkeit  der  Eigen- 
spannungen. Das  tiefere  Verständnis  dieser  Verhältnisse  geht  wohl  weniger 
aus  der  angewandten  Naturwissenschaft  als  aus  den  Betrachtungen  der 
reinen  Mathematik  hervor. 

In  Beziehung  auf  die  Bemängelungen  der  Entwickelung  der  Lagran ge- 
sehen Gleichungen,  die  aus  einem  Irrtum  von  meiner  Seite  hervorgegangen 
sein  sollen,  bemerke  ich  Folgendes.  Wenn  man  für  die  Untersuchung  der 
Bewegung  eines  Lagr angesehen  Systems  den  Anfangspunkt  und  die  Axen- 
lage  des  zu  verwendenden  rechtwinkligen  Koordinatensystems  festgesetzt  hat, 
und  sich  für  eine  bestimmte  Wahl  der  unabhängigen  Parameter  (der  all- 
gemeinen Koordinaten)  entschieden  hat,  so  werden  die  rechtwinkligen  Ko- 
ordinaten der  einzelnen  Systempunkte  völlig  bestimmte  Funktionen  dieser 
Parameter,  welche  noch  etwa  willkürlich  bleibende  Konstanten  nicht  weiter 
enthalten.  Wenn  dagegen  nach  Herrn  Föppl  die  Wahl  des  Anfangspunktes 
der  Vektoren  und  die  Achsenlage  (Wahl  der  Vektoren  z,  j,  A;),  ebenso  wie  die 
der  Parameter  erledigt  ist,  so  enthalten  die  Koordinaten  der  ein- 
zelnen Systempnnkte  noch  anderweitige  wUlkürlich  bleibende  Konstanten. 
Spaltet  man,  nach  der  Ausdrucks  weise  des  Herrn  Föppl,  die  Gleichungen 
für  die  r in  ihre  drei  Komponentengleichungen,  so  enthalten  die  Koordinaten 
der  Systempunkte  noch  diejenigen  Willkür  lieh  keilen  als  Konstanten,  die  mit 
der  mllkürlichen  W”ahl  der  Normal  Stellung  (irgend  einer  Stellung  des  Systems) 
verbunden  sind.  Der  Ausgangspunkt  der  Entwickelungen  des  Herrn  Föppl 
deckt  sich  also  nicht  mit  demjenigen  von  Lagrange.  Wird  die  Über- 
einstimmung der  Endformeln  behauptet,  so  ist  von  Herrn  Föppl  der 
Nachweis  zu  führen,  dafs  allgemein  bei  der  Bildung  der  lebendigen  Kräfte  L 
die  willkürlichen  Konstanten  seiner  Formeln  herausfallen.  Ein  einzelnes 
Beispiel)  beweist  dafür  nichts.  Auch  gehört  gerade  dieses  Beispiel  zu  den- 

1)  Gewöhnlich  wird  die  Masse  des  „physikalischen  Pendels“  nicht  in  eine 
Ebene  ausgebreitet  vorausgesetzt.  Versagt  für  das  einfachste  riiumliche  Beispiel 
die  neue  vereinfachende  Methode? 
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jenigen,  von  denen  er  anf  Seite  281  (Bd.  IV)  sagt:  „Für  solche  Mechanismen 
haben  aber  die  Lagrangeschen  Gleichungen  wenig  Wert,  obschon  sie, 
wenn  man  die  Sache  recht  gelehrt  darstellen  will,  auch  dazu  ven^’endet 
werden  können.“  Wir  wollen  aber  den  betreflFenden  Nachweis  von  Herrn 
Föppl  nicht  fordern,  sondern  ihm  nur  die  Frage  vorlegen;  Welche  Not- 
wendigkeit gebietet  die  Einführung  der  Vektoren  ro? 

Es  scheint  mir,  um  mit  den  eignen  Worten  des  Herrn  Föppl  zu 
sprechen,  dafs  er  seine  Entwickelungen  der  Lagrangeschen  Gleichungen  selbst 
für  Mathematiker  sehr  gelehrt  dargestellt  hat,  und  dafs  in  den  Erwägungen, 
die  dazu  führen,  nur  eine  für  das  Verständnis  nutzlose  Erschwerung  der 
Untersuchung  liegt. 

Der  Beweis,  den  Herr  Föppl  in  der  2,  Auflage  der  Vorlesungen  für 
das  Lagrangesche  Theorem  der  Hydrodynamik  vorlegt,  ist  wiederum  sehr 
bedenklich.  Er  ist  aus  dem  Traite  de  Mecanique  von  Poisson  reproduziert, 
aber  ohne  die  Kritik,  die  Poisson  selbst  an  diesem  Beweis  vor  mehr  ah 
siebzig  Jahren  geübt  hat.  Derselbe  Beweis  würde  in  wörtlicher  Wieder- 
holung auch  für  die  Flüssigkeitshewegungen  unter  dem  Einfiufs  der  Reibung 
das  Lagrangesche  Theorem  ergeben.  Für  diese  Bewegungen  gilt  es  b^ 
kanntlich  nicht. 

In  Beziehung  auf  das  Theorem  des  Herrn  Föppl,  dafs  bei  der  Be- 
wegung einer  Flüssigkeit  (unter  Voraussetzung  eines  Geschwindigkeits- 
potentials) in  einem  ringförmig  geschlossenen  Rohr,  die  Bewegung  „im 
ganzen  genommen“  nidit  wirbelfrei  sei,  der  Sitz  des  „Wirbels“  an  den 
Flüssigkeitsgrenzen  liege,  ist  zu  der  Entgegnung  des  Herrn  Föppl  Folgendes 
zu  bemerken.  Wenn  für  aUe  Punkte  innerhalb  eines  abgegrenzten  Raumes 
die  Geschwindigkeitsverteilung,  also  die  Komponenten  «,  f,  ir  als  Funktionen 
des  Orts  zu  bestimmter  Zeit  gegeben  sind,  so  sind  auch  die  Rotationskompo- 
nenten (Wirbelkomponenten)  an  jeder  SteUe  dieses  Raumes  sofort  mit  ge- 
geben und  stehen  fest,  ohne  jede  Beziehung  zu  Angaben  über  Bewegungen 
in  Räumen,  die  aufserhalb  des  abgegrenzten  Raumes  liegen.  Für  die  Be- 
wegung der  Flüssigkeit  in  einem  im  Rohre  abgegrenzten  Stromfaden  (bei 
stationärer  Bewegung),  die  nach  Herrn  Föppl  „im  ganzen  genommen“  nicht 
wirbelfrei  ist,  scheint  nunmehr  Herr  Föppl  den  Sitz  des  Wirbels  aufser- 
halb des  Stromfadens  zu  suchen,  da  er  Bedingungen  für  aufserhalb  des 
Raumes  desselben  gelegene  Räume  heranzieht.  Es  handelt  sich  aber  nur  um 
die  Bewegung  im  Stromfaden,  die  feststeht,  und  um  eine  ideale  reibungslose 
Flüssigkeit.  Was  den  angeführten  Satz  des  Herrn  Föppl  über  die  wider- 
standslose Bewegung  eines  Körpers  von  beliebiger  Gestalt  in  einer  reibungs- 
losen Flüssigkeit  anbetrifft,  so  kann  ich  nicht  einsehen,  dafs  er  mit  dem 
aus  Lambs  Hydrodynamics  angeführten  identisch^  oder  auch  nur  so  nahe 
verwandt  ist,  dafs  ich,  wenn  letzterer  mir  Vorgelegen,  die  Bemängelung 
tmterlassen  hätte.  Wenn  der  Satz,  dafs  für  eine  homogene  Kugel  jede 
durch  den  Schwerpunkt  gehende  Gerade  Hauptachse  ist,  für  einen  Körper  von 
beliebig(r  Gestalt  in  Anspruch  genommen  würde,  so  könnte  ein  solches  Ver- 
fahren nicht  auf  den  bekannten  Satz  der  drei  stets  existierenden  auf  ein- 
ander senkrechten  Hauptachsen  gestützt  werden.  Der  Vorwiuf  des  argen 
Mifsgriffs  entfällt  daher. 

Die  in  diesen  Bemerkungen  nicht  beiührten  A'erschiedeuheiten  der  Aul- 
fassung, die  bestehen  bleiben,  sind  durch  die  beiderseitigen  Äufserungeß 
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hinreichend  präzisiert,  und  bedürfen  keiner  erneuten  Beleuchtung.  Meiner- 
seits ist  daher  die  Diskussion  über  den  vorliegenden  Gegonsta.nd  abgeschlossen. 

Charlottenburg.  J.  Weikg arten. 


Erwiderung  auf  die  vorstehenden  Bemerkungen  des  Herrn  Weingarten. 

Für  den  Leser,  der  sich  die  Mühe  nimmt,  die  einschlägigen  Stellen  in 
meinem  Buche  nachzuschlagen,  wird  es  nicht  schwer  sein,  sich  über  die 
zwischen  Herrn  Weingarten  und  mir  bestehenden  Streitpunkte  auf  Gnmd 
dessen,  was  vorausging,  ein  eigenes  Urteil  zu  bilden,  auch  ohne  dafs  ich 
hier  noch  einmal  ausführlich  darauf  zmiiekkäme.  Nur  ein  Punkt,  den  ich 
in  meiner  ersten  Entgegnung  wohl  nicht  ausführlich  genug  behandelt  habe, 
möge  aus  Anlafs  der  letzten  Äufserungen  des  Herrn  Weingarten  noch  ein- 
mal besprochen  werden.  Es  handelt  sich  um  die  GuTsspannungen,  über  die 
Herr  Weingarten  sagt: 

„Allerdings  nicht  ähnlich  (wie  bei  den  durch  ungleichmäfsige  Erwär- 
mung hervorgebrachten  Spannungen)  liegt  es  bei  den  sogenannten  „Gufs- 
spannungen“.“ 

Um  diese  Behauptung  zu  widerlegen,  betrachte  ich  wieder  einen  Lampen- 
cylinder,  von  dem  ich  jetzt  voraussetzen  will,  dafs  er  bei  irgend  einer 
ungleichförmigen  Erwärmung  spannungslos  gewesen  sei.  Wenn  er  nach 
der  Abkühlung  überall  dieselbe  Temperatur  angenommen  hat,  besteht  in 
ihm  ein  System  von  Eigenspannungen,  die  man  mit  vollem  Rechte  auch  als 
GuTsspannungen  bezeichnen  kann,  da  ja  in  der  That  die  GuTsspannungen 
durch  Abkühlung  aus  einem  spannungslosen  Zustande,  der  bald  nach  dem 
Gusse  noch  besteht,  dadurch  hervorgehen,  dafs  sich  die  verschieden  warm 
gebliebenen  Teile  um  ungleiche  Beträge  abkühlen  müssen,  um  in  einen  Zu- 
stand von  gleicher  Temperatur  zu  gelangen.  Man  sieht  aber  nun  schon, 
dafs  jeder  durch  verschieden  starke  Abkühlung  hervorgebrachte  Spannungs- 
zustand ebenso  auch  durch  eine  entsprechende  ungleichmäfsige  Erwärmung 
hervorgerufen  werden  könnte,  und  dafs  daher  zwischen  beiden  Fällen  der  von 
Herrn  Weingarten  behauptete  Unterschied  nicht  besteht. 

Richtig  ist  allerdings,  dafs  man  in  besonders  einfach  gelagerten  Fällen 
die  Eigenspannungen  — wie  sie  nun  auch  im  übrigen  entstanden  sein  mögen 
— auf  Diskontinuitätsflächen  der  elastischen  Verschiebungen  zurückführen 
kann.  Im  allgemeinen  Falle  ist  eine  solche  Zurückführung  aber  nicht  mög- 
lich. Nimmt  man  z.  B.  an,  dafs  in  einem  Lampencylinder  ein  System  von 
Eigenspannuugen  bestehe,  das  auf  eine  einzige  Diskontinuitätsfläche  der  Ver- 
schiebungen zurückgeführt  werden  könnte,  so  müfste  der  Cy linder,  wenn 
man  ihn  längs  dieser  Fläche  aufreifst  und  aufklaffen  läfst,  nachher  überall 
im  spannungslosen  Zustande  sein.  Im  allgemeinen  wird  aber  ein  einziger 
Sprung  dieser  Art  natürlich  nicht  genügen,  um  alle  Eigenspannungen  zu 
beseitigen.  Selbst  nachdem  man  den  Cylinder  in  beliebig  viele  Bruchstücke 
zerlegt  hat,  werden  im  allgemeinen  in  jedem  Bruchstücke  noch  Eigenspan- 
mingen  — wenn  auch  von  entsprechend  geringerem  Betrage  — zurück- 
geblieben sein.  Man  erkennt  daher  leicht,  dafs  im  allgemeinsten  Falle 
unendlich  viele  Diskontinuitätsflächen  der  Verschiebungen  angenommen  werden 
müfsten.  Es  mag  ja  nun  sein,  dass  ein  Mathematiker  daran  keinen  An- 

ArchlT  der  &Uthem»tik  uud  Phytik.  111.  Reihe.  11.  13 
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stofs  nimmt;  jeder  Naturforscher  wird  aber  wohl  erklären,  dafs  ihm  mit 
einer  solchen  Darstellung  nicht  gedient  sei. 

Der  Satz  in  meinem  Buche,  an  den  sich  diese  Erörterungen  knüpfen, 
lautet:  „Diese  (die  Gufsspannungen)  hängen  aber  von  Umständen  ab,  die 
mit  unserer  Aufgabe  nichts  zu  thun  haben  und  deren  Berechnung  daher 
auch  nicht  verlangt  werden  kann“.  Der  Leser  möge  nun  ent.scheiden,  ob 
mir  ein  Vorwurf  daraus  zu  machen  ist,  dafs  ich  es  unterliefs,  hier  beizufügen, 
dafs  man  diese  Spannungen  auf  ein  System  von  im  allgemeinen  unendlich 
vielen  Diskontinuitätsflächen  zuiückzuführen  vermöchte,  dafs  aber  durch  diese 
Darstellung  die  Berechnung  der  Spannungen  selbst  um  keinen  Schritt  weiter 
gefördert  würde. 

Schliefslich  erwidre  ich  noch  auf  die  zum  physikalischen  Pendel  ge- 
stellte Frage  des  Herrn  Weingarten: 

„Versagt  für  das  einfachste  räumliche  Beispiel  die  neue  vereinfachende 
Methode?“ 

dafs  die  Methode  nicht  versagt,  und  dafs  sich  die  Formeln  für  diesen 
Fall  nur  wenig  von  den  für  den  früheren  Fall  angeschriebenen  unterscheiden. 
Da  man  aber  von  dem  Leser,  der  sich  ein  zutreffendes  Urteil  über  die  Vektor- 
Methode  bilden  will,  erwaiten  mufs,  dafs  er  sich  zuvor  wenigstens  so  weit 
mit  dieser  Methode  vertraut  gemacht  hat,  um  sich  derartig  einfache  Fragen 
ohne  fremde  Beihülfe  selbst  beantworten  zu  können,  sehe  ich  davon  ab,  die 
Formeln  auch  für  diesen  Fall  anzuschreiben.  Aus  demselben  Gininde  gehe 
ich  auch  auf  die  übrigen  hiermit  im  Zusammenhänge  stehenden  Äufserungen 
des  Herrn  Weingarten  nicht  weiter  ein. 

München.  A.  Föppl. 


Otto  Puild.  Algebra  mit  Einsohlufs  der  elementaren  Zahlentheohe. 

VHI  -}-  345  Seiten.  Göschen-Leipzig,  1899. 

Um  die  im  Bande  VI  der  „Sammlimg  Schubert“  gegebene  Algebra 
beurteilen  zu  können,  mufs  man  berücksichtigen,  dafs  die  „Praxis  der  Glei- 
chungen“ in  einem  später  herauszugebenden  besonderen  Bande  dvu*ch  Herrn 
Runge  behandelt  werden  wird.  Während  dieses  letztere  Buch  unzweifelhaft 
„den  Anforderungen  der  Praktiker  im  weitesten  Mafse  Rechnung  tragen*’ 
wird,  ist  die  P und  sehe  Algebra  für  den  Praktiker  im  wesentlichen  ohne 
Bedeutung  und  nur  für  die  Studierenden  der  Mathematik  im  engeren  Sinne 
brauchbar.  Herr  Pund  ist  Anhänger  Kroneckers  und  hat  sich  bemüht, 
dessen  Terminologie  und  Begriffsbildungen  auch  schon  bei  elementareren 
Gegenständen  zur  Verwendung  zu  bringen,  und  zwar  in  gröfserem  Umfange, 
als  man  dies  in  sonstigen  modernen  Lehrbüchern,  z.  B.  denen  Nettos  und 
Webers,  findet.  Bekommt  hierdurch  das  vorliegende  Buch  einen  ausge- 
sprochenen Charakter,  so  ist  doch  dieses  Unternehmen  gleichwohl  nicht 
ohne  Schwierigkeit.  Die  Benutzung  des  Begriffs  der  „Modulsysteme“  für 
die  Zwecke,  die  hier  vorliegen,  wird  vielleicht  von  manchen  für  ein  wenig  be- 
denklich gehalten  werden.  Es  ist  ja  freilich  verständlich,  dafs  der  Kenner 
der  grofsen  Bedeutung,  welche  dieser  Begriff  in  der  allgemeinen  arithmeti- 
schen Behandlung  der  algebraischen  Gebilde  besitzt,  denselben  in  möglichst 
weitem  Umfange  anzuwenden  bestrebt  ist.  Auch  soll  gern  zugestanden 
werden,  dafs  verschiedene  Entwickelungen,  die  Behandlung  der  linearen 


DIgitized  by  Googls 


Rezensionen. 


195 


Kongruenzen,  die  Lösung  linearer  Gleichungen  u.  a.,  bei  Gebrauch  der 
Modulsjsteme  unter  den  einheitlichen  Gesichtspunkt  der  Äquivalenz  der 
Modulsysteme  gerückt  werden.  Aber  man  könnte  doch  Bedenken  hegen, 
ob  der  lernende  Leser  den  Begriff  des  Modulsystems  an  der  vom  Verfasser 
zur  Einführung  gewählten  Stelle  und  in  der  von  ihm  bevorzugten  Gestalt 
als  einen  der  Sache  gemäfsen  anerkennt.  Es  heifst  S.  33:  „Wir  nennen 
den  gröfsten  gemeinsamen  Teiler  von  a,  b,  c,  • • • auch  das  aus  den  Zahlen 
a,  b,  c,  • • • als  Elementen  gebildete  Modulsystem.“  Wird  die  Einführung 
des  Inbegriffs  aller  . Zahlen  aa-\-ßb-\-yc-^''‘  mit  ganzzahligen 
Yi  ‘ ^ schwierig  gehalten,  so  bleibt  bei  der  hier  gewählten  De- 

finition für  den  Anfänger  immer  ein  gewisser  Widerstreit  zwischen  der  Be- 
nennung und  deren  Bedeutung.  Auch  bei  der  späteren  Rückkehr  zum  Begriff 
des  Modulsystems  (S.  104)  hat  es  der  Lernende  nicht  ganz  leicht.  Dort 
kommen  Modulsysteme  für  lineare  Funktionen  zweier  Variabein  mit  beliebigen 
Koeffizienten  in  Betracht.  Vielleicht  wäre  hier  besser  zunächst  die  Erweite- 
rung des  Begriffs  des  Modulsystems  an  die  Spitze  gestellt,  ehe  man  zum 
Begriff  der  Äquivalenz  der  Modulsysteme  vorgeht.  Wenn  Kronecker  in 
Vorlesungen  über  Determinantentheorie  u.  a.,  an  allgemeine  Begriffe  an- 
knüpfend, im  wesentlichen  einen  deduktiven  Entwickelungsgang  befolgte,  so 
ist  für  ein  einführendes  Lehrbuch  doch  auch  der  induktive  Weg  seiner 
leichteren  Fafsbarkeit  wegen  beachtenswert.  Dafs  der  Herr  Verfasser  viel 
Neigimg  hat,  deduktiv  zu  operieren,  sieht  man  an  seiner  Einführung  der 
zahlentheoretischen  Funktion  q>(*n)  S.  47  ff.  Über  methodische  Fragen 
wird  der  Zwiespalt  der  Meimmgen  natürlich  immer  bestehen  bleiben.  Be- 
trachtet man  aber  das  vorliegende  Buch  allein  auf  seinen  sachlichen  Inhalt, 
so  kann  man  nur  bewundern,  mit  welchem  Geschick  der  Verfasser  bei  dem 
geringen  zur  Verfügung  stehenden  Raume  wirklich  in  die  Tiefen  der 
Algebra  eingeführt  hat.  Vor  allem  gilt  dies  vom  letzten  Abschnitt,  welcher 
von  der  algebraischen  Auflösung  der  Gleichungen  auf  Grund  der  Theorie 
der  Permutationsgruppen  handelt.  Dieser  in  der  Gleichungstheorie  unent- 
behrliche und  der  Algebra  eigene  Gruppenbegriff  wird  übrigens  auch  schon 
in  früheren  Teilen  des  Buches  eingeführt  und  eingeübt.  Eine  Reihe  zahlen- 
theoretischer Abschnitte,  welche  die  Teilbarkeit  der  ganzen  Zahlen,  sowie 
die  Kongruenzen  ersten  und  höheren  Grades  behandeln,  fügen  sich  der  Ent- 
wicklung zwanglos  ein  imd  dienen  ihrerseits  wieder  zum  Ausbau  der  alge- 
braischen Abschnitte. 

Braunschweig.  Frickb. 

M.  Glöser.  Lehrbuch  der  Arithmetik  für  die  erste  und  zweite 
Klasse  der  österreichischen  Realschulen.  Vierte  Auflage.  209  S. 
M.  1,80. 

Grundzüge  der  allgemeinen  Arithmetik  für  die  dritte  Klasse 
der  österreichischen  Realschulen.  Vierte  Auflage.  116  S.  Wien 
1899,  A.  Pichler.  M.  1,30. 

Das  Lehrbuch  enthält  das  Rechenpensum  der  Serta  bis  Quarta  eines 
preufsischen  Gymnasiiuns  in  einer  Darstellung,  die  dem  Übungsmaterial  nicht 
hinreichenden  Raum  gewährt,  so  dafs  der  Schüler  neben  dem  Lehrbuch 
noch  eine  Aufgabensammlung  nötig  hätte.  Derselbe  Vorwurf  ist  gegen  die 
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,,Gnindzüge“  zu  erbeben.  Auch  hier  macht  sich  der  Text  auf  Kosten  des 
Übungsmaterials  viel  zu  breit.  Es  mufs  immer  ^vieder  betont  werden,  dafs 
für  den  Rechen-  und  Algebra-Unterricht  eine  reichhaltige  Aufgabensammlung 
die  Hauptsache  bleibt. 

In  den  „Grundzügen“  filllt  weiter  das  gänzliche  Fehlen  der  Gleichungen 
auf.  Dieser  Mangel  dürfte  allein  genügen,  um  die  „Grundzüge“  als  unge- 
eignet für  eine  Einführimg  in  die  Algebra  erscheinen  zu  lassen. 

Berlin.  E.  Jaitnke. 


W.  Ooering.  Die  Auffindung  der  rein  geometrischen  Quadratur 
des  Kreises  und  die  Teilung  jedes  beliebigen  Winkels  und  Kreises 
in  eine  beliebige  Anzahl  gleicher  Teile.  Dresden  1899,  E.  Schür- 
mann. 13  S. 

Die  vom  Verfasser  mitgeteilte  Konstruktion  ist  natürlich  auch  nur  eine 
angenäberte  und  lautet  so:  Gegeben  der  Quadrant  MAB  mit  M als  Kreis- 
mittelpunkt.  Errichte  über  der  Sehne  AB  das  rechtwinklige  Dreieck  ABC 
mit  ABC  = IB^  B AC  = \ B.\  sodann  über  AC  das  rechtwinklige 

Dreieck  ACI)  mit  <^ACD=17i,  <C.CA1)  = -^B  u.  s.  w.  Alsdann 
führt  die  ins  Unendliche  fortgesetzte  Konstruktion  zu  einem  rechtwinkligen 

Dreieck  mit  der  Hypotenuse  AZ  = ~ . 

Das  ist  offenbar  nur  die  Konstruktion  der  bekannten  Formel 

sin  a 

cc  = , 

a a Cf 

cos  cos  — cos  • 

M 4 O 

durch  welche  jeder  Kreisbogen  darstellbar  ist.  Nach  Cantors  GescL  d. 
Math.  U,  595  geht  diese  Formel  schon  auf  Vieta  1593  zurück. 

Berlin.  E.  Jaunke. 


Wilh.  Killing.  Lehrbuch  der  analytischen  Geometrie  in  homogenen 
Koordinaten.  Erster  Teil:  Die  ebene  Geometrie.  Mit  50  Figuren 
im  Text.  Paderborn  1900.  Ferdinand  Schöningh.  XIU,  220  S.  — 
Zweiter  Teil:  Die  Geometrie  des  Raumes.  Paderborn  1901.  Fer- 
dinand Schöningh.  VIII,  3(51  S. 

Wer  eine  Vorlesung  über  analytische  Geometrie  gehalten  hat,  wird 
unzweifelhaft,  so  viel  er  auch  versucht  hat,  in  dieselbe  hineinzuverweben, 
am  Schlüsse  die  Empfindung  haben,  er  habe  noch  immer  sehr  viel  mehr 
bei  Seite  liegen  lassen  müssen,  als  er  zu  erörtern  im  stände  war,  und  diese 
Empfindung  wird  ihm  auch  dann  nicht  erspart,  wenn  er,  von  vornherein 
auf  höhere  algebraische  Kurven  und  um  so  mehr  aut  transcendente  Kurven. 
auf  Raurakurven  und  auf  Oberflächen  höherer  Art  verzichtend,  einzig  die 
Gerade  und  die  Kegelschnitte,  die  Ebenen  und  die  Oberflächen  zweiten  Grades 
zu  behandeln  sich  vornahm.  Herr  Killing  hat,  offenbar  von  dem  gleichen 
Gefühle  aus,  an  eine  Vorlesung  ganz  elementarer  Natur,  welche,  scheint  es, 
sich  der  einzigen  Descartesschen  Punktkoordinaten  bedient, ‘eine  zweite 
angeschlossen,  welche  homogene  Koordinaten  und  zwar  sowohl  homogene 
Punkt-  als  homogene  Linienkoordinaten,  später  Tetraederkoordiuaten,  ver- 
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wendet,  und  welche  in  ihnen  das  Mittel  findet,  weit  tiefer  in  den  Gegen- 
stand einzudringen,  sowie  auch  weit  allgemeinere  Betrachtungen  anzustellen, 
als  sie  bei  einem  ersten  Unterrichte  gestattet  sind.  Aus  dieser  zweiten 
Vorlesung  ist  das  kleine  Lehrbuch  entstanden,  dessen  erster  Teil  die  ebene 
Geometrie,  der  zweite  Teil  die  Raumgeometrie  behandelt.  Von  ana- 
lytischen Hilfslehren  setzt  Herr  Killing  nur  die  Theorie  der  Determinanten 
als  bekannt  voraus,  auf  Infinitesimalbetrachtungen  erhebt  er  keinen  Anspruch. 
Wir  gestehen  gern,  dafs,  als  wir  das  verhältnismäßsig  dünne  Buch  durchgelesen 
hatten,  zuerst  die  Frage  sich  uns  aufdrängte,  ob  denn  wirklich  220  und  361 
Seiten  ausgereicht  hatten,  den  gewaltigen  Stoff“  zu  bewältigen,  und  dafs, 
als  der  Augenschein  uns  zur  Bejahung  zwang,  als  zweite  Frage  die  erschien, 
ob  Studierende  im  stände  sein  werden,  den  Killin gschen  Vorlesungen  zu  folgen? 
Auch  diese  Frage  möchten  wir  für  den  ersten  Teil  etwa  vom  dritten  Bogen  an 
unbedingt  bejahen,  während  wir  die  erste  Einführung  in  die  Lehre  von  den 
trimetrischen  Koordinaten,  deren  Schwierigkeit  Herr  Killing  sich  vollständig 
bewufst  ist,  gern  noch  etwas  breiter  angelegt  sähen.  Vielleicht  täuschen  wir  uns; 
aber  wir  können  Zweifel  nicht  unterdrücken,  ob  jene  ersten  Kapitel  auf 
volles  Verständnis  treffen  mögen,  wie  es  zur  Anwendung  doch  muimgänglich 
ist.  Zu  den  bestgelungenen  und  klarsten  Teilen  des  Buches  rechnen  wir 
dagegen  §§  8 — 11  von  den  uneigentlichen  Gebilden  in  der  Ebene,  worunter 
Herr  Killing  die  unendlich  fernen  Gebilde  versteht.  Bei  den  Kurven,  d.  h. 
bei  den  Kegelschnitten,  ist  die  Lehre  von  den  Polaren  an  die  Spitze  ge- 
stellt, indem  ein  Punktepaar  gesucht  wird,  welches  die  Durchschnittspunkte 
einer  Transversalen  mit  der  Kurve  zu  vier  harmonischen  Punkten  ergänzt; 
die  durch  den  Pol  selbst  hindurchgeheude  Polare  bildet  den  Sonderfall  der 
Berührungslinie.  Die  Anordnung  der  letzten  Paragraphen  des  Buches  ist 
von  der  gewöhnlich  gebrauchten  sehr  verschieden.  Erst  nachdem  die  Sätze 
von  Pascal  und  von  Brianchon  erwiesen  sind,  wird  mittels  des  Pascalschen 
Satzes  die  Erzeugung  der  Kegelschnitte  durch  projektive  Strahlenbüschel 
hergeleitet.  Dann  schliefst  sich  als  § 29  der  Kreis  und  die  unendlichfemen 
Kreispunkte  an.  Hier  kommen  also  ganz  spät  die  Chordalen,  der  Chordal- 
mittelpunkt,  die  Ahnlichkeitspunkte,  lauter  Gegenstände,  welche  häufig  noch 
vor  den  Kegelschnitten  erörtert  werden.  Nun  kehrt  Herr  Killing  zu  den 
Kegelschnitten  zurück  und  nimmt  deren  Hauptachsenproblem  in  Angriff. 
Endlich  ist  § 31  als  letzter  Paragraph  den  konfokalen  Kegelschnitten  ge- 
widmet, welche  als  solche  definiert  werden,  zu  welchen  die  unendlich  fernen 
Kreispunkte  gehören:  So  erscheint  der  Begriff  der  Brennpunkte  selbst  ganz 
am  Schlüsse  der  Betrachtungen.  In  einer  ersten  Vorle.sung  über  analytische 
Geometrie  der  Ebene  wäre  das  wohl  kaum  zu  empfehlen;  aber  in  einer 
zweiten  erhöht  der  Wechsel  in  der  Reihenfolge  unzweifelhaft  den  Reiz  und 
erzeugt  eine  gewisse  Spannung  der  Zuhörer,  wann  wohl  diese  oder  jene 
ihnen  bekannte  geometrische  Thatsache  an  die  Reihe  kommen  werde.  Der 
zweite  Teil  behandelt,  wie  schon  gesagt  worden  ist,  die  Geometrie  des 
Raumes.  Das  ist  an  sich  ein  erhel)lich  schwiengerer  Gegenstand  als  die 
Geometrie  der  Ebene,  und  auch  die  Killin gsche  Darstellung  stellt  an  den 
Leser,  den  wir  uns  unter  allen  Umständen  wiederum  als  mit  den  wichtigsten 
Thatsachen  schon  bekannt  voraussetzen,  ziemlich  hohe  Anforderungen,  trotz- 
dem infinitesimale  Lehren  nicht  in  Anspruch  genommen  w'erden.  Diese 
letztere  Beschränkung  bildet  eine  wesentliche  Verschiedenheit  gegen  Hess  es 
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Analytische  Geometrie  des  Raumes,  von  welchen  sich  Hr.  Killing  im 
übiigen  ziemlich-  beeinflusssen  liefs,  wie  es  bei  den  anerkannten  Vorzügen 
jenes  klassischen  Werkes  kaum  anders  möglich  war.  Wir  müssen  uns 
freilich  dagegen  verwahren,  als  sollte  hiermit  behauptet  werden,  Hr.  Killing 
habe  sich  an  Hesse  angelehnt.  Plan  und  Inhalt  zeigen  bei  beiden  Werken 
die  bedeutendsten  Unterschiede;  nur  in  Einzelheiten,  z.  B.  in  der  Behand- 
lung des  Hauptachsenproblems  bei  den  Oberflächen  zweiten  Grades,  tritt 
eine  Ähnlichkeit  hervor.  Der  Stoff  ist  in  36  Paragraphen  gegliedert.  Ent- 
sprechend dem  in  der  Geometrie  der  Ebene  eingeschlagenen  Gange  ist  der 
Lehre  von  den  Polarebenen,  dann  der  von  den  Polartetraedem  die  grofste 
Aufmerksamkeit  geschenkt,  und  sie  dient  als  Grundlage  der  späteren  Unter- 
suchungen. Von  den  Oberflächen  zweiter  Ordnung  wendet  sich  der  Ver- 
fasser im  20.  Paragraphen  zu  den  Oberflächen  zweiter  Klasse,  und  beide 
geben  im  weiteren  Verlaufe  Gelegenheit,  Flächenbüschel  zweiter  Ordnung 
von  Flächenscharen  zweiter  Klasse  zu  unterscheiden.  Ein  gewisser  Parallelis- 
mus zur  Geometrie  der  Ebene  ist  auch  darin  zu  erkennen,  dafs  die  Lehre  von 
den  konfokalen  Flächen  in  drei  Paragraphen  den  Abschlufs  des  Ganzen  bildet. 

Heidelberg.  M.  CANToa 


Henri  Fehr.  AppUoation  de  la  möthode  veotorielle  de  Grafsmann 
& la  göomötrie  infinitesimale.  Th^e.  Paris.  Georges  Carre  et 
C.  Naud.  1899.  94  S.  8®. 

Schon  in  Grafsmanns  „Ausdehnungslehre“  von  1862  finden  sich  die 
Grundlagen  der  Differentialrechnung  mit  extensiven  Gröfsen,  jedoch  nur  nach 
der  analytischen  Seite  hin  entwickelt  und  ohne  geometrische  Anwendungen. 
Erst  Hermann  Grafsmann  der  Jüngere  hat  in  drei  Programm-Abhand- 
lungen  der  Lateinischen  Hauptschule  (1886,  1888,  1893)  die  metrische  Geo- 
metrie der  Raumkurven  imd  der  krummen  Flächen  mit  den  Mitteln  der  Ans- 
dehnungslehre von  Grund  aus  und  zusammenhängend  aufgebaut,  und  zwar, 
entsprechend  dem  Gegenstände,  ausschliefslich  mit  den  Methoden  der  Strecken- 
rechnung, unter  Ausschlufs  der  mehr  für  die  Geometrie  der  Lage  geeigneten 
Punktrechnung.  Später  hat  Burali- Forti  in  seiner  „Introduction  a la  Geo- 
metrie differentielle  suivant  la  methode  de  H.  Grafsmann“  (Paris  18971 
Anwendungen  der  Ausdehnungslehre  gegeben  auf  die  Theorie  der  Enveloppen 
von  Linien  und  Ebenen,  der  Regelflächen,  Schraubenlinien,  orthogonalen 
Trajektorien,  Evolventen  und  Evoluten  und  Verwandtes. 

Der  Verf.  der  vorliegenden  Pariser  Doktor- Dissertation  verfolgt  den  Zweck, 
die  vereinfachende  Wirkung  der  Methoden  der  Ausdehnungslehre  auf  den- 
selben Gebieten  der  Geometrie  darzuthun,  die  schon  Grafsmann  der  Jüngere 
behandelt  hat.  Es  liegt  in  der  Natur  der  Sache,  dafs  sich  hieraus  weit- 
gehende Übereinstimmungen  in  den  beiderseitigen  Darlegungen  und  Resul- 
taten ergeben.  Auch  erklärt  der  Verfasser  schon  im  Vorwort,  im  Interesse 
des  Zusammenhanges  und  der  Klarheit  seiner  Darstellung  manche  Stellen 
der  Grafsmann  sehen  Arbeit  direkt  übernommen  zu  haben,  während  er 
seine  selbständigen  Untersuchungen  hauptsächlich  auf  die  Theorie  der  Flächen 
gerichtet  hat.  Neue  Resultate  will  er  nicht  bieten;  auch  vermeidet  er  bei 
der  Auswahl  des  Stoffes  solche  Spezialitäten,  bei  denen  die  t^erlegenhe;'. 
der  Grafsmannschen  Methoden  in  geringerem  Grade  hervortritt.  — Nach- 
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dem  diese  Methoden  in  neuerer  Zeit  von  verschiedenen  Seiten  her,  insbe- 
sondere durch  unseren  Landsmann  Caspary,  in  ihren  Grundlagen  me  in 
ihren  Anordnungen  dem  Interesse  der  französischen  Mathematiker  näher  ge- 
rückt worden  sind  und  speziell  in  Herrn  Carvallo  einen  begeisterten  An- 
hänger gefunden  haben,  ist  es  als  ein  verdienstliches  Unternehmen  zu 
bezeichnen,  dafs  Herr  Fehr  denselben  Fachmännern  die  Vorteile  dieser 
^lethoden  nun  auch  auf  demjenigen  Gebiete  vorgefilhrt  hat,  welches  gerade 
von  den  Mathematikern  Frankreichs  mit  so  lebhaftem  Interesse  betreten  und 
mit  80  grofsera  Erfolge  angebaut  worden  ist. 

über  den  Inhalt  ist  im  einzelnen  folgendes  zu  berichten.  In  der  Ein- 
leitung werden  die  zum  Verständnis  notwendigen  Begriffe  und  Formeln  der 
Ausdehmmgslehre  zusammengestellt.  Es  werden  Linienteil  und  Strecke 
unterschieden,  die  äufseren  Produkte  von  zwei  und  drei  Strecken  gebildet 
und  geometrisch  gedeutet,  sodann  das  innere  Produkt  zweier  Strecken,  das 
innere  Quadrat  und  sein  numerischer  Wert.  Es  folgt  der  Begriff  der  Er- 
gänzung, das  System  der  drei  zu  einander  normalen  Einheiisstrecken  (cj,  Cj,  Cj) 
nebst  der  numerischen  Ableitung  einer  beliebigen  Strecke  aus  denselben,  die 
innere  Multiplikation  zweier  FlUchenräume,  die  Detenninante  als  Zahlfaktor 
eines  äufseren  Produktes  und  der  Zusammenhang  der  Einheiten  mit  den 
rechtwinkligen  Koordinaten.  Um  schliefslich  eine  Raumkurve  darzustellen, 
wird  die  Strecke  zwischen  einem  Kurvenpunkte  M und  dem  Ausgangs- 
punkte 0 der  drei  Einheitsstrecken  durch  den  Ausdruck  bestimmt: 

X = M—0  = a:,  Cj  + x^e^  x^e^, 

wobei  Xj,  rj,  x^  Funktionen  einer  unabhängigen  reellen  Variable  / sind, 
sodafs  die  Gleichung  schliefslich  die  Form  erhält: 

X = a:i(0  -f  x^iO  Cg  x^(t)  ^ (f). 

Die  Gleichung  einer  Fläche  unterscheidet  sich  von  der  vorstehenden  nur 
dadurch,  dafs  x als  Funktion  zweier  Variablen  u und  v erscheint.  — Die 
Bezeichnungsweisen  sind  die  der  Ausdehnungslehre,  in  der  Terminologie  folgt 
der  Verfasser  zum  Teil  Hamilton,  auch  Burali-Forti.  Doch  sind  auch 
Ausdrücke  anderer  Autoren  nicht  unerwähnt  gelassen.  Ebenso  fehlt  es 
nicht  an  sachlichen  Hinweisen  auf  verwandte  Untersuchungen. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  werden  im  ersten  Kapitel  der  Arbeit  die 
Raumkurven  behandelt,  die  Gleichungen  der  Tangente,  der  Normalebene, 
Schmiegungsebene  und  Hauptnormale  aufgestellt.  Hier  wie  in  der  darauf- 
folgenden Krümmungstheorie  stimmen  Methoden  und  Resultate  im  wesent- 
lichen mit  denen  von  Grafsmann  überein.  Jedoch  beschränkt  .sich  Fehr 
mehr  auf  das  Hauptsächlichste  und  fügt  andrerseits  noch  einen  Abschnitt 
über  die  dritte  Krümmung  mit  der  Laueret  sehen  Formel,  betreffend  den 
Zusammenhang  der  di*ei  Krümmungen,  hinzu.  — Das  zweite  Kapitel  bringt 
die  Elemente  der  Flächentheorie,  ebenfalls  in  der  Hauptsache  in  Überein- 
stimmung mit  Grafsmann.  Nach  Definition  der  krummlinigen  Koordinaten 
u und  V werden  die  Ausdrücke  für  das  Linien-  und  das  Fläehenelement 
aufgestellt.  Durch  Einführung  der  Tangentenstrecken  und  lg  an  die 
Koordinatenkurven  («)  und  (r)  wird  bei  der  Darstellung  der  Fundamental- 
beziehungen erster  und  zweiter  Ordnung  eine  wesentliche  Vereinfachung 
erzielt.  Es  wird  ferner  der  Winkel  einer  Kurve  mit  den  Koordinatenkurven 
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und  die  Bedingung  der  Orthogonalkurven  bestimmt.  Aufserdem  wird  dem 
Netze  der  isothermischen  Kurven  eine  kurze  Betrachtung  gewidmet  und  ge- 
zeigt., wie  die  ersten  Ableitungen  der  Neigungsstrecke  1^  in  Funktion  der 
ersten  Ableitungen  von  x dargestellt  werden  können.  — Das  dritte  Kapitel 
beschäftigt  sich  mit  der  Kiummung  der  auf  einer  Fläche  gezogenen  Linien. 
Es  wird  der  Satz  von  Meusnier  abgeleitet  (etwas  abweichend  von  Grafs- 
mann),  sodann  die  Ausdrücke  für  die  Krümmung  der  Uauptschnitte  nebst 
den  Hauptrichtungen  und  Hauptkrümmungsradien,  endlich  die  Eul ersehe 
Formel  auf  zwei  verschiedenen  Wegen.  — Das  vierte  Kapitel  handelt  von 
der  Krümmung  der  Flächen.  Die  allgemeinen  Formeln  der  totalen  Krüm- 
mung werden  auf  eine  Regelfläche  angewendet,  die  mittlere  Krümmung 
führt  zum  Begriff  der  Minimulflächen.  Hinzugefügt  ist  ein  Abschnitt  über 
die  sogenannte  mittlere  quadratische  Krümmung  deren  Begriff  von 

Casorati  eingeführt  wurde,  und  die  mit  der  totalen  Krümmung  Ct  und 
der  mittleren  Cg  durch  die  einfache  Formel  zusammenhängt: 

ai  = i (c,  + c,). 

Im  letzten  Kapitel  werden  die  wichtigsten  Linien  auf  einer  Fläche  unter- 
sucht. Der  Verfasser  geht  von  dem  konjugierten  System  aus  und  behandelt 
die  Krümmungslinien  als  Spezialfall  der  konjugierten,  nämlich  unter  der 
Annahme,  dafs  die  letzteren  ein  orthogonales  System  bilden,  während  Grafs- 
mann  den  umgekehrten  Weg  einschlägt.  Es  werden  dann  unter  Voraus- 
setzung von  Krtimmungslinien  als  Koordinatenkurven  noch  weiter  verein- 
fachte Ausdrücke  für  die  Krümmungsradien  und  die  Krümmungen  einer 
Fläche  gegeben,  woran  sich  das  Dupinsche  Theorem  schliefst.  Es  folgen 
die  asymptotischen  und  geodätischen  Linien  nebst  einem  Schlufsabschnitt 
über  die  geodätische  Krümmung. 

Im  Vergleich  mit  der  Grafsmannschen  Arbeit  ist  die  vorliegende 
vielfach  küi'zer  gefafst,  weist  auch  gelegentlich  auf  die  ausführlicheren  Dar- 
legungen jener  Arbeit  hin  und  geht  endlich  inhaltlich  weniger  ins  Einzelne, 
fügt  aber  einiges  Neue  hinzu.  Neben  allen  den  unvermeidlichen  tlberein- 
stimmungen,  die  sich  aus  der  Gleichheit  des  Stoffes  und  der  Methode  er- 
geben, zeigt  die  Feh r sehe  Arbeit  doch  sowohl  in  der  Anordnung  des  Stoffes 
wie  in  der  Behandlungs weise  ein  ausreichend  originelles  Gepräge,  um  für 
ihr  Studium  auch  bei  demjenigen  Leser  Interesse  zu  wecken,  der  die 
Grafsmannsche  Arbeit  bereits  kennt. 

Hagen  i.  W.  V.  Schlegel. 


F.  Klein  und  £.  Riecke.  über  angewandte  Mathematik  und  Physik 
in  ihrer  Bedeutung  für  den  Unterricht  an  den  höheren  Schulen.  Vorträge, 
gehalten  in  Göttingen,  Ostern  1900,  bei  Gelegenheit  des  Ferienkurses 
Mit  einem  Wiederabdruck  verschiedener  einschlägiger  Aufsätze  von 
F.  Klein.  Mit  84  Textfiguren.  Leipzig  und  Berlin  1900,  B.  G.  Teubner. 

Vn,  252  S. 

Die  Herausgeber  haben  in  einem  Vorworte  die  Fragen  näher  bestimmt, 
auf  welche  die  Mehrzahl  der  Ostern  1900  von  den  Göttinger  Professoren 
der  Mathematik  und  Physik  abgehaltenen  Ferienkurse  die  Antwort  erteilen 
sollten.  Sie  lauten:  Was  sind  angewandte  Mathematik  und  Physik  im 


DIgitized  by  Google 


Rezensionen. 


201 


Sinne  der  neuen  Prüfungsordnung,  und  was  bedeuten  sie  für  die  höheren 
Schulen?  Wie  kann  der  Lehrer  sich  nötigenfalls  durch  Selbstunterricht 
die  erforderlichen  Kenntnisse  erworben?  Wie  andererseits  sind  mit  Rück- 
sicht auf  das  Bedürfnis  der  Schulen  wie  der  Wissenschaft  überhaupt  unsere 
bezüglichen  Universitätseinrichtungen  zu  ergänzen?  In  einem  Nachworte 
haben  alsdann  die  Herausgeber  von  den  Gegnern  gesprochen,  welche  teils 
an  Universitäten,  teils  an  technischen  Hochschulen  den  durch  sie  in  Güttingen 
geschaflFenen  Einrichtungen  erwachsen  sind.  Man  sieht  daraus,  dafs  es  recht 
eigentliche  Orationes  pro  domo  waren,  welche  damals  gehalten  wurden, 
welche  jetzt  im  Drucke  vereinigt  sind,  und  wer  noch  zweifelhaft  wäre, 
dem  würden  die  in  den  gleichen  Band  aufgenommenen  Vorträge  und  Auf- 
sätze des  Herrn  Klein  über  die  Wiedereinfügung  in  den  Lehrplan  der 
Universität  von  Dingen,  welche  seit  kaum  einem  Jahrhundert  sich  aus  ihm 
abgezweigt  haben,  insoweit  sie  damals  schon  vorhanden  waren,  Gewifsheit 
geben.  Ein  in  einer  bestimmten  Richtung  belehrender,  naturgemäfs  etwas 
polemischer  Zweck  lag  mithin  den  Vorträgen  zu  Grunde,  wenn  auch  die 
Form  der  Polemik  durchweg  vermieden,  dort  wo  sie  im  Anhänge  früher 
vorhanden  gewesen,  wesentlich  gemildert  erscheint. 

Sämtliche  Vorträge  sind  aber  auch  an  und  für  sich  belehrend,  und 
es  will  uns  dem  Charakter  unserer  gewöhnlichen  Berichterstattung  ent- 
sprechend erscheinen,  in  diesem  Sinne  a\if  deren  Inhalt  aufmerksam  zu 
machen. 

1.  Zur  Geschichte  des  physikalischen  Institutes  und  des  physikalischen 
Unterrichtes  an  der  Universität  Göttingen.  Von  Ed.  Ri  ecke.  Eine  fesselnde 
Darstellung  der  wechselvollen  Schicksale  dieses  Lehrzweiges  entrollt  sich. 
Segner,  Kästner,  Tobias  Mayer,  Vater  & Sohn,  Lichtenberg, 
Wilhel  m Weber  sind  die  bekanntesten  auftretenden  Namen. 

2.  Allgemeines  über  angewandte  Mathematik.  Von  E.  Klein.  Der 
Lehrplan,  welcher  den  Göttinger  Vorlesungen  für  mathematische  Lehramts- 
kandidaten zu  Grunde  liegt,  ist  entwickelt.  Als  Endziel  wii*d  angestrebt, 
durch  Zusammenwirken  des  Lehrerkollegiums  die  Allseitigkeit  nutzbar  zu 
machen,  die  ein  Gaufs  schriftstellerisch  vereinigte,  wenn  er  auch  verschmähte, 
sie  als  Lehrer  zu  bethätigen. 

3.  Über  technische  Mechanik.  Von  F.  Klein.  Die  technische  Mecha- 
nik wird  im  Gegensätze  zu  der  reinen,  theoretischen,  oder  wie  der  Vor- 
tragende sie  nennt,  zu  der  klassischen  Mechanik  gestellt.  Bewegungs- 
erscheinungen ungemein  verwickelter  Art,  deren  Ursprung  vielfach  nur 
mangelhaft  bekannt  ist,  werden  studiert.  Dieser  Eigenart,  der  Aufgabe 
entspricht  eine  Eigenart  der  Behandlung.  Man  sucht  nicht  die  wahre, 
sondern  nur  eine  von  der  w’ahren  so  wenig  als  möglich  abweichende  Lösung; 
man  sucht  sie  auf  dem  Wege  der  Annäherung;  man  bedient  sich  deshalb 
eigens  zu  diesem  Zwecke  erfundener,  insbesondere  graphischer  Methoden. 
Grade  die  Ersinnung  solcher  Methoden  und  die  Ausscheidung  des  in  erster 
Annäherung  zu  Vernachlässigenden  hat  der  eigentliche  Mathematiker  zu  ' 
leisten. 

4.  Über  darstellende  Geometrie.  Von  Fr.  Schilling.  An  eine  Schil- 
derung der  Lehrmittel  und  Lehrräume  für  den  Unteiricht  in  darstellender 
Geometrie  knüpft  sich  in  Gestalt  der  tjberschriften  von  36  Paragraphen 
das  Gerippe  des  Lehrganges  selbst. 
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5.  Einführung  in  die  Geodäsie.  Von  E.  Wiechert.  Eine  ziemlich 
ausführliche  Beschreibung  einfacher  feldmesserischer  Hilfsmittel  und  der 
damit  zu  lösenden  Aufgaben  setzt  den  Leser  in  den  Stand,  lehrend  auf 
diesem  Gebiete  zu  wirken,  vorausgesetzt  allerdings,  dafs  er  das  Können  sich 
aneigne,  welches  bei  Benutzung  der  beschriebenen  Vorrichtungen  weit  wich- 
tiger als  das  Kennen  ist. 

6.  Über  Versicherungsraathematik.  Von  G.  Bohl  mann.  Der  Vor- 
tragende erörterte  besonders  eingehend  die  Anfertigung  von  Sterblichkeits- 
tafeln unter  Berücksichtigung  der  wichtigen,  allerdings  auch  etwas  schwi^ 
rigen  Arbeiten  von  Knapp  und  von  Lexis. 

7.  Über  'Wärmekraftmaschinen.  Von  Eug.  Meyer.  Als  Hauptinhalt 
dürfen  wir  die  Angabe  der  bei  solchen  Maschinen  erzielten  thatsächlichen 
Wirkung  im  Gegensätze  zur  rechnungsmäfsig  möglichen  Wirkung  nennen. 

8.  Über  Elektrotechnik.  Von  Th.  Des  Coudres.  Die  Überschriften 
der  nur  wenig  mit  einander  in  notwendigem  Zusammenhänge  stehenden 
Unterabteilungen  sind:  das  magnetische  Feld,  das  Ohrasche  Gesetz,  Dynamo- 
charakteiistiken , Temperaturgleichgewicht  der  Maschinen,  ^virtschaftlieher 
Querschnitt  und  rentable  Spannung,  Wechselstrom,  die  Göttinger  elektrische 
Centrale. 

Dieses  sind  die  dem  Drucke  übergebenen  Vorlesungen  aus  dem  Ferien- 
kurse. Der  Anhang  vereinigt  folgende  vier  Arbeiten  von  F.  Klein.  1.  Über 
den  Plan  eines  physikalisch-technischen  Instituts  an  der  Universität  Göttingen 
(1895).  2.  Die  Anforderungen  der  Ingenieure  und  die  Ausbildung  der 

mathematischen  Lehramtskandidaten  (1896).  3.  Universität  und  technische 

Hochschule  (1898).  4.  Über  die  Neueinrichtungen  für  Elektrotechnik  und 

allgemeine  technische  Physik  an  der  Universität  Göttingen  (1899). 

Heidelberg.  M.  Cantor. 


Eugen  Netto.  Vorlesungen  über  Algebra.  In  zwei  Bänden.  Zweiter 
Band.  XII  519  Seiten  mit  eingedruckten  Holzschnitten.  Leipzig 
1900,  Teubner. 

Mit  dem  jüngst  erschienenen  zweiten  Bande  kommt  das  grofse  Algebra- 
werk des  als  Kenner  und  Forscher  der  Algebra  gleich  hochgeachteten  Herrn 
Verfassers  zum  Abschlufs.  Der  erste  Band,  der  1896  erschienen  ist,  wurde 
in  der  historisch-litterarischen  Abteilung  der  Zeitschrift  für  Mathematik  und 
Physik,  Bd.  43,  angezeigt  und  gewürdigt.  Der  vorliegende  zweite  Band 
schliefst  sich  methodisch  und  sacÜich  eng  an  den  ersten  an.  Herr  Netto 
zeigt  sich  in  Ansehung  der  Methode  auch  hier  als  überzeugter  Purist;  er 
behandelt  die  „Algebra“  mit  möglichst  rein  und  ausführlich  entwickelten 
„algebraischen“  Methoden.  Unentbehrlich  war  schliefslich  nur  die  Hinzu- 
nähme  der  Gruppentheorie.  Die  geometrischen  Entwickelungen  über  die 
Wendepunkte  der  Kurven  dritter  Ordnung  haben  nur  den  Chairakter  eines 
beiläufigen  Beispiels,  und  die  Untersuchungen  S.  374  ff.,  algebraische 
Zahlen  betreffend,  vermeiden  arithmetische  Gesichtspunkte  fa.st  ganz.  Uth 
.so  ausgiebiger  kommt  die  eigentliche  Algebra  in  Herrn  Nettos  Werk  zur 
Geltung,  und  es  eröffnet  sich  namentlich  auch  ein  übersichtlicher  Blick  über 
die  weit  verzweigte  algebraische  Litteratur.  Tn  der  That  dürften  die  viel- 
seitigen litterarischen  Angaben  des  Verfassers,  welche  durch  ein  am  Schluss« 
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angefügtes  Namenregister  noch  erhöht  zugänglich  werden,  einen  besonderen 
Wert  des  vorliegenden  Werkes  darstellen. 

Die  Gruppentheorie  hat  Herr  Netto  um  einige  neue  Benennungen  be- 
reichert. Das  Wort  „Subgruppe“  statt  „Untergruppe“  ist  zwar  nicht  so 
deutsch,  hat  dafür  aber  zwei  Buchstaben  weniger;  übrigens  hätte  diese  Be- 
nennung wohl  S.  236  bei  Einführung  der  gruppentheoretischen  Termino- 
logie genannt  werden  können.  Etwas  fremdartig  berühren  die  Benennungen 
„conjuge“  und  „autojuge“  Untergruppe.  Eine  „autojuge  Untergruppe“  heifst 
sonst  eine  „monotypische“,  „selbst-konjugierte“  oder  „ausgezeichnete“  Unter- 
gruppe oder  auch  ein  „Normalteiler“.  Verfasser  hält  die  von  englischen 
Autoren  hergenommene  Bezeichnung  „selbst-konjugierte“  Untergruppe  für 
die  treffendste,  wogegen  jedoch  zu  envidem  ist,  dafs  jede  Gruppe  sich  selbst 
konjugiert  ist;  denn  sie  wird  jedenfalls  durch  ihre  eigenen  Operationen 
in  sich  selbst  transformiert.  Das  Beste  an  den  Bezeichnungen  „conjug“ 
und  „autojug“  würde  unzweifelhaft  sein,  wenn  sie  allseitig  acceptiert  und 
ausschliefslich  in  Benutzung  genommen  würden;  doch  läfst  sich  das  nicht 
erzwingen.  Übrigens  ist  Kürze  der  Bezeichnung  gewifs  gut;  dafs  man  aber 
auch  mit  längeren  Bezeichnungen,  wenn  anders  sie  sinngemäfs  sind,  ganz 
gut  auskommen  kann,  zeigt  uns  das  Beispiel  der  Chemiker  in  überzeugender 
Weise. 

Der  Abschlufs  des  ersten  Bandes  liefs  die  Vermutung  zu,  dafs  der 
zweite  Band  zunächst  die  algebraische  Auflösung  der  Gleichungen  weiter- 
fördem  möchte,  insoweit  diese  ohne  ausführliche  Heranziehung  der  Gruppen- 
theorie durchführbar  ist.  Indessen  unterbricht  Verfasser  diesen  Gegenstand 
zunächst,  um  sich  zur  Theorie  der  Elimination  zu  wenden,  deren  Ergeb- 
nisse späterhin  zur  Verwendung  kommen.  Vorausgesandt  wird  erst  noch 
ein  Abschnitt  über  ganze  rationale  Funktionen  mehrerer  Variabein,  deren 
Irreduzibilität,  sowie  deren  Wurzelsysteme.  Die  Eliminationstheorie,  welche 
die  Vorlesimgen  33  bis  47  umfafst,  ist  so  reichhaltig  und  erschöpfend  an- 
gelegt, dafs  kein  irgend  wesentlicher  Zweig  dieses  Gegenstandes  imberück- 
sichtigt geblieben  ist.  Der  Leser  findet  hier  die  grundlegenden  Sätze  über 
Resultanten  und  Eliminanten,  die  Eliminationsmethoden  von  Kronecker,  von 
Cay ley-Sy Ivester,  die  Theorie  der  Diskriminanten  u.  a.  Auch  die  Charak- 
teristikentheorie, vermöge  deren  Kronecker  eine  weitgehende  Verallgemeine- 
rung der  Sturmschen  Sätze  erzielte,  findet  hier  ihren  Platz.  Der  funda- 
mentale Satz  von  Hilbert,  dafs  man  in  einer  irreduziblen  ganzen  ganz- 
zahligen Funktion  der  (tn  -f-  n)  Variabein  Xj,  a-j,  • • •,  Xmt,  • ♦ -,  y„ 

den  letzten  rt  Variabein  stets  solche  ganzzahligen  Werte  beilegen  kann,  dafs 
eine  „irreduzible“  Funktion  der  Xj,  x,„  resultiert,  wird  in  einer 

besonderen  Vorlesung  behandelt. 

Im  fünften  Abschnitt  (Vorlesungen  49  bis  68)  wird  erstlich  die  am 
Schlüsse  des  ersten  Bandes  unterbrochene  algebraische  Auflösung  der 
Gleichungen  insoweit  fortgeführt,  dafs  die  cyklischen  Gleichungen  sowie  die 
allgemeinen  Abel  sehen  Gleichungen  ohne  Zuhilfenahme  des  Gruppenbegriffs 
behandelt  werden.  Dann  aber  folgt  in  neun  Vorlesungen  die  Theorie  der 
Substitutionsgruppen,  wobei  der  Kontinuiät  halber  die  .\belschen  Gruppen 
voranstehen.  Nach  allgemeinen  Betrachtungen  über  die  Gesamtgruppe  aller 
n!  Substitutionen,  sowie  über  alh'rnierende  und  cyklische  Funktionen 
wendet  sich  die  Darstellung  gleich  wieder  im  speziellen  zur  linearen  Gruppe, 
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wo  der  binäre  Fall  wegen  seiner  Anwendungen  im  Gebiete  der  elliptischen 
Funktionen  besonders  interessant  ist.  Demnächst  greifen  algebraische  Ent- 
wickelungen über  die  zu  den  einzelnen  Untergruppen  gehörenden  Funktionen- 
gattungen, über  Resolventenbildung  u.  s.  w.  mit  dem  weiteren  gruppen- 
theoretischen Ausbau  die  Komposition  der  Gruppen,  die  Galoisscbe  Gruppe 
einer  Gleichung,  die  Transitivität  und  Primitivität  u.  s.  w.  betreffend  in 
einander.  Ehe  die  Anwendung  der  Gruppentheorie  zur  Gewinnung  der 
fundamentalen  Theoreme  über  algebraische  Auflösung  der  Gleichungen,  über 
auflösbare  Gleichungen  von  Primzahlgrad  u.  s.  w.  behandelt  werden,  sind 
in  einer  besonderen  Vorlesung  die  Begriffe  des  Rationalitätsbereiches,  des 
Gattungsbereiches,  der  Adjunktion  von  natürlichen,  bez.  accessorischen  Irra- 
tionalitäten u.  s.  w.  zu  entwickeln.  Mit  den  alsdann  folgenden  Sätzen 
über  algebraische  Auflösung  der  Gleichimgen  erreicht  die  Darstellung  ihren 
Höhepunkt.  Als  Anwendungen  werden  einmal  die  beim  Problem  der 
Wendepunkte  einer  Kurve  dritter  Ordnung  auftretenden  Gleichungen  behan- 
delt, andererseits  sind  die  beiden  letzten  Vorlesungen  den  algebraisch  auf- 
lösbaren Gleichungen  fünften  Grades  und  der  allgemeinen  Gleichung  dieses 
Grades  gewidmet. 

Bei  der  erschöpfenden  Art,  mit  welcher  der  Herr  Verfasser  seine 
Gegenstände  zu  behandeln  pflegt,  war  es  ihm  unmöglich,  ohne  weit  mehr 
Raum  zu  brauchen,  alle  mit  dem  letzten  Abschnitt  in  Berührung  stehenden 
neueren  Untersuchungen  anderer  Algebraforscher  zur  Darstellung  zu  bringen. 
Indessen  besteht  nach  einer  Andeutung  des  Verfassers  die  Hoffnung,  dafs  er 
in  dieser  Hinsicht  bei  anderer  Gelegenheit  noch  eine  Ergänzung  nachfolgen 
lassen  wird. 

Braunschweig.  Fricke. 

Le  Perspecteur.  Appareil  invente  par  Ch.  T.  Ziegler,  Geneve.  Librairie 
R.  Burkhardt.  1899.  14  S. 

Es  giebt  manche  Apparate,  mit  denen  aus  Grund-  und  Aufrifs  ein  per- 
spektivisches Bild  gezeichnet  werden  kann.  Zu  den  einfachsten  gehört  wohl 
der  „Perspecteur“,  und  deshalb  machen  wir  hier  auf  denselben  aufmerksam. 
Derselbe  gleicht  einem  Zirkel,  durch  dessen  Kopf  C aufser  den  2 Armen 
noch  eine  feste  Stange  geht.  Die  Arme  können  bei  der  gleichzeitigen  Be- 
wegung stets  so  eingestellt  werden,  dafs  ihr  Winkel  durch  die  feste  Stange 
halbiert  wird.  Ist  dann  C das  Projektionszentrum  (Auge\  und  durchläuft 
die  Spitze  des  einen  Armes  (le  flirecteur)  eine  Figur  (Grundrifs,  Fa^ade 
etc.),  so  zeichnet  der  andere  Arm  (le  traceur)  auf  jede  beliebige  Ebene  das 
perspektivische  Bild.  Zum  praktischen  Gebrauche  sind  mit  dem  Apparate 
noch  3 Ebenen  in  Verbindung  gebracht,  welche  leicht  als  Grundrifsebene. 
Aufrifsebene  und  perspektivische  Bildebene  eingestellt  werden  können. 

Besonders  bequem  gestaltet  sich  die  Anwendung  des  Apparates,  wenn 
aus  den  Höhenkurven  einer*  Karte  das'’ Panorama  in  Vogelperspektive  ge- 
zeichnet werden  soll.  Diese  Aufgabe  führte  den  Erfinder  zur  Konstruktion 
des  Apparates.  Er  läfst  sich  aber  auch  zur  Herstellung  von  architekto- 
nischen Perspektivbildem  benutzen. 

Zürich.  Christian  Betel. 
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F.  Hochheim.  über  eine  Art  der  Erzeugung  der  Kurven  dritter 
Klasse  mit  einer  Doppeltangente.  Leipzig  1899,  B.  G.  Teubner.  50  S. 

Es  ist  eine  durchaus  fleilsige  Arbeit.  Doch  dürfte  den  Verf.,  der  eine 
Fortsetzung  seiner  Untersuchungen  in  Aussicht  stellt,  eine  genauere  Kennt- 
nis der  Litteratur,  z.  B.  der  Theorie  der  mehrdeutigen  geometrischen  Ele- 
mentargebilde und  der  algebraischen  Kurven  und  Flächen  als  deren  Er- 
zeugnisse von  Emil  VVeyr,  Leipzig,  B.  G.  Teubner  1869,  belehren,  dafs 
die  von  ihm  behandelte  Aufgabe  bereits  gelöst  ist.  Insbesondere  sind  die 
von  ihm  „rekurrierend“  genannten  Punktreihen  als  einzweideutige  Gebilde 
längst  bekannt. 

Berlin.  E.  Jahnke. 

Felix  Müller.  Mathematisches  Vokabularium.  Französisch-deutsch  und 
deutsch-französisch,  enthaltend  die  Kunstausdrücke  aus  der  reinen  und 
angewandten  Mathematik,  Erste  Hälfte:  Französisch -deutscher  Teil. 
Leipzig  1900,  B.  G.  Teubner.  Paris  1900,  Gauthier-Villars.  IX,  132  S. 

Wem,  und  wäre  er  der  französischen  Sprache  noch  so  mächtig,  wäre 
es  noch  nicht  vorgekommen,  dafs  er  beim  Lesen  einer  französischen  Ab- 
handlung über  ein  Wort  strauchelte,  von  welchem  er  nicht  gleich  wufste, 
welchem  in  Deutschland  üblichen  Ausdrucke  es  entspreche?  Nimmt  er  aber 
das  beste,  das  vollständigste  Wörterbuch  zur  Hand,  so  bleibt  er  ratlos  wie 
vorher;  denn  es  enthält  das  betreflfende  Wort  entweder  überhaupt  nicht, 
oder  doch  nicht  in  dem  fachmännischen  Sinne,  dessen  er  bedarf.  Genau 
ebenso  geht  es  unseren  westlichen  Nachbaren  beim  Lesen  einer  deutschen 
Abhandlung  über  reine  oder  angewandte  Mathematik.  Die  Klage  ist  alt, 
eine  Abhilfe  schien  schwer.  Herr  Müller  hat  gezeigt,  dafs  sie  möglich  ist. 
Wir  haben  heute  die  erste  Hälfte  des  mühsam  vollendeten  Buches,  den 
französisch -deutschen  Teil,  vor  uns,  dem  der  deutsch-französche  nachfolgen 
soll.  Ein  derartiges  Buch  liest  man  nicht,  kann  man  nicht  lesen.  Man  kann 
nur  Stichproben  anstellen,  und  das  haben  wir  gethan.  Wir  haben  die  aus- 
gefallensten, die  landläufigsten  Wörter  aufgeschlagen.  Jene  fanden  wir  nicht 
unerwähnt,  an  diesen  war  der  Verfasser  nicht  achtlos  vorübergegangeu,  ein 
Versehen,  welches  nur  zu  leicht  vorkommt.  Wir  fanden  überall,  wo  wir 
nachsuchten,  die  richtigen  Übersetzungen,  aber  mitunter  auch  noch  mehr, 
nämlich  die  sehr  erwünschte  kurze  Angabe,  wann  und  von  wem  das  Wort 
gebildet  oder  in  fachwissenschaftlichen  Gebrauch  genommen  worden  ist. 
Wir  können  das  Buch  mit  gutem  Gewissen  aufs  dringendste  empfehlen. 
Es  gehört  unbedingt  in  die  Bibliothek  einer  jeden  Mittelschule;  aber  auch 
der  einzelne  Mathematiker  wird,  sofern  er  in  bleibender  Verbindung  mit 
seiner  Wissenschaft  zu  stehen  wünscht,  kaum  umhin  können,  den  „Felix 
Müller“,  wie  das  Vokabularium  bald  kurzweg  heifsen  dürfte,  anzuschaflfen. 

Heidelberg.  M.  Cantor. 

0.  Dziobek.  Lehrbuch  der  analytischen  Geometrie.  I.  Teil.  Ana- 
lytische Geometrie  der  Ebene.  Berlin,  Hans  Th.  Hoffmann,  1900. 
350  S.  8®.  85  Fig. 

Referent  ist  häufig  von  Studierenden  der  technischen  Hochschule  ge- 
beten worden,  ihnen  ein  für  sie  geeignetes  Lehrbuch  der  analytischen  Geo- 
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metrie  zu  nennen,  und  ist  dabei  immer  in  eine  gewisse  Verlegenheit  gekommen; 
gerade  deshalb  begrüfst  er  mit  besonderer  Freude  das  vorliegende  Werk, 
dessen  Verfasser,  ein  langjähriger,  bewährter  imd  beliebter  Dozent  der  Cha^ 
lottenburger  Hochschule,  es  verstanden  hat,  in  seinem  Buche  den  frischen 
lebendigen  Stil  des  mündlichen  Vortrages  festzuhalten;  die  Probleme  werden 
nicht  blofs  gelöst,  sondern  es  werden  auch  genau  die  Schwierigkeiten  hervor- 
gehoben, die  Klippen,  an  denen  der  Anfänger  scheitern  kann.  Die  Elemente  sind 
musterhaft  klar  und  breit  dargestoUt,  nirgends  aber  wird  dem  Leser  das  eigene 
Nachdenken  gespart;  auch  bei  den  einfachsten  Dingen  werden  die  Beziehungen 
zu  tiefer  liegenden  Fragen  aufgedeckt  und  angeregt.  Jedem  Paragraphen 
sind  einige  Übungsaufgaben  angehängt;  ihre  Lösung  erfordert  nicht  blols 
genaues  Verständnis,  sondern  meist  auch  längere,  algebraische  oder  numerische 
Rechnungen;  im  Anhang  sind  die  Lösungen  in  knapper  Form  mitgeteilt 
Einige  Angaben  über  den  Umfang  des  StoflFes  mögen  das  Gesagte  ergänzen 
und  bestätigen. 

Im  ersten  Abschnitt  (§  1 — 5)  finden  wir  zunächst  die  Geometrie  der 
geraden  Linie  und  des  Strahlenbüschels;  die  ganz  ausführliche  Behandlung 
des  Doppelverhältnisses  und  der  linearen  Substitutionen  wird  alsdann  für 
Perspektive,  projektive  und  involutorische  Beziehungen  verwertet.  Dann 
erst  kommen  die  Koordinatensysteme,  die  Transformationsformeln  und  die 
Grundaufgaben  der  analytischen  Geometrie  zur  Erledigung.  Der  zweite  Ab- 
schnitt (§  6 — 11)  erläutert  die  Beziehungen  zwischen  Kurve  und  Gleichung 
ausführlich  an  gut  gewählten  Beispielen,  die  historisch  oder  technisch  interessant 
sind;  es  folgt  die  Parameter-Darstellung,  die  Einteilung  der  Kurven.  An 
die  verschiedenen  Formen  der  Gleichung  der  geraden  Linie  knüpft  sich  die 
Einführung  der  Linienkoordinaten;  die  Methode  der  abgekürzten  Bezeichnung 
wird  u.  a.  auf  die  Konfiguration  von  Perspektiven  Dreiecken  angewendet. 
Der  dritte  Abschnitt  (§  12 — 18)  behandelt  Kreis  und  Kreisbüschel,  die 
wichtigsten  speziellen  Eigenschaften  und  Erzeugungsarten  der  Kegelschnitte, 
die  Diskussion  der  allgemeinen  Gleichung  zweiten  Grades,  ihre  Ausnahme- 
tälle  und  einige  numerische  Beispiele.  Der  vierte  Abschnitt  endlich  (§19—  26) 
giebt  eine  Reihe  von  Ergänzungen;  er  beginnt  mit  dem  Transversalen-Satz 
und  den  Sätzen  von  Pascal  und  Brianchon;  nach  einer  DarsteUung  der 
Determinantenlehre  folgt  die  Einführung  homogener  Koordinaten,  die  Theorie 
von  Pol  und  Polare  und  zwar  auf  quadratische  und  bUinesu-e  Formen  gestützt, 
die  projektiven  Erzeugimgen  der  Kegelschnitte,  Kegelschnittbüschel  und 
Schar,  Abbildungen  und  geometrische  Verwandtschaften. 

Berlin.  Richard  Müller 


F.  Klein,  über  die  Neueinrichtung  für  Elektrotechnik  und  allge- 
meine technische  Physik  an  der  Universität  Göttingen.  Mit  einer 
Antwort  auf  die  von  Prof.  Slaby  in  der  Sitzung  des  proufsischen  Herren- 
hauses vom  30.  März  1900  gehaltene  Rede.  Leipzig  1900,  B.  G.  Teubner. 
23  S. 

Universität  imd  technische  Hochschule  waren  einst,  insbesondere  in 
Deutschland,  Bildungsstätten  durchaus  verschiedener  Natur.  Die  Vorbildung 
ihrer  Zöglinge  war  eine  verschiedene,  und  veischieden  w’ar,  wne  der  Zweck. 
auch  der  Inhalt  des  dort  Gelehrten.  Die  technische  Hochschule  war  es. 
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wenn  wir  nicht  sehr  irren,  welche  den  Gegensatz  zuerst  einigermafsen  aus 
dem  Wege  räumte,  indem  sie  die  wenigstens  teilweise  Ausbildung  von  Mittel- 
schullehrem  auf  ihr  Progi*amm  setzte  und,  um  dieser  Aufgabe  gerecht  zu 
werden,  Vorlesungen  halten  liel's,  an  denen  kaum  je  andere  Zuhörer  als 
solche,  die  sich  dem  Lehrfache  widmen  wollten,  teilnahmen.  Wir  erinnern 
uns  nicht,  dafs  die  Universitäten  versucht  hätten,  dem  entgegenzutreten.  Nun 
hat  die  Universität  Göttingen  ihrerseits  einen  entsprechenden  Schritt  gewagt. 
Sie  hat  Einrichtungen  getroffen,  und  zwar  imter  Aufwendung  reicher  Privat- 
mittel getroffen,  welche  es  ihren  Studierenden  ermöglicht,  Elektrotechnik  imd 
allgemeine  technische  Physik  theoretisch  und  praktisch  zu  erlernen,  ohne  die 
Universität  zu  verlassen.  Alsbald  wurde  wenigstens  von  Seiten  einzelner 
Lehrer  an  technischen  Hochschulen  lebhafter  Widerspruch  erhoben.  Herr  Felix 
Klein  hat  in  der  uns  vorliegenden  Broschüre  die  Antwort  auf  diesen  Wider- 
spruch erteilt,  wie  es  sein  Recht,  wir  möchten  fast  sagen  seine  Pflicht  war; 
denn  nur  durch  seinen  in  alle  in  Betracht  kommenden  Schichten  tief  ein- 
greifenden Einflufs  ist  der  Göttinger  Versuch  möglich  geworden.  Was  aus 
die.sem  Versuche  schRefslich  wird,  das  ist  eine  ganz  andere  Frage,  und  wir 
wagen  es  nicht,  den  Schleier  der  Zukunft  lüften  zu  wollen.  Wird  es  mög- 
lich sein,  für  längere  Dauer  Privatmittel  wie  seither  flüssig  zu  machen? 
Wird  der  Staat  mit  Rücksicht  auf  erzielte  Erfolge  vor  den  Rifs  treten? 
Wird  er  es  können,  wenn  etwa  in  dem  kleinen  Grofsherzogtum  Baden  die 
beiden  vorhandenen  Universitäten  auf  ähnliche  Erw'eiterung  ihrer  Anstalten, 
ihrer  Lehrkräfte  Anspruch  erheben,  während  zugleich  die  technische  Hoch- 
schule in  Karlsruhe  mit  Recht  verlangt,  in  den  ihr  nötigen  Zuwendungen 
nicht  verkürzt  zu  werden?  Wird  einzig  Göttingen  ausersehen  bleiben,  die 
glücklich  zur  Geltung  gebrachte  Doppelrolle  weiter  zu  spielen?  Das  sind 
Einzelfragen,  in  welche  die  oben  gestellte  Frage,  deren  Beantwortung  wir 
verw’eigerten,  zerfällt,  und  welche  sich  leicht  vermehren  liefsen. 

Heidelberg.  M.  Cantor. 


P.  Sauerbeck.  Lehrbuoli  der  Stereometrie  nebst  Eahlreiohen 
Übungen  und  einem  Abschnitt  über  Krystallographie.  Stuttgart 
1900.  A.  Bergsträfser.  291  S.  M.  6. 

Die  Stereometrie  gehört  zu  den  schwierigeren  Unterrichtsgegenständen 
am  Gymnasium.  Die  vorliegende  Arbeit  ist  ein  ausgezeichneter  Wegweiser, 
um  die  mannigfachen  Schwierigkeiten  zu  überwinden.  Sie  tritt  den  be- 
kannten Lehrbüchern  von  Hauck,  Martus  und  Schwering  ebenbürtig  an 
die  Seite. 

Der  Verf.  geht  von  dem  Gesichtspunkt  aus,  „das  vielfach  in  neuester 
Zeit  zu  Gunsten  der  algebraischen  Rechnung  zurückgedrängte  geometrische 
Moment  wieder  mehr  zur  Geltung  zu  bringen;  denn  die  Hauptaufgabe  der 
Stereometrie  ist  und  bleibt  die  Pflege  räumlicher  Anschauung“. 

Das  Lehrbuch  umfasst  7 Abschnitte.  In  den  drei  ersten  (S.  1 — 59) 
werden  die  allgemeinen  und  besonderen  Lagen  Verhältnisse  von  Punkt,  Gerade 
und  Ebene  besprochen.  Hier  wird  u.  a.  das  Dualitätsprinzip  (der  Verf. 
spricht  vom  „Gesetz“  der  Dualität;  dieser  Ausdruck  ist  wohl  nicht  ganz 
korrekt,  da  sich  das  Dualitätsprinzip  doch  nicht  beweisen  läfst)  erörtert  und 
auf  zahlreiche  BeLspiele  angewendet,  ferner  der  Desarguessche  Satz  herange- 
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zogen,  der  überhaupt  für  eine  Einführung  in  die  Raumanschauung  besonders 
geeignet  ist,  und  im  Anschlufs  an  Monges  Geometrie  descriptive  wird  eine 
Einleitung  in  die  Methoden  der  darstellenden  Geometrie  gegeben.  Wie  in 
allen  Teilen  der  Arbeit,  so  findet  sich  auch  hier  eine  Fülle  von  Beispielen 
und  Aufgaben. 

Der  vierte  Abschnitt  (S.  59 — 84)  handelt  von  den  natürlich  vor- 
kommenden Vielflächnern,  den  Krystallen.  Gegenstand  des  fünften  Ab- 
schnitts sind  die  Beziehungen  der  Kugel  zu  ihrem  Zentralstrahlenbündel,  wo- 
bei u.  a.  das  Dreikant  und  die  Geometrie  auf  der  Kugel  untersucht  werdea 
Der  sechste  Abschnitt  beschäftigt  sich  mit  den  Umdrehungsflächen.  Hier 
werden  u.  a.  die  Schnitte  des  Kreiscylinders  und  Kreiskegels  eingehend  be- 
trachtet und  ferner  die  bekanntesten  Abbildungen  der  Kugel  dargelegt. 
Der  letzte  Abschnitt  enthält  Berechnungen  von  Oberflächen  und  Raum- 
inhalten von  Körpern,  insbesondere  auch  Aufgaben  über  Maxima  und  Minima. 
Hervorzuheben  sind  hier  das  delische  Problem,  wo  die  von  Archjtas  und 
Menächmus  herrührenden  Lösungen  eines  besonderen  Falles  und  die  allge- 
meine Lösung  mittels  der  Wende-  imd  Neil  sehen  Parabel  eingehend  be- 
sprochen werden,  ferner  das  Cavalieri  sehe  Prinzip  (der  Verf.  spricht  vom 
„Satz“  des  Cavalieri,  obwohl  sich  derselbe  bekanntlich  nicht  beweisen  läfst) 
und  die  Simpson  sehen  Körper,  welche  die  Eigenschaft  haben,  dafs  sich 
der  Inhalt  einer  zur  Grundfläche  parallelen  Schnittfläche  durch  eine  ganze 
rationale  Funktion  von  höchstens  drittem  Grade  des  Abstandes  darstellen  läfst 

Berlin.  E.  Jahnxe. 


M.  Brückner.  Vieleoke  und  Vielflaohe.  Theorie  und  Geschichte. 

Leipzig  1900.  B.  G.  Teubner.  227  S. 

Seitdem  durch  Chr.  Wiener  in  seiner  klassischen  Schrift  „Über  Viel- 
ecke und  Vielflache“  die  Theorie  der  regelrnäfsigen  Polygone  und  Polyeder 
höherer  Art  zum  Abschlufs  gebracht  worden  ist,  hat  die  Lehre  von  den 
durch  Gerade  und  Ebenen  begrenzten  Gebilden  bedeutende  Fortschritte  auf- 
zuweisen.  Einerseits  handelt  es  sich  dabei  um  das  noch  heute  ungelöste 
Problem,  sämtliche  von  einer  bestimmten  Anzahl  Flächen  begrenzten  Viel- 
flache zu  bestimmen,  ein  Problem,  das  Herr  V.  Eberhardt  zu  einem  vor- 
läufigen Abschlufs  gebracht  hat. 

Andererseits  haben  die  Untersuchungen  besondere  Vielecke  und  V'iel- 
flache  zum  Gegenstand,  die  als  gleicheckige,  gleichkantige,  gleichflächige 
u.  s.  w.  bezeichnet  werden. 

Auf  Grund  der  Originalarbeiten  stellt  der  Verf.  die  Theorie  der  Viel- 
ecke und  Vielflache  und  die  Hauptzüge  ihrer  geschichtlichen  Entwickelung 
im  Zusammenhang  dar,  wobei  er  Wert  darauf  legt,  mit  möglichster  An- 
schaulichkeit in  die  wichtigsten  Probleme  einzu führen  imd  Lücken  er- 
kennen zu  lassen,  die  ihrer  Ausführung  noch  harren. 

Der  Stoff*  ist  in  sechs  Abschnitte  gegliedert:  A.  Allgemeine  Theorie 
der  Vielecke.  B.  Besondere  Vielecke.  C.  Allgemeine  Theorie  der  Vielflache. 
D.  Theorie  der  Eulerschen  Vielflache.  E.  Die  besonderen  Euler  sehen  Viel- 
flache. F.  Die  besonderen  Vielflache  höherer  Art. 

Jeder  dieser  Abschnitte  enthält  längere  historische  Bemerkungen  von 
hohem  Interesse.  Aufserdem  sind  neben  den  zahlreichen  Figuren  im  Text 
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7 lithographierte  und  5 Lichtdruck-Doppeltafeln  beigegeben,  um  eine  mög- 
lichst ausgedehnte  Veranschaulichung  zu  erstreben.  Diese  Reproduktionen 
sind  nach  Modellen  ausgeführt,  welche  der  Verf.  hergestellt  hat. 

Das  hochinteressante  Werk  verdient  weiteste  Verbreitung  und  sollte 
m der  Bibliothek  keiner  höheren  Lehranstalt  fehlen. 

Berlin.  £.  Jahnke. 


F.  Enriques.  Questioni  riguardanti  la  geometria  elementare  trattate 
da  U.  Amaldi,  E.  Baroni,  L.  Bonola,  B.  Calö,  G.  Castelnuovo, 
A.  Conti,  E.  Daniele,  F.  Enriques,  A.  Giaoomini,  A.  Guarduooi, 
G.  Vitali,  raocolte  e coordinate  da  F.  Enriques.  Bologna  1900, 
N.  Zanichelli.  532  S. 

Es  ist  eine  Sammlung  von  Artikeln,  in  denen  die  Grundlagen  und 
Fnndamentalprobleme  der  elementaren  Geometrie  besprochen  werden. 

Der  erste  Artikel,  dessen  Verfasser  der  Herausgeber  ist,  handelt  von 
der  wissenschaftlichen  und  didaktischen  Bedeutung  der  Fragen,  die  auf  die 
Prinzipien  der  Geometrie  Bezug  haben.  Im  besonderen  bilden  den  Gegen- 
stand von  Artikel  2 — 6:  die  verschiedenen  Definitionen  der  Geraden  und 
der  Ebene,  die  Verwendung  der  Kongruenz  und  der  Bewegung  sowie  der 
Stetigkeit  in  der  elementaren  Geometrie,  die  Theorie  der  Äquivalenz  und 
der  Parallolentheorie  sowie  die  nichteuklidische  Geometrie. 

Die  übrigen  Artikel  7 — 14  beschäftigen  sich  mit  bestimmten  Problemen 
der  Elementargeometrie,  nämlich  mit  den  verschiedenen  Methoden,  die 
bei  der  Lösung  geometrischer  Aufgaben  zur  Anwendung  kommen,  mit  der 
Lösung  geometrischer  Aufgaben  sei  es  allein  mit  Hülfe  des  Zirkels,  sei  es 
mit  Hülfe  von  Zirkel  und  Lineal,  mit  der  algebraischen  Auflösbarkeit  der 
Gleichungen  mittelst  Quadratwurzeln,  mit  der  Konstruktion  des  regulären 
Zehnecks,  mit  der  Würfel  Verdoppelung  und  Winkeldreiteilung  imd  endlich 
mit  der  Quadratur  des  Kreises. 

Ref.  möchte  diese  Gelegenheit  benutzen,  um  auf  ein  interessantes  Ge- 
biet der  elementaren  Geometrie  hinzuweisen,  das  noch  wenig  verbreitet  sein 
dürfte,  das  aber,  vielleicht  mehr  als  mancher  der  obigen  Artikel,  verdiente 
durch  Auinahme  in  eine  solche  Sammlung  weiteren  Kreisen  bekannt  zu 
werden,  ich  meine  die  von  E.  Lemoine  begründete  „Geometrographie“. 

Berlin.  E.  Jahnke. 


La^ange  (1772)  und  Cauchy  (1819).  Partielle  Differentialgleiohungen 
erster  Ordnung,  herausgegeben  von  Gerb.  Kowalewski.  Leipzig 
1900,  Engelmann.  54  S.  (Ostwald's  Klassiker  Nr.  113.) 

Zahlreiche  Schriftsteller  haben  sich  in  zahlreichen  Abhandlungen  mit 
den  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  beschäftigt,  bevor  die 
Aufgabe  als  gelöst  betrachtet  werden  durfte.  Durch  Herrn  Kowalewski 
sind  zwei  dieser  Arbeiten  in  deutscher  Übersetzung  herausgegeben,  eine  von 
Lagraoge  und  eine  von  Cauchy.  Jene  leistete  die  Zimickführung  auf 
lineare  partielle  Differentialgleichungen,  wenn  auch  zunächst  ohne  diese 
letzteren  zu  integrieren.  Diese  ging  von  dem  Falle  zweier  unabhängigen 
Veränderlichen  aus  und  suchte  bei  der  in  diesem  Falle  leichten  geometri- 

ArclÜT  der  Mathematik  und  Pbyeik.  UI.  Beihe.  U.  14 
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sehen  Deutung  eine  durch  eine  gegebene  Kurve  hindurchgehende  Integral- 
fläche zu  gewinnen.  Herr  Kowalewski  zeigt  in  seinen  Zusätzen,  wie 
Methode  Lagranges  von  Monge,  die  Cauchys  von  Lie  zur  Klarheit  and 
Anschaulichkeit  gebracht  wurde. 

Heidelberg.  M.  Cantob. 

H.  Poincar^.  Cindmatique  et  mdcanismes,  potentiel  et  möcaniqne 
des  fluides.  Cours  professe  a la  Sorbonne.  Redige  par  A.  G ui  11  et. 
Paris  1900.  Carre  et  Naud.  385  S. 

Das  Werk  ist  aus  Vorlesungen  hervorgegangen,  die  der  berühmte 
Verfasser  an  der  Sorbonne  gehalten  hat.  Es  besteht  aus  zwei  Teilen,  deren 
erster  von  der  Kinematik  handelt  und  die  Theorie  der  wichtigsten  Mecha- 
nismen bringt,  während  der  zweite  das  Potential  und  die  Hydrodynamik 
zum  Gegenstände  hat. 

Der  erste  Teil  ist  der  ungleich  interessantere,  er  enthält  eine  durchaus 
eigenartige  Darstellung  der  Kinematik.  Die  geometrischen  Methoden  treten 
im  allgemeinen  hinter  den  analytischen  zurück ; und  um  beiden  Richtungen  ge- 
recht zu  werden,  kommt  vielfach  die  Vektorentheorie  zui*  Anwendung.  Diese  ver- 
leiht gerade  dem  einleitenden  Kapitel  eine  bemerkenswerte  Klarheit  und  Eleganz. 

Unter  den  Übergangsmechanismen  werden  mit  besonderer  Ausführlich- 
keit die  Zahnräder  behandelt  und  im  Anschlufs  das  schraubenförmige  Ge- 
triebe von  Hooke  und  White,  das  konische  Getriebe  und  das  cardanische 
Gelenk,  welche  sämtlich  die  Kreisbewegung  wieder  in  eine  Kreisbewegung 
Umsetzen,  sodann  die  Pleuelstange,  der  Excenter  und  der  Stephensonsche 
Schieber,  welche  ihrerseits  die  Kreisbewegung  in  eine  hin-  und  hergehende 
geradlinige  umwandeln,  und  endlich  das  Wattsche  Parallelogramm,  welches 
eine  hin-  und  hergehende  Kreisbewegung  in  eine  hin-  und  hergehende  gerad- 
linige Bewegung  umsetzt. 

Im  ersten  Kapitel  des  zweiten  Teiles  wird  der  Begriff  des  Kraftflusscs 
eingeführt  und  in  seiner  Bedeutung  dargelegt;  das  zweite  Kapitel  bringt 
das  Green  sehe  Theorem  nebst  Anwendungen,  das  dritte  enthält  die  An- 
ziehung des  Ellipsoids.  Der  Verf.  bedient  sich  hier  der  elliptischen  Koor- 
dinaten, führt  die  korrespondierenden  Punkte  ein  und  gelangt  zunächst 
zur  Anziehung  einer  unendlich  dünnen  Ellipsoid-Schale  auf  einen  Punkt 
Um  die  Anziehung  eines  Ellipsoids  auf  einen  äufseren  Punkt  zu  finden, 
leitet  der  Verf.  das  Ivo ry sehe  Theorem  ab. 

Das  vierte  und  fünfte  Kapitel  behandeln  die  Hydrostatik  tmd  Hydro- 
dynamik, insbesondere  die  Gleichgewichtsbedingungen  schwimmender  Körper 
und  die  Helmholtzschen  Wirbel. 

Berlin.  E.  Jahnxe. 


Bemerkung.  — Die  in  Bd.  I dieser  Zeitschrift  S.  365  gedruckte  Besprechung 
der  „Elemente  der  Stereometrie“  von  G.  Holzmüller  ist  ohne  Vorwissen 
des  Referenten  veröffentlicht.  Nachdem  Herr  G.  Holzmüller  sein  genanntes  Werk 
aus  der  Sammlung  Schubert  herausgenommen  und  selbständig  publiziert  hatte, 
wurde  die  erwähnte  Besprechung  seitens  des  Referenten  zurückgezogen.  Der  Ab- 
druck geschah  nur  infolge  eines  durch  den  Redaktionsw'echsel  der  Zeitschrift 
begründeten  Versehens. 

Braimschweig.  Faicia. 
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L Aufgaben  und  Lehrsätze.  Lösungen. 

A.  Aufgaben  und  Lehrsätze. 

26.  Lorsqu'ime  courbe  Ä est  susceptible  d'etre  decrite  par  points 
determines  avec  la  regle  et  le  compas  et  qu'on  veut  placer  un  point  de  A, 
on  peut  le  faire  d’un  nombre  inhni  de  manieres  suivant  les  donees  que 
Ton  choisit  pour  determiner  la  courbe  et  suivant  les  teoremes  que  Ton 
aplique  pour  en  deduire  la  position  du  point. 

Le  coeficient  de  simplicite  du  simbole  geometrografique  du  trace  le 
plus  simple  que  Ton  trouve  pour  un  point  de  Ä en  partant  de  ccrtaines 
donees  qui  determinent  la  courbe,  sera  dit  la  simpUcitS  ponctuHe  de  A 
corespondant  u ces  donees, 

Le  groupe  de  donees  qui  conduira  pour  placer  un  point  de  A a la 
simplicite  ponctuMe  la  plus  petite,  sera  dit  le  grottpe  geomitrografique  ponc- 
tuel  de  A et  le  coeficient  de  simplicite  de  ce  trace  le  plus  simple,  sera 
dit:  la  simplicite  ponctuele  absolue  de  A, 

Pour  fixer  les  idees  suposons  qu’il  s'agisse  d'^tudier  a ce  point  de  vue 
le  place  d'un  point  de  la  courbe  A qui  serait  une  elipse.  A peut  etre 

definie  en  grandeur  et  en  direction  1®  par  Faxe  focal  et  les  foyers; 

2°  par  5 points;  3®  par  un  axe  et  un  point;  4®  par  un  foyer  et  3 points  etc.  etc. 
D s’agit  d’etudier  la  simplicite.  ponctuele  de  l' elipse  corespondant  d chaque 
cas  de  donees,  de  trouver  le  groupe  geometrografique  ponctud  de  V elipse  et 
la  simplicite  ponctuele  absolue  de  cete  courbe.  On  cherchera,  dans  tous  ces 
cas,  la  simplicite  de  la  determination  de  n points. 

Le  champ  d’etude  est  t^riquement  iliimite,  meme  pour  une  seule 
courbe;  mais  il  est  clair  que  Tinteret  se  concentre  sur  les  cas  les  plus  usuels 
de  donees  et  sur  les  courbes  les  plus  conues.  De  nombreuses  questions 
peuvent  se  grefer  sur  cele-ci;  par  exemple:  un  point  de  l'elipse  est  evidem- 
ment  plus  simple  a placer  si  les  don^s  sont  Faxe  focal  et  les  foyers  que 

si  les  donees  sont  5 points;  alors  quel  nombre  n de  points  faut-il  avoir  a 

placer  pour  qu'il  soit  plus  simple  en  partant  des  cinq  points  dones,  de 
determiner  les  axes  et  les  foyers  et  d’apliquer  ensuite  la  construction  ponc- 
tuele  qui  se  raporte  au  cas  oü  Faxe  et  les  foyers  sont  les  donees,  que 
d'*apliquer  au  trace  de  chacun  des  n points  dones  la  construction  ponctuele 
qui  corespond  au  cas  ou  les  don4es  sont  5 points?  etc. 

On  etudiera  les  courbes  principales,  ovales  de  Descartes,  lima^ons 
de  Pascal,  cissotdes  droite  et  oblique,  strofo'ldes  etc.  etc. 
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En  construisant  une  courbe  Aj  non  plus  par  ses  points,  mais  par  ses 
tangentes,  il  y a Tetude  analogue  a faire,  en  prenant  les  memes  definitions 
que  precedemment,  mais  en  y changeant,  chaque  fois  qu’ils  s’y  trouvent, 
les  mots  de  simplicite  pmctuele  en  ceus  de  simplicite  tangentiele. 

Paris,  22  mai  1901.  E.  Lemoike. 


27.  n y a des  problemes  cel^bres  dont  quelques -\ms  sont  etudies 
depuis  des  siecles  par  les  geometres  et  ont  re9u  de  tres  nombreuses  Solutions; 
je  citerai  par  exemple:  Mener,  par  un  point  Ä de  la  bissectrice  d'un  angle 
done,  une  droite  sur  laquMe  les  cotes  de  l’angle  interceptent  une  longueur 
don4e;  le  probleme  dit  de  la  Section  de  raison]  le  probleme  de  Malfatti; 
le  Probleme  d'Apollonius  de  construire  les  8 cercles  tangents  a trois 
cercles  dones;  la  determination  du  point  k tel  que  la  some  des  cares  de 
ses  distances  a n droites  donees  soit  minima  etc.  II  serait  tres  interessant 
de  consacrer  a chacun  de  ces  problemes  une  monografie  oü  les  Solutions 
diferentes  seraient  exposees,  oü  serait  etabli  leur  simbole  geometrografique, 
decidant,  par  consequent,  quMe  est  cMe  des  Solutions  qui  conduit  a Is 
Solution  geometrografique  du  probleme. 

Paris,  22  mai  1901.  E.  Lemoike. 


28.  In  der  Ebene  seien  zwei  auf  einander  senkrecht  stehende,  sich  in 
0 schneidende  Geraden  a und  h und  ein  Punkt  P gegeben.  Wird  über 
OP  als  Durchmesser  ein  Kreis  gezeichnet  und  durch  P eine  Gerade  so 
gelegt,  dafs,  wenn  A und  B ihre  Schnittpunkte  mit  a und  t,  ^ ihren 
zweiten  Schnittpunkt  mit  dem  Kreise  bezeichnen,  AP=QB  wird,  so  hat 
die  Strecke  AP  die  Minimumseigenschaft  gegenüber  den  Strecken,  die  auf 
anderen,  durch  P legbaren  Geraden  von  a und  h begrenzt  werden.  Man 
beweise  den  Satz  auf  kinematischem  Wege  und  suche  eine  Konstruktion 
der  Minimumstrecke  AB  auch  für  den  Fall,  dafs  a nicht  senkrecht  zn 
b steht. 

Königsberg  i.  Pr.  E.  Müller. 

29.  In  der  Ebene  seien  6 keiner  Kurve  2.  0.  angehörende  Punkte  ge- 
geben. Wird  durch  je  5 von  ihnen  die  durch  sie  bestimmte  Kurve  2.  0. 
gelegt,  so  schneiden  je  5 dieser  Kurven  auf  allen  durch  ihren  gemeinsamen 
Punkt  gehenden  Geraden  projektive  Punktgruppen  aus. 

Königsberg  i.  Pr.  E.  Müller. 


30.  Ein  beweglicher  materieller  Punkt,  der  von  einem  festen  Zentrum 
nach  dem  Newtonschen  Gesetze  angezogen  wird,  hat  beim  Beginne  der 
Bewegung  den  Abstand  1 m von  dem  festen  Punkte  und  die  Geschwindig- 
keit 5 cm,  deren  Richtung  mit  der  Verbindungslinie  beider  Punkte  dea 
Winkel  60*^  einschliefst.  Die  Umlaufszeit  beträgt  eine  Minute.  Die  Be- 
wegung zu  untersuchen,  insbesondere  die  Lage  und  die  Dimensionen  der 
Bahnkurve  zu  bestimmen.  Welches  ist  das  Resultat,  wenn  die  Anziehung 
der  Entfernung  proportional  ist?  Welches  aber,  wenn  die  Anziehung  um- 
gekehrt proportional  dem  Kubus  der  Entfernung  ist  und  nicht  die  Umlaufe- 
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zeit  gegeben  ist,  sondern  die  Anziehungskonstante  denselben  Wert  hat,  wie 
in  der  ersten  Frage? 

Berlin.  E.  Lampe. 

31.  Eine  vermeintliche  Lösung  der  Trisektion  eines  beliebigen  Winkels 
geht  folgendermafsen  vor.  Über  einer  beliebigen  Geraden  DD^  als  Durch- 
messer wird  ein  Halbkreis  gezeichnet;  man  teile  sowohl  DD^  als  auch  den 
Halbkreis  in  drei  gleiche  Teile.  Ist  B der  Teilpunkt  von  J)D^  nächst  D 
und  A der  des  Halbkreises  nächst  D,  so  beschreibe  man  durch  A und  B 
denjenigen  Kreis,  dessen  Zentrum  auf  DDj  liegt.  Nun  wird  behauptet^  dafs 
dieser  neue  Kreis  jeden  anderen  Kreisbogen,  der  durch  D und  geht,  in 
einem  solchen  Punkte  T schneidet,  dafs  Bogen  T)T  gleich  \DTD^  ist. 
Welche  Annäherung  giebt  diese  Konstruktion? 

Berlin.  E.  Lampe. 


32.  Sind  ahc  und  ah'c  zwei  Perspektive,  einem  Kegelschnitte  K ein- 

geschriebene Dreiecke  imd  ist  m ein  beliebiger  Punkt  von  K,  dann  liegen 
die  drei  Punkte  bc\  (mb\  ca),  (mc\  ab)  mit  dem  Perspektivitäts- 

zentrum  s der  beiden  Dreiecke  in  einer  Geraden  p.  Ist  m'  der  zweite 
Schnittpunkt  von  ms  und  AT,  dann  liegen  in  derselben  Geraden  p die  drei 
Punkte  (m'rt,  b'c'),  (m'b^  (w'c,  a'b').  Umgekehrt  liegen  auf  einer 

anderen  durch  s gehenden  Geraden  p'  die  sechs  Punkte  (m'a',  ?>c),  (m'b\  ca)^ 
(m'c',  ab),  (ma,  b'c),  (mb,  ca'),  imc,  a'b').  — Die  Punktepaare  (w,  m') 
und  die  Strahlenpaare  (p,  p')  bilden  derart  zwei  projektive  involutorische 
Gebilde.  — Dualer  Satz. 

Prag.  Ed.  Janisch. 

33.  2 Ebenen  schneiden  sich  unter  dem  Winkel  in  2 Punkten  der 

Schnittlinie  A und  B zieht  man  2 Gerade:  AK  in  der  einen,  BL  in  der 
anderen  Ebene,  welche  mit  der  Schnittlinie  bez.  die  Winkel  <p  und  ^ bilden; 
man  soll  den  kürzesten  Abstand  dieser  windschiefen  Geraden  durch  den  Ab- 
stand AB  und  die  Winkel  ausdrücken,  auch  die  Punkto  bestimmen,  in 
welchen  die  kürzeste  Gerade  jene  windschiefen  Geraden  trifft.  Die  Aufgabe 
soll  ohne  analytische  Geometrie  gelöst  werden. 

Königsberg  i.  Pr.  W Fuhrmann. 


34.  Le  folium  qui  a pour  equatiou  en  coordonnees  rectangulaires 

a un  perimetre  equivalent  a celui  d’une  ellipse  de  demi-axes  de  longueur 
a et  2 a. 

Constantinople.  E.  N.  Barisien. 

36.  Soient:  M un  point  d’une  ellipse  dont  le  centre  est  0 et  l’un 
des  foyers  est  F;  P et  P'  les  projections  de  M sur  les  axes  de  l’ellipse; 
^ et  les  projections  de  M sur  la  tangente  et  sur  la  normale  en  J£. 
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On  prend  sur  OM  des  longueurs  OJt  ÖP\  OS  — VOQ  • OQ] 

et  on  prend  sur  FM  des  longueurs  OT  = |/OP  - OP'  , OU  = ybQ  O^'. 

Etudier  et  construire  les  courbes  lieux  des  quatre  points  P,  S,  T,  V 

et  calculer  leur  aire. 

Constantinople.  E.  N.  Barisizn. 

36,  Eine  Linie,  welche  von  dem  Pol  (Gr)  der  Sehne  {OOy)  eines 

Kegelschnitts  ausgeht,  wird  von  den  Strahlenpaaren,  die  von  den  End- 

punkten der  Sehne  zu  den  Punkten  A des  Kegelschnitts  gehen,  involutorisch 
in  den  Punkten  P und  Pj  geschnitten.  Ist  die  besagt«  Linie  parallel  einer 
As3maptote  des  Kegelschnitts,  so  liegen  die  Durchschnittspunkte  P und  P, 
auf  beiden  Seiten  des  Punktes  (M),  in  welchem  die  Linie  GH  die  Hyperbel 
schneidet,  in  gleichen  Abständen  von  M. 

Sind  die  Punkte  0 und  Oj  einer  zu  konstruierenden  Hyperbel  and 
die  Tangenten  in  diesen  Punkten  (also  auch  G)  gegeben,  so  kann  man 
einen  beliebigen  Strahl,  der  von  G aus  nach  der  Sehne  00^  geht,  z.  B.  GH, 
als  Richtung  einer  Asymptote  annehmen;  von  der  Mitte  M der  Strecke  GH 
trägt  man  gleiche  Strecken  auf  GH  &h  (MP  und  AfPj),  und  die  Strahlen 
OP  und  OjPj,  sowie  auch  OPj  und  O^P  schneiden  sich  dann  in  Punkten 
der  Hyperbel.  Die  zweite  Asymptote  ist  parallel  der  Linie  GH^,  wenn 
OH  = O^H^  ist. 

Wenn  H in  der  Mitte  von  OOj  liegt,  so  wird  die  Kurve  eine  Parabel, 
und  man  erhält  eine  einfache  Konstruktion  einer  Parabel,  von  der  eine 
Sehne  und  die  Tangenten  in  den  Endpunkten  gegeben  sind. 

Berlin.  H.  Bertram. 


B.  Ldsiingen. 

Ausmg  aus  einem  Brief  an  Herrn  A.  Kneser. 

Zu  12  (Bd.  T,  S.  368).  Die  Mittelpunktstransformation  der  Flächen 
2.  Ordnung  oder  ihrer  Schnitte  mit  Ebenen  liefert  in  ihrer  Ausdehnung  anf 
n Veränderliche  (unabhängig  oder  durch  ni  lineare  Relationen  verknüpft) 
die  beiden  Lemmata  I und  III  auf  S.  222  und  230  meiner  Arbeit  in  Band  91 
des  Journals  für  reine  und  angewandte  Mathematik.  Dieselben  geben,  succcssivf 
angewandt,  die  Reduktion  der  quadratischen  Formen  in  eine  Sunune  von 
Quadraten  in  einfacher  und  durchsichtiger  Form,  so  lange  verschiedene  dabei 
auftretende  Hauptunterdeterminanten  nicht  verschwinden.  Für  definite  Formen 
ist  dies  stets  der  Fall;  die  cndgiltige  Erledigung  der  Frage  ist  jedoch  mit 
einigen  Schwierigkeiten  verknüpft,  besonders  im  Falle  linearer  Bedingungs- 
gleichimgen. 

Nehmen  wir  z.  B.  den  einfachsten  Fall  eines  Kegelschnittes: 

^ay^x^x^-\r h 033V  = 0 

und  einer  Geraden 

=»  0, 
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so  wird  bei 


H > 0 


das  Schnittpunktepaar  imaginär  werden.  Während  nun  bei  unabhängigen 
Veränderlichen  mein  Theorem  S.  227  l.  c.  alle  hier  auftretenden  Fragen 
erledigt,  ist  dies  bei  linearen  Bedingungen  schon  im  einfachsten  Falle  »i  = 3 
und  m =>  1 nicht  ohne  weiteres  der  Fall.  Ist  =>  0,  nicht  aber  oder 

dF  ^ 

tij,  so  muTs.  für  imaginäre  Schnittpunkte  ^ ^ 0 sein;  dagegen  können 
/Z:  verschwinden. 

CO^l  Oöjj 

Der  Vollständigkeit  halber  will  ich  den  Fall  der  unabhängigen  Ver- 
änderlichen hier  wieder  mit  erledigen. 

A.  Es  sei 

/■(^n  äi»  • * ^p)  = 


eine  definite  quadratische  Form,  welche  för  alle  Werte  der  nur  Zahlen* 
werte  mit  gleichem  Vorzeichen  annehme  {£  i ♦ Upp)  — 0 nicht 

ausgeschlossen).  Alsdann  gilt  das  Theorem: 

Wenn  /'(cj,  • • •,  Cp)  = 0 und  die  c,-  nicht  sämtlich  verschwinden,  so 

ist  gleichzeitig  f\c^)  = 0;  f'(c^)  = 0;  • • •;  = 0. 

Beweis:  Sei  etwa  /^(Cp)  $0.  so  setze  man  in  der  Identität 

+ yi,  <*5  + ys»  • ’ > + Vp)  = 

/*(q,  • • •,  c^)  + r(c,)y,  + r(<’s)y,  H b fXCp)yp  + /*(y,,  • • •,  Vp) 

die  Variabein  .Vj,  y*,  • • •,  »/p— i sämtlich  gleich  0,  alsdann  wird  die  rechte 
Seite  der  letzten  Gleichung  sich  reduzieren  auf 

r(Cp).Vp+  appPp'  - Vpif'((^p)  + «ppyp), 

« 

also  boi  genügend  kleinem  | | ihr  Vorzeichen  wechseln  können;  gegen  die 

Voraussetzung.  Hieraus  folgt  sofort  der  weitere  Satz: 

Wenn  für  eine  definite  Form  /“(iCj , Tj,  • • •,  die  Determinante 
£ i (rtj,  öjj  • • • Upp)  nicht  verschwindet,  so  ist  auch  keine  der  Deter- 
minanten Oll,  £ ± (±  • • • ^p—i,  p—i)  gleich  0. 

Beweis:  Sei  etwa  £ ± = G,  so  giebt  es  Werte  q,  Cj,  Cj,  die 

nicht  alle  verschwinden  und  die  Gleichungen 

befriedigen.  Multipliziert  man  diese  Gleichimgen  mit  und  summiert  über 
Ar  von  1 bis  3,  so  folgt  /"(q,  Cg,  c,,  0,  0,  •••)==  0,  also  nach  dem  obigen 
Theoreme  /^(ar, , Xg,  • • nicht  definit.  Der  Beweis  zeigt,  dafs  auch  keine 
der  Determinanten  £ ± (a^^y  a^^)y  ^ ± (^ßr 

irgend  eine  Permutation  der  Zahlen  1 bis  p)  verschwinden  kann. 

B.  Bestehen  zwischen  den  n Veränderlichen  x^y  • • a?,  einer  quadra- 

tischen Form  <p  =>=  £af^x^x,^  (»,  * = i, dif  v Relationen  v^=  0,  «*,  = 0, 
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lii 

H 

o 

II 

+ ••• 

+ 

•,  so 

beweist 

man 

zunächst  genau  wie 

vorhin  den  Satz: 

Wenn 

«u 

"12 

• * • 

"1« 

Wy  • • • 

fl 

"21 

"22 

• • » 

"Sn 

M?2  • • • 

ft 

««I 

"n2 

• • • 

"«n 

<»« 

U’  • • • 

71 

fn 

0 ist. 

• • • 

0 

0 . • . 

0 

• 

Wy 

tt?2 

• • • 

0 

0 • • 

0 

'2 

0 

0 • • 

0 

und  wenn  für  alle  Werte  der  ir,.,  welche  die  Relationen 

ir^==0,  = 0,  •••  befriedigen,  nur  Zahlen  werte  mit  demselben 

Vorzeichen  annehmen  soll,  so  ist  (^(±  *^2  “ ' ^*')  ^ vorausgesetzt)  auch 

keine  der  Determinanten  An—ij  A,  — (—  l)’’ ± 

gleich  Null. 

Sei  etwa  .4^=0  (m  = n — 1,  * — 2 v),  so  giebt  es  Werte  Cj,  Cj,  •••, 

welche  nicht  alle  verschwinden  und  die  Gleichungen 

befriedigen: 

«11^1+ h + i +•••  + /,  c,  + v = 0, 


<*m  H ^ "mm  ^m  + *'m  <^»  + 1 + 1"  ^ll  ==  0, 

ViCl+---  + V,n<^m  =0» 


^Ci+  •••  + /„,  C,„ 


Darin  können  Cj,  • • •,  nicht  alle  verschwinden,  da  alsdann  mit  Rück- 
sicht auf  die  v ersten  Gleichungen  und  die  Ungleichheit  £ i (vy  «r , • • • /»)  ^ 0 
auch  c„4-i,  • • •,  Cn-\-v  sämtlich  verschwinden  müfsten.  Multipliziert  man  das 
System  (I)  mit  Cj,  Cj,  • • •,  c^,  so  folgt 


(n)  (p{cy,  • • •,  c„;  0,  0,  • • •)  = 0; 

tyCy  = 0,  wobei  die  Cj,  • • •,  nicht  alle  0 sind^. 


Diese  Gleichungen  (II)  sind  jedoch  mit  Rücksicht  auf  .4,  4=  0 nicht  möglich, 
da  folgender  Fundamentalsatz  gilt: 

Wenn  ff  • ‘j  x„)  für  alle  Werte  der  x,-,  welche  die  Relationen 
= 0,  • • •,  = 0 (2J  i (t'j  m?2  ■ ■ ’ ^»•)  befriedigen,  nur  Zahlenwerte  mit 

demselben  Vorzeichen  annehmen  soll,  und  wenn  Werte  Ci,  • • (mindestens 
ein  Wert  von  0 verschieden)  die  Relationen 


(p  (Cj , Cj  j ' • 'j  = 0 5 Vc  0 , • • *,  fc  “ 0 


befriedigen,  so  lassen  sich  stets  endliche  Werte  c*4_i,  • • •,  finden,  so 
dafs  die  Gleichungen  (I)  für  m = n stattfiuden. 
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Beweis:  Setzt  man 

^k~  y*» 

SO  wird  • • *,  oder  fElr  beliebige  • • •,  0«^.^  die  Function 

^«)  + 2Cn+i<;,+  • • • + 0,  • • •,  0) 

stets  dasselbe  Vorzeichen  haben,  wenn  der  Ausdruck 

(in)  tp\c^yx  4-  9>X^n)yn  + ^Cn-\-\Vy-\-  * * * + 2c«+,#y  + tp{y^^  • * *,  yj 

(t7y  = 0,  • • •,  = 0) 


dasselbe  Vorzeichen  beibehält. 

Da  Z i (»jWj  • • • /»)  + 0,  so  kann  man  die  Werte  yj,  • • •,  yv  eindeutig 
durch  y»-f  1,  • • •,  y„  ausgedrückt  denken,  so  dafs  y>(yi,  • • •,  y„)  in  Wirklichkeit 
nur  von  den  unbeschränkten  Veränderlichen  yr+i,  y»+2»  * • '»  y„  abhängt. 
Überdies  lassen  sich  die  völlig  willkürlichen  c„^i,  • • *,  so  bestimmen, 

dafs  die  Koeffizienten  von  yj , • • y^  in  dem  linearen  Teile  des  Ausdruckes 
(in)  sämtlich  verschwinden,  dafs  also  die  v ersten  Gleichungen  des  Systems  I 
für  n = m bestehen.  Auf  Grund  desselben  Räsonncments  wie  in  Nr.  A (da 
nunmehr  yr+i?  ’ ’ Vn  unabhängig  sind)  müssen  alsdann  auch  die  n — v 
letzten  Gleichungen  in  (III)  (für  ni  = n)  stattfinden;  es  wäre  aber  alsdann 
gegen  die  Voraussetzung  A^—0. 

Der  Beweis  zeigt,  dafs  man  für  die  Zahlenreihe 


auch  die  Kette 


1,  -4«  — 8,  • • -y  Ar 

d*A^  a* 

da  da  ’ ’ da 

*fC 


setzen  kann,  wenn  a,  |3,  • • •,  f irgend  eine  Permutation  der  Zahlen  n,  « — 1, 
• • *,  « — V bedeutet.  Natürlich  liefert  jede  andere  nicht  verschwindende 
Determinante  £ i (m*v,  • • • tq)  vten  Grades  gleichfalls  eine  Kette  von  Reihen 
(17  1.  c.  Letztes  Theorem.) 

Darmstadt,  den  21.  August  1901.  S.  Gundelfinoer. 


Zu  20  (Bd.  I,  S.  371).  Erste  Lösung.  — M sei  ein  Punkt  des  Um- 
kreises des  Dreiecks  ABC^  und  es  verhalte  sich  Sehne  MA  : MB  — m x n. 
Von  M aus  seien  auf  BC  und  CA  die  Lote  MD  und  ME  gefällt.  Dann 
ist,  weil  AMBC  ein  Sehnenviereck  ist,  •^EAM=DBM’,  mithin  sind 
die  beiden  rechtwinkligen  Dreiecke  EAM  und  DBM  ähnlich,  und  man  hat 
MA  : ME  = MB  : MD  oder 

MA  • 31 D = MB  • ME. 

Da  nun  für  Punkt  M 

MA  = X,  MB  = r,  MD  = X,  ME  = y, 

80  genügt  Punkt  M der  Bedingung  Xx  = Yy\  folglich  gehört  der  dem 
Dreieck  ABC  umbeschriebene  Kreis  zum  gesuchten  Ort  des  Punktes  M. 
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Konstruiert  man  nun  den  durch  M gehenden,  der  Strecke  AB  zu- 
gehörigen Apollonischen  Kreis  JT,  und  trifft  die  Gerade  CM  den  Kreis  K 
zum  zweiten  Male  in  so  verhält  sich,  weil  M^  auf  dem  Kreise  K liegt, 

M^Ä  : M^B  = MA  : MB  ==  tn  ; n; 

also  für  Punkt  3fj 

X : r = m : 

Sind  ferner  M^D^  und  M^E^  die  von  3fj  auf  BC  und  CA  gefüllten 
Lote,  so  verhält  sich,  weil  M^  auf  der  Geraden  CM  liegt, 

M^E^  ; M^J)^  = ME : MD  = MA  : MB  = m in-, 

also  gilt  für  Punkt  Jlf,  auch 

XI  y = nim. 

Punkt  Afj  genügt  daher  ebenfalls  der  Bedingxmg  Xx  = Yy.  Aulser- 
dem  ergiebt  sich  aus  den  vorigen  Proportionen  die  Ähnlichkeit  der  Dreiecke 
E^AM^  und  D.^BM^,  also  auch  die  Gleichheit  der  Winkel  E^AM^ 
imd  Die  genannten  Dreiecke  sind  aber  gegenwendig  ähnlich; 

daher  kann  man  die  Geraden  AMy  und  BM^  als  entsprechende  Strahlen 
zweier  kongruenten  und  gegenläufigen  projektivischen  Strahlenbüschel  mit 
den  Büschelpunkten  A und  B betrachten,  woraus  sich  ergiebt,  dafs  Punkt 
Afj  auf  einer  durch  A,  B,  C gehenden  gleichseitigen  Hyperbel  liegt,  deren 
Mittelpunkt  mit  dem  Mittelpunkt  0 von  AB  zusammen  fällt,  und  deren 
Asymptoten  den  Halbierungslinien  der  von  den  entsprechenden  Strahlen  AC 
und  BC  gebildeten  Winkel  parallel  sind. 

Der  zweite  Schnittpunkt  des  Kreises  K mit  dem  Umkreis  von  ABC 
sei  Afg,  und  CAfg  treffe  den  Kreis  K zum  zweiten  Male  in  Af,.  Dann 
bilden  die  Geraden  CB,  CA,  UAfj,  OAfj  einen  harmonischen  Büschel,  und 
daher  genügen  auch  die  Pimkte  Afg  und  Afg  der  Bedingxmg  Xx  = Yy.  Sie 
gehören  also  dem  gesuchten  Orte  an,  und  zwar  liegt.  Afj  auf  der  vorhin  be- 
stimmten gleichseitigen  Hyperbel. 

Der  vollständige  Ort  für  Af  besteht  demnach  aus  dieser  Hyperbel  und 
dem  dem  Dreieck  ABC  umbeschriebenen  Kreise.  Zu  beachten  ist  dabei 
jedoch,  dafs  für  diejenigen  Punkte  der  Hyperbel  und  des  Kreises,  die  auTser- 
halb  des  Winkelraumes  BCA  und  seines  Scheitelwinkelraumes  liegen,  die 
Bedingung  Xx  = Yy  nur  erfüllt  ist,  wenn  man  von  x und  y die  absoluten 
Werte  nimmt. 

Nimmt  man  statt  des  Punktes  C den  zweiten  Endpunkt  C'  des  von  C 
ausgehenden  Umkreisdurchmessers,  so  bleiben  in  Bezug  auf  Dreieck  ABC 
für  die  Punkte’Af,  Afj,  Mg,  A/j  die  Strecken  X und  Y unverändert;  ebenso 
bleibt,  wie  man  leicht  findet,  das  Verhältnis  der  Strecken  x und  y dasselbe. 
Daraus  folgt,  dafs  der  Ort  des  Punktes  M in  Bezug  auf  Dreieck  ABC 
derselbe  ist  wie  in  Bezug  auf  Dreieck  A B C\  ferner  ergiebt  sich  noch,  dafs 
die  Punkte  C',  Af,  Afg  und  C',  Afj,  Afg  auf  je  einer  Geraden  liegen. 

Prenzlau.  Steoemaiw. 
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Zn  20  (Bd.  I,  S.  371).  Zweite  Lösung.  — Soient  un  triangle 
Xj,  Xfj  jr,  les  coordonees  normales  d’un  point  M,  r^,  r,,  r,  les  oooiiion^ 
tripolaires  de  ce  point,  c'est-a-dire  les  distances  A^3ff  A^M.  — 

Trouver  le  lieu  des  points  tels  quo  arjri  = x^r^. 

Beschreibt  man  über  als  Durchmesser  den  Kreis,  so  geht  derselbe 
durch  die  Fnlspunkte  der  Lote  x^  und  r,  auf  die  Seiten  A^A^  und  A^Ay 
Mithin  ist  fj  sin  .4^  = »»j , wo  die  Verbindungslinie  jener  Fufspunkte 
ist,  also  Tj*  sin*  A^  = Wj*  = rcj*  + a?,*  + 2r,a;3  cos  Ay  Ebenso  folgt 
rj*  sin*  A^  = »n,*  = rj*  x^  2x^x^  cos  Ay  Also  ist  die  Gleichung  des 

gesuchten  Ortes  x\r.^  = x^r^  nach  Quadrierung  dieser  Relation  und  Ein- 
setzung von  Tj*  imd  r^*: 

Tif*Ä7  (^**  ^ + arg*  -f  2^10^  cos  A,) 

oder  geordnet 

x^x^  (sin*Ag  — sin*  Aj)  -|-  rrj*iC5*sin* 

— x^^x^  sin*  Aj  4-  2 ri*rj  x^  cos  Aj  sin*  A^  — 2 x^ x>^^x^  sin*  A^  cos  Aj  = 0. 


Die  linke  Seite  zerfallt  in  zwei  Faktoren;  die  gesuchte  Gleichung  lautet 
demnach: 


sin  A, 


8in(A,- A,)\  ^ ^ 
aii  / 


Der  erste  Faktor  bedeutet,  gleich  Null  gesetzt,  den  Umkreis  des  Dreiecks. 
Den  zweiten  Faktor  bringen  wir  auf  die  Form; 

(2)  /‘(a?!,  r,,  a-j)  = 2a‘ja:j  sinAj  — 2a:ja:j  sin  Aj—  2a;ja:;,  sin  (Ag  — Aj) 


und  suchen  zunächst  den  Mittelpimkt  der  Kurve  /*==  0,  den  wir  als  den 
Pol  der  unendlich  fernen  Geraden  bestimmen. 

Bezeichnen  wir  die  Hälften  der  partiellen  nach  x^  (i  = 1 , 2 , 3)  ge- 
nommenen Differentialquotienten  von  f mit  /'((ajj,  arg,  a^g),  so  ist  die  Polare 
des  Punktes  x^' ; x^' : x^' 

Xj  • /i(x/,  X,',  Xj')  X,  • /*8(x/,  Xg',  Xg')  + Xg  * f^(x^\  X,',  XgO  = 0. 

Wird  diese  Gerade  identisch  mit  der  unendlich  fernen  Geraden: 

Xj  sin  Aj  4 Xg  sin  Aj  4 a^g  sin  Ag  = 0, 
so  müssen  die  Koeffizienten  beider  Gleichungen  proportional  sein,  d.  h. 

Lösen  wir  diese  3 Gleichungen  nach  x/,  so  ergiebt  sich 
(3)  Xj' : Xg' : Xg'  = sin  Ag : sin  Aj : 0. 

Der  Mittelpunkt  der  Kurve  (2)  fällt  in  die  Mitte  der  Seite  AjAg. 

Die  Asymptoten  von  (2)  beschreiben  wir  als  die  vom  Mittelpunkt  an 
die  Kurve^gehenden  Tangenten.  Nach  einer  bekannten  Formel  lautet  die 
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Gleichung  des  Tangentenpaares,  welches  von  einem  Punkt«  an 

die  Kurve  zweiter  Ordnung  gelegt  ist: 

^5)  • ^s) 

— ^3')  + ^3')]*=  0- 

Setzen  wir  für  x[  die  Werte  aus  (3)  ein,  so  erhalten  wir  mit  Berück- 
sichtigung von  (2): 

a:j*  sin*  -}-  a-j*  sin*  -|-  r,*  sin* 

— 2a::ja^  sin  Ai^  sin  A^q  -{■  2xja-g  sin  A^  ÄnA^q—  23^X2  sin  ,4j  sin  = 0, 


wo 


(4) 


einMj -f  ain*i4, 

^ sin*^,  — 8in*J, 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  zerfällt  in  die  beiden  Faktoren; 

ir  ‘ A -Ai  ' A ain.^,  4- 

X*  sin  A^  — Xa  sin  A^  + A sin  A — r ^ — /-  , 

L ^ ^ ^ ^ sin  .4,  — sin  4,  J 

V • A - A t ’ A sin4,  — 8in4-"l 

r,  sin  4,  — x^  sin  4,  -f  sm  4«  — r—f—  . . • 

^ * s ' “ sin4, -f  sin4,  J 


Wir  sehen,  dafs  die  beiden  Geraden  reell  sind,  ferner,  dafs  sie  auf  einander 
senkrecht  stehen.  Es  ergiebt  sich  daraus: 

Die  Kurve  ist  eine  dem  Dreieck  umbescJiriebene  gleichseitige  Hyperbd. 
Dieselbe  geht  auch  durch  die  Gegenecke  von  4,  in  dem  Parallelogramin, 
das  4j4j  und  4g  4,  zu  anstofsenden  Seiten  hat. 

Nehmen  wir,  wie  es  üblich  ist,  an,  dafs  die  ar,,  welche  auf  derselben 
Seite  der  Geraden  a:,  = 0 liegen  wie  das  Dreieck,  positiv  sind,  sehen  wir 
ferner  die  stets  als  positiv  an,  so  erhellt,  dafs  die  Bedingung  Xjr,  = a,r, 
nur  erfüllt  sein  kann,  falls  der  Punkt  M innerhalb  des  Winkels 
oder  seines  Scheitelwinkels  liegt.  Punkte  dagegen,  welche  in  den  übrigen 
Feldern  sich  befinden,  können  nur  die  Bedingung  3^1^^=  — r^x^  erfüllen. 
Streng  genommen  ist  also  der  gesuchte  Ort  nur  ein  Teil  der  erhaltenen 
Hyperbel  und  ein  Teil  des  Umkreises. 

Anmerkungen,  a)  Trägt  man  in  den  Punkten  4j  und  4^  an  A^A^ 
und  an  4g 4g  gleiche  Winkel  an,  so  schneiden  sich  die  Schenkel  dieser 
Winkel  auf  dem  Umkreise,  falls  der  eine  Winkel  nach  aufsen,  der  andere 
nach  dem  Inneren  des  Dreiecks  angetragen  wurde,  dagegen  auf  der  unter- 
suchten Hyperbel,  falls  beide  Winkel  nach  innen  oder  nach  aufsen  angetragen 
werden. 

b)  Die  drei  gleichseitigen,  durch  den  Höhenschnitt  gehenden  Umhyperbeln, 
welche  durch  die  Bedingungen  r^x^  = r^x^,  r^Xg—  r^x^,  r^Xg  = r^XJ  deüniert 
werden,  sind  übrigens  die  bekannten,  von  Herrn  Lern oi ne  als 
bezeichneten  Kegelschnitte.  (Vgl.  auch  E.  Jahnke:  „Über  dreifach  Per- 
spektive Dreiecke  in  der  Dreiecksgeometrie'".  Berl.  Progr.  Ost.  1900.  Theo- 
rem XXI,  S.  25.) 

Berlin.  K.  Owojdzinski. 
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Einige  Eigenschaften  des  Vierseits  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt. 

Zn  24c  (Bd.  I,  S.  372).  Herr  W.  Fr.  Meyer  zitiert  auf  S.  372  des 
I.  Bandes  dieser  Reihe  des  Archivs  u.  a.  einen  Satz*),  welcher  den  von  uns 
auf  S.  1 7 6 desselben  Bandes  über  den  „Lotpunkt“  veröffentlichten  als  Spezial- 
faU  iimfafst.  Indem  wir  nun  in  demselben  Sinne  Vorgehen,  wie  bei  der 
Aufstellung  und  der  ersten  Verallgemeinerung*)  des  Lotpunktes,  d.  h.  jetzt 
nach  einem  noch  allgemeineren  Punkte  trachten,  welcher  u.  a.  auch  den 
von  Herrn  Meyer  mitgeteilten  umfafst,  so  gelangen  wir  zu  einer  Reihe 
von  Sätzen,  welche  denen  über  den  Lotpunkt  analog  sind,  und  einige  inter- 
essante Eigenschaften  des  Vierseits  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  liefern. 

1.  Entstehung  des  Punktes.  Seien  die  Ecken  eines  Dreiecks 
«,•  = 0 (»  = i,  2,  8)  die  Fundamentalpunkte  eines  trimetrischen  Systems,  eine 
Gerade  G habe  die  rechtwinkligen  Koordinaten  (tt^  : u^' : u^'),  und  es  sei  der 
Kegelschnitt  gegeben; 

(1)  iC  = 0,8«,*+  08sMb*+  2a,3M,«3  + 2 031  «,«1+  2üj^u^u^  = 0. 

Setzen  wir  der  Kürze  wegen: 

V + «iS  V =fi  (‘  = *•  *>  “i*  = “*<)» 

so  können  wir  den  Pol  von  G und  diejenigen  der  Dreiecksseiten  so 
schreiben; 

P=/'jUi  + /*,U,+  /‘3U3=0,  P<=aiiMi+0,.,«,+  0, .31/3=0  (.  = 1,  8,8;  aji.  = «.j). 

Die  mit  G in  Bezug  auf  K konjugierten  Geraden,  welche  durch  die 
Ecken  des  Fundamentaldreiecks  gehen  (d.  h.  die  Verbindimgsgeraden  dieser 
Ecken  mit  dem  Pol  P von  G),  sind; 

r,  = (-/•,: /i  : 0). 

Die  Gleichungen  der  Schnittpunkte  dieser  Geraden  mit  G sind  ferner: 

^ /j  4"  ^ /'s)  * ^ /*2  * ^ /s  ' ^8  ~ » 

S,  = - m,Yi  • «1  + (ujYi  + WgYs)  ♦ «8  — w,Ys  • «8  = 0, 

— «3Y1  • «1  — «aVs  • "a  + (»i'fi  + «sYs)  • «s  = 0. 

Die  Gleichung  T,.  = + 1«^  = 0 steUt  zimächst  einen  Punkt  auf  der 

Verbindungsgeraden  von  S-  = 0 mit  der  Ecke  «,•  = 0 dar.  Man  findet  aber 
durch  Einsetzung  der  Werte  aus  den  <S',,  in  T^,  dafs  die  Verbindungs- 
gerade zweier  Punkte,  etwa  P,-T*,  stets  die  Seite  «,  = 0 in  dem  Schnitt- 
punkte mit  G trifft.  Wir  sehen  also; 

Die  Gleichung 

Tf  = Sf  + = 0 (••  = 1,  2,  8) 

steUt  die  Ecken  eines  Dreiecks  dar,  welches  zu.sammen  mit  dem  Funda- 
mcntaldreieck  den  Pol  von  G (den  Punkt  P)  zum  Perspektivitätszentrum 
und  G zur  Perspektivitätsachse  hat. 


1)  Der  Satz  steht  in  Theorem  VI  dieser  Notiz. 

2)  (8)  1,  178,  Theorem  VI. 
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Die  drei  durch  gezogenen,  in  Bezug  auf  K mit  den  entsprechenden 
Seiten  des  Fundamentaldreiecks  konjugierten  Geraden  (d.  h.  die  Verbindungen 
T^P^  sind  dann 

[ ^)]  * 

[ ®n^/s  "f“  "J"  ^)]’ 

[ Oas^s/s  + «as(wi/i  + + ^)]  • [ «i*  "s  /s  ]' 

[ ^%/i  “J"  %/s  ^)]i 

[-  «sa^^a  - %s("i/i  + «s/a  + A)]  : [ cha^fi  + «isK/i  + «a/*  + ^)]  • 

[ «28  «s/i  ]• 

Da  weiterhin  eine  Verwechselung  ausgeschlossen  ist,  schreiben  wir,  wie 
jetzt  eben,  statt  u/  nur  u^. 

Bilden  wir  aus  den  Klammerausdrücken  eine  Determinante  und  addieren 
die  vertikal  unter  einander  stehenden  Glieder,  so  ergiebt  sich  zufolge  der 
Bedeutung  der  stets  der  Wert  Null.  Mithin  ist  auch  die  so  gebildete 
Determinante  Null.  Es  folgt  daraus: 

Theorem  I.  Hat  ein  Dreieck  mit  einem  gegebenen  Dreieck  eine  gegd>ent 
Gerade  zur  Perspektivitätsachse  und  den  Pol  dieser  Geraden  in  Bezug  auf  (inen 
gegebenen  Kegelschnitt  zum  PerspektivUätszetiirum , so  schtieiden  sich  die  dret 
Verbindungsgeraden  der  Ecken  dieses  Dreiecks  mit  den  Polen  der  entspredtenden 
Seiten  des  gegebenen  Dreiecks  in  einem  Punkte. 

Um  spätere  Sätze  kürzer  fassen  zu  können,  wollen  wir  diesen  Punkt 
jyL- Punkt  eines  Dreiecks  in  Bezug  auf  eine  Gerade  und  einen  Kegelsdmitt" 
nennen. 

Denken  wir  uns  die  als  senkrechte  Punktkoordinaten,  so  hat  die 
ganze  Rechnung  den  folgenden  dualen  Sinn: 

Theorem  II.  Hai  ein  Dreieck  mit  einem  gegebenen  Dreieck  emen  ge- 
gebenen Punkt  zum  PerspekÜvitätszentrum  und  die  Polare  dieses  Punktes  be- 
züglich eines  gegebenen  Kegelschnittes  zur  Perspektivitütsachse.,  so  liegen  die  drei 
Schnittpunkte  der  Seiten  dieses  Dreiecks  mit  den  Polaren  der  entsprechenden 
Ecken  des  gegebenen  Dreiecks  in  einer  Geraden.  (Die  Gerade  heifse  X-Gerade.) 

Da  zwei  Perspektive  Dreiecke  stets  eine  Achse  haben,  so  können  beide 
Theoreme  so  gefafst  werden: 

Theorem  III.  Hat  ein  Dreieck  mit  einem  gegebenen  Dreieck  eine  Geradt 
zur  PerspektivitätsaeJise  und  den  Pol  dieser  Geraden  bezüglich  eines  Kegd- 
Schnittes  zum  PerspekÜvitätszentrum^  so  ist  es  zu  dem  Pölardreieck  des  ge- 
gebenen Dreiecks  auch  perspektiv. 

2.  Spezialfälle.  Wird  in  Theorem  I.  >L  = 0 gedacht,  oder  geometrisch: 
fällt  das  veränderliche  Dreieck  mit  der  Geraden  G zusammen,  so  dafs  seine 
Ecken  dennoch  auf  den  Verbindungsgeradou  der  Ecken  des  gegebenen  Dreiecks 
mit  dem  Pol  von  G (P)  verbleiben,  so  ergiebt  sich  das  von  Herrn  Meyer 
zitierte 


1)  Da  >l  variabel,  so  ist  auch  der  X- Punkt  unendlich  vieldeutig. 
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Theorem  IV.  Gegeben  in  einer  Ebene  ein  Dreieck  mit  den  Ecken 
und  den  Seiten  a,.,  ferner  ein  Klassenkegelschnitt  K und  eine  Gerade  g. 
Man  lege  durch  die  Gerade,  die  bezüglich  K zu  g konjugiert  ist  und 
durch  deren  Schnitt  mit  g wiederum  die  Gerade,  die  bezüglich  K zu  a^  kon- 
jugiert ist,  dann  schneiden  sich  die  drei  letzteren  in  einem  Punkte. 

Aus  Theorem  II  wird  für  A = 0 das  zu  IV.  duale 

Theorem  V,  Gegeben  in  der  Ebene  ist  ein  Dreieck  mit  den  Seiten  und 
den  Ecken  A^,  ferner  ein  (Ordnungs)-Kegelschnitt  K und  ein  Punkt  p.  Man 
sucJte  auf  a^  den  Purdet,  der  bezüglich  K zu  p konjugieti  ist,  und  auf  der 
Verbindung  des  Punktes  mit  p unedenm  den  Punkt,  der  zu  A^  konjugiert  ist, 
dann  liegen  die  drei  letzteren  in  einer  Geraden. 

Für  y ==  0 geht  das  veränderliche  Dreieck  in  das  gegebene  über.  Aus 

Theorem  I wird  dann  der  bekannte  Satz:  „Zwei  in  Bezug  auf  einen  Kcgel- 
setmitt  konjugierte  Dreiecke  sind  perspektiv“.  Theorem  II  geht  in  das  duale  über. 

Denken  wir  uns  den  Kegelschnitt  als  einen  Kreis  mit  dem  Mittelpunkt 
im  Endlichen  und  einem  unbegrenzt  wachsenden  Radius,  so  gehen  die  er- 
Avähnten  Theoreme  in  „Lotpunkt“ -Theoreme  über:  Theorem  I geht  über  in 
Theorem  VI  unserer  Notiz  in  (3)  1,  175  u.  f.,  Theorem  IV  in  Theorem  I. 
Die  dualen  Theoreme  ergeben  keine  nützlichen  Resultate. 

3.  Der  „L-Punkt-Kegelschnitt“.  Wenn  das  gegebene  Dreieck, 
die  Gerade  und  der  Kegelschnitt  feststehen,  A dagegen  verändert  wird,  so 
verändert  sich  auch  das  Perspektive  Dreieck,  aber  so,  dafs  cs  G als  Per- 
spektivitätsachse  und  P als  P-Zentrum  mit  dem  gegebenen  Dreieck  beibehält. 
Wir  wollen  nun  den  Ort  des  P-Punktes  untersuchen,  falls  diese  Verändenmg 
vorgenommen  wird. 

Die  Koordinaten  der  drei  den  X- Punkt  erzeugenden  Geraden  sind  in 
Nr.  I notiert.  Multiplizieren  wir  diese  Koordinaten  mit  und  addieren 
horizontal,  so  ergeben  sich  die  Gleichungen  dieser  Geraden  in  Flächen- 
koordinaten des  Punktes. 

Die  Elimination  von  A aus  den  zwei  ersten  dieser  Gleichungen  ergiebt 

_ ^18^8  ^t^8  ^ 

‘*18^8  ®88^1 


Dies  ist  der  Ort  der  P- Punkte  eines  Dreiecks  x^  = 0 in  Bezug  auf  eine 
Gerade  Eu^x^  = 0 und  einen  Kegelschnitt  K ~ • tt*  = 0 in  trime- 


trischen  Koordinaten  des  Punktes  welche  mit  den  senkrechten  x^'  durch 
die  Relation 

^9  ^jt 

^ •nt  » — _ • 

^ * ^8  ” Ä,  • Ä,  * A, 


verbunden  sind.  (Flächenkoordinaten  des  Punktes.) 

Die  vorstehende  Gleichung  wird  befriedigt,  falls  man  die  Koordinaten 
des  Poles  P für  a;,-,  also  : x^  : x^  = fi  : f^  : f^  setzt;  es  entsteht  nämlich 
die  Identität 

^8/>)  fl  ~i~  ^8/t  ~H  ^3  /*8)  _ ^\ifj  ^\\fi 

C®as/i  "f“  ^/s)  *ia/s  ^ts/i 
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Dasselbe  findet  man,  falls  man  die  in  Gl.  (2)  durch  Koordinaten  der 
Pole  (»■  = 1,  2,  8)  ersetzt,  z.  B.  x^  i : o^j.  Auch  in 

diesen  Fällen  verschwindet  Gl.  (2)  identisch.  Dafs  schliefslich  auf  dem 
Orte  (2)  auch  das  Perspektivitätszentrum  des  gegebenen  Dreiecks  und  seines 
Polardreiecks  liegt,  ergiebt  sich  aus  der  Thatsacbe,  dafs  dieser  Punkt 
X-Punkt  (mit  1/X  = 0)  ist.  Wir  haben  somit 

Theorem  VI.  Der  Ort  der  L-Punhte  eines  Dreiecks  in  Bezug  auf  dne. 
Gerade  und  einen  Kegelschnitt  ist  der  Kegelschnitt  durch  die  Pole  der  Seiten 
und  den  Pol  der  Geraden  m Bezug  auf  den  Kegelschnitt  sowie  durch  das 
PerspektioUätszentrum  des  Dreiecks  und  seines  Polardreiecks.^) 

4.  Der  X-Punkt-Kegelschnitt  eines  Vierseits  in  Bezug  auf 
einen  Kegelschnitt.  Ein  Vierseit  kann  auf  4-fache  Art  so  gedacht  werden, 
dafs  es  in  ein  Dreieck  und  eine  Gerade  zerfällt.  Wenn  nun  ein  Kegelschnitt 
gegeben  ist,  so  gehört  zu  jedem  der  4 Dreiecke  in  Bezug  auf  die  übrig 
bleibende  Gerade  und  den  Kegelschnitt  auch  ein  X-Pxmkt-Kegelschnitt  Wir 
fragen  nach  der  Lage  der  4 Z-Punkt-Kegelschnitte  zu  einander. 

Fassen  wir  etwa  die  Geraden  ajj  = 0,  = 0 und  G = 0 zu  einem 

Dreieck  zusammen,  so  wird  der  fragliche  X-Punkt-Ort  bez.  2:3  = 0 und  den 
gegebenen  Kegelschnitt  (zufolge  Theorem  VI)  durch  die  4 Pole  und  das 
Perspektivitätszentrum  des  Dreiecks  und  seines  Polardreiecks  gehen. 

Dieses  Perspektivitätszentnun  hat  aber,  wie  eine  kurze  Bechnung  zeigt, 
die  Koordinaten 

Setzen  wir  diese  Werte  in  (2)  ein,  so  erhalten  wir  die  Identität*) 

/« (^1 1 /i  ^11  fl)  _ ^ » (^1 1 fj  ^i/i) 

Da  dieses  Perspektivitätszentrum  auch  auf  dem  Orte  (2)  liegt,  so  ist 
der  neue  X-Punkt-Ort  identisch  mit  dem  alten  (2);  denn  ein  Kegelschnitt 
ist  durch  5 Punkte  eindeutig  bestimmt.  Dasselbe  läfst  sich  auch  für  die 
übrigen  Dreiecke  des  Vierseites  zeigen.  Wir  haben  also 

Theorem  VII.  Die  4 Dreiecke  eines  vollständigen  Vierseits  besitzen  nur 
einen  L-PunklKegclschnitt  in  Bezug  auf  einen  gegebenen  Kegelschnitt. 

Dieser  merkwürdige  Kegelschnitt  ist  somit  ein  4-facher  Ort  von  X- 
Punkten.  Als  Spezialfall  dieses  Satzes  erscheint  dann  das  folgende  Theorem: 

Theorem  VIII.  Die  4 Pole  der  Seiten  eines  Vierseits  in  Bezug  auj 
einen  Kegelschnitt,  die  4 Perspektivitätszentra  der  4 Dreiecke  und  ihrer 
Polardreiecke,  soteie  die  4 von  Herrn  Meyer  aufgesteüten  Punkte  liegen  auf 
einem  Kegelschnitt. 

Berlin,  den  12.  August  1901.  K.  Cwojdzinskl 


1)  Natürlich  liegt  auf  diesem  Orte  auch  der  von  Herrn  Meyer  aufgestelltf 
Punkt;  denn  er  ist  auch  X-Punkt  und  zwar  mit  1 = 0. 

2)  In  den  Nennern  der  Gl.  (2)  ist  es  praktischer,  statt  = o,  1 -f  a„  /i  — 

4en  gleichen  Wert  in  der  Form  x,  — m,/*,  — 
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2.  Preisaufgaben. 

Mathematische  und  physikalische  Preisfragen  der  Fürstiich  Jablonowskischen 

Gesellschaft. 

1.  Für  das  Jahr  1901.  — Die  Theorie  der  quadratischen  Differential- 
formen in  einetn  wesentlichen  Punkte  zu  vervollkommnen. 

Die  Theorie  der  quadratischen  Differentialfonnen,  welche  von  Riemann 
angebahnt  und  namentlich  von  Christoffel  und  Lipschitz  weitergeführi 
worden  ist,  hat  durch  neuere  Untersuchungen  in  der  Geometrie,  der  Dynamik 
und  der  Theorie  der  Transformationsgruppen  eine  erhebliche  Bedeutung  ge- 
wonnen, und  jeder  Fortschritt  in  jener  Theorie  würde  auch  hier  einen  Ge- 
winn bedeuten.  Indem  die  Gesellschaft  wünscht,  dafs  die  Theorie  der  qua- 
dratischen DifFerentialformen  in  einem  wesentlichen  Punkte  vervollständigt 
werde,  lenkt  sie  die  Aufmerksamkeit  der  Bewerber  besonders  auf  die  durch 
Lies  Forschungen  angeregte  Frage  nach  der  Natur  und  den  Eigenschaften, 
der  Formen,  welche  kontinuierliche  Gruppen  von  Transformationen  gestatten. 
Für  den  Spezialfall  « = 3 hat  neuerdings  Bianchi^)  wertvolle  Beiträge 
geliefert;  es  ist  zu  hoffen,  dafs  die  Darstellung  der  Kriterien  für  die  Zu- 
gehörigkeit einer  gegebenen  Form  zu  einem  bestimmten  Typus  in  invarianter 
Form  gelingen,  und  dafs  das  Studium  der  in  den  betreffenden  Räumen 
herrschenden  Geometrien  sich  als  lohnend  erweisen  werde.  Preis  1000  Mark. 

2.  Für  das  Jahr  1902.  — Dafs  die  von  C.  Neumann  seit  1870 
angew'andte  Methode  des  arithmetischen  Mittels  einen  sehr  hohen  Grad  von 
Allgemeinheit  besitze,  dafür  sprechen  sowohl  die  mannigfaltigen  Arbeiten 
Neumanns  (Abh.  der  K.  8.  Ges.  der  Wiss.  XIII,  8.  707),  wie  auch  die 
tiefgehenden  Betrachtungen  Poincares  (Acta  math.  XX,  p.  59).  Gleich- 
zeitig aber^  geht  aus  der  Gesamtheit  dieser  Untersuchungen  hervor,  dafs 
noch  manche  schwierige  Punkte  der  weiteren  Aufklärung  bedürftig  sind.  Es 
erscheint  daher  wichtig,  wenigstens  die  erforderlichen  Vorarbeiten  zu  unter- 
nehmen, um  von  den  eigentlichen  Grundzügen  dieses  Gebietes  eine  völlig 
klare  Vorstellung  zu  gewinnen,  und  namentlich  die  genannte  Poincaresche 
Abhandlung  in  ihrer  ganzen  Tragweite  zu  verwerten,  vielleicht  deren  Re- 
sultate weiter  zu  verallgemeinern.  Vor  allem  aber  entsteht  die  Aufgabe, 
den  Poin careschen  Darlegungen  eine  gröfsere  Einfachheit  und  Durchsichtig- 
keit, und  womöglich  auch  einen  höheren  Grad  von  8trenge  zu  verleihen. 

Ohne  unter  den  hier  angedeuteten  Richtungen  eine  vor  der  andern  be- 
sonders bevorzugen  zu  wollen,  spricht  die  Gesellschaft  den  Wunsch  aus, 
dafs  die  in  der  Abhandlung  von  Poincar^  „Xa  methode  de  Neumann  et 
le  problhne  de  DirichleP‘  1896,  enthaltenen  Untersuchungen  nach  irgend 
welcher  Seite  hin  wesentlich  vervollkommnet  werden  möchten.  Preis  1000  Mark. 

3.  Für  das  Jahr  1903.  — Die  wichtige  Entdeckung  der  lichtelektrischen 
Ströme  durch  Edmond  Becquerel  ist  durch  neuere  Untersuchungen  unserem 
Verständnis  zwar  näher  gerückt,  aber  die  experimentellen  Ergebnisse  wider- 
sprechen sich  zum  Teil  derart,  dafs  selbst  über  die  Abhängigkeit  der  elektro- 
motorischen Kräfte  von  der  Lichtstärke  nichts  genügend  Sicheres  feststeht 


1)  Memorie  della  Societu  Italiana  delle  Scienze,  Ser.  III*  T.  XI,  1897. 

Archiv  der  Mathemktik  uud  Physik.  111.  Heihe.  II.  15 
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Es  ist  dabei  zu  berücksichtigen,  dafs  die  verschiedenen  Farben  bisweilen 
entgegengesetzte  Wirkungen  hervorbringen  und  dafs  bei  den  von  Becquerel 
benutzten  dünnen  Schichten  zugleich  an  verschiedenen  Stellen  elektro- 
motorische Kräfte  auftreten  können.  Die  Abhängigkeit  dieser  elektro- 
motorischen Kräfte  von  der  Farbe  und  die  Bedingungen,  unter  denen  die 
lichtelektrischen  Ströme  überhaupt  möglich  sind,  ihr  Zusammenhang  mit  der 
Photographie  und  mit  den  neuerdings  von  Hertz  und  Hallwachs  ge- 
fundenen lichtelektrischen  Wirkungen  bieten  für  experimentelle  Untersuchungen 
ein  weites  Feld. 

Die  Gesellschaft  stellt  daher  die  Aufgabe: 

Es  sollen  ehigehende  mul  einwandfreie  experimentelle  Unter sudmngcn 
angestclU  icerden^  die  einen  wesentlichen  Beitrag  zur  Feststellung  der  Gesetze 
der  lichtelektrischen  Ströme  liefern.  Preis  1000  Mark. 


Die  anonym  einzimeichenden  Bewerbungsschriften  sind,  wo  nicht  die 
Gesellschaft  im  besonderen  Falle  ausdrücklich  den  Gebrauch  einer  andern 
Sprache  gestattet,  in  deutscher,  lateinischer  oder  französischer  Sprache  zu 
verfassen,  müssen  einseitig  geschrieben  und  paginiert,  ferner  mit  einem  Motto 
versehen  und  von  einem  versiegelten  Umschläge  begleitet  sein,  welcher  auf 
der  Aufsenseite  das  Motto  der  Arbeit  trägt,  inwendig  den  Namen  und 
Wohnort  des  Verfassers  angiebt.  Jede  Bewerbungsschrift  mufs  auf  dem 
Titelblatte  die  Angabe  einer  Adresse  enthalten,  an  welche  die  Arbeit  für 
den  Fall,  dafs  sie  nicht  preiswürdig  befunden  wird,  zurückzusenden  ist.  Die 
Zeit  der  Einsendung  endet  mit  dem  30.  November  des  angegebenen  Jahres, 
und  die  Zusendung  ist  an  den  derz.  Sekretär  der  Gesellschaft  (für  das 
Jahr  1901  Geheimer  Hofrat  Professor  Dr.  Justus  Hermann  Lipsius, 
Leipzig,  Weststrafse  89,  Erdgeschofs)  zu  richten.  Die  Resultate  der  Prüfung 
der  eingegangenen  Schriften  werden  durch  die  Leipziger  Zeitung  im  März 
oder  April  des  folgenden  Jahres  bekannt  gemacht.  Die  gekrönten  Be- 
werbungsschriften werden  Eigentum  der  Gesellschaft. 


Prix  Bressa. 

L'Acaddmie  rappelle  qu’a  partir  du  1®'  Jan  vier  1899  il  est  ouvert  an 
Concours,  auquel  seront  admis  les  Savants  et  les  Invefitairs  de  tauies  les 
nations. 

Ce  concours  aura  pour  but  de  recompenser  Ic  Savant  ou  rinvcnteur, 
u quelque  nation  qu’il  appartienne,  lequel,  durant  la  periode  quadriennale 
de  1897  — 1900,  „au  jugement  de  BAcademie  des  Sciences  de  Tmin,  aura 
fait  la  decouverte  la  plus  eclatante  et  la  plus  utile,  ou  qui  aura  produit 
l’ouvrage  le  plus  celebre  en  fait  de  Sciences  physiques  et  experimentales, 
histoire  naturelle,  mathematiques  pures  et  appliquees,  chimie,  physiologie 
et  Pathologie,  sans  exclure  la  geologie,  Thistoire,  la  geographie  et  la  stati- 
stique“. 

Ce  Concoui's  sera  clos  le  31  Decembre  1902. 

La  somme  lix4e  pour  ce  prix,  la  taxe  de  Timposition  mobüi^re  dwluite, 
sera  de  9600  (neuf  mille  six  cents)  francs. 
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Qni  a rintention  de  se  presenter  a ce  Concours  devra  le  declarer,  dans 
le  terme  ci-dessus  indique  par  une  lettre  adressee  au  President  de  TAca- 
demie,  et  transmettre  Touvrage  par  lequel  il  concourt.  Cet  ouvrage  devra 
etre  imprime;  on  ne  tiendra  aucun  compte  des  manuscrits.  Les  ouvrages 
qui  n'obtiendront  pas  le  prix  dont  il  s’agit,  ne  seront  pas  rendns  aui  con- 
currents. 

Aucun  des  Membres  associes  nationaux,  residants  ou  non  residants,  de 
l’Academie  de  Turin  ne  pourra  obtenir  ce  prix. 

L’Acadcmie  donne  le  prix  ä cekii  des  savants  qu’elle  en  juge  le  plus 
digne,  bien  quü  ne  se  soit  pas  presentS  au  Concours. 


Preisfragen  der  Pariser  Akademie  der  Wissenschaften. 

1.  Grand  prix  des  Sciences  mathematiques  (pour  1902).  — 
Perfectionner,  en  un  point  important,  Tapplication  de  la  theorie  des  groupes 
Continus  a l’etude  des  equations  aux  derivees  partielles. 

Les  Memoires  manuscrits  destines  au  concours  seront  re^us  au  Secre- 
tariat  de  ITnstitut  jusqu’au  premier  octobre  1902;  ils  seront  accompagnes 
d'un  pli  cachete  renfermant  le  nom  et  Tadresse  de  l’auteur.  Ce  pli  ne  sera 
ouvert  que  si  le  Memoire  auquel  il  appartient  est  couronne. 

2.  Prix  Bordin  (pour  1902).  — Developper  et  perfectionner  la 
theorie  des  surfaces  applicables  sur  le  parabololde  de  revolution.  — Le  prix 
est  de  trois  mille  francs. 

Einsendung  wie  unter  1. 

3.  Prix  Damoiseau  (pour  1902).  — Completer  la  theorie  de  Sa- 
tume  donnee  par  Le  Verrier,  en  faisant  connaitre  les  formules  rectificatives 
etablissant  l’accord  entre  les  observations  et  la  theorie.  — Le  prix  sera  de 
quinze  Cents  francs. 

Les  Memoires  seront  re^us  au  Secretariat  de  Tlnstitut  jusqu’au 
1"  juin  1902. 


KSniglich  Prenfsische  Akademie  der  Wissenschaften. 

Preis  der  Steinerschen  Stiftung  (für  1905).  — „Es  soll  irgend 
ein  bedeutendes,  auf  die  Lehre  von  den  krummen  Flächen  sich  beziehendes, 
bis  jetzt  noch  nicht  gelöstes  Problem  möglichst  mit  Berücksichtigung  der 
von  J.  Steiner  aufgestellten  Methoden  und  Prinzipien  vollsUindig  gelöst 
werden. 

Es  wird  gefordert,  dafs  zur  Bestätigung  der  Richtigkeit  und  Voll- 
ständigkeit der  Lösung  ausreichende  analytische  Erläuterungen  den  geo- 
metrischen Untersuchungen  beigegeben  werden. 

Ohne  die  Wahl  des  Themas  einschränken  zu  wollen,  wünscht  die 
Akademie  bei  dieser  Gelegenheit  die  Aufmerksamkeit  der  Geometer  auf  die 
speziellen  Aufgaben  zu  richten,  auf  welche  J.  Steiner  in  der  allgemeinen 
Anmerkung  am  Schlüsse  seiner  zweiten  Abhandlung  über  Maximum  und 
Minimum  bei  den  Figuren  in  der  Ebene,  auf  der  Kugelfläche  und  im  Raume 
überhaupt  hingewiesen  hat.“ 

15* 
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Preis  4000  Mark;  Accessit  2000  Mark.  Die  Bewerbungsschriften,  mit 
einem  Spruch  wort  bezeichnet  und  von  einem  den  Namen  des  Verfassers  ent- 
haltenden versiegelten  Briefumschlag,  der  das  gleiche  Spruchwort  trägt,  be- 
gleitet, sind  bis  zum  31.  Dezember  1904  im  Bureau  der  Akademie, 
Berlin  N.W.  7,  Universitätsstrafse  8,  einzuliefem.  Die  Verkündigung  des 
Urteils  erfolgt  in  der  Leibniz- Sitzung  des  Jahres  190^. 


3.  Anfragen  und  Antworten. 

Zu  1 (Bd.  1,  S.  208).  Über  das  Cylindroid  (PI  Ücker  sehe  Conoid) 
sind  mir  folgende  Stellen  bekannt: 

Sangro  Atti  R.  Acc.  Napoli  1 (1819)  83;  97.  — Flauti  Atti  R. 
Acc.  Napoli  4 (1839)  1.  — Ball  Rep.  Br.  Ass.  41  (1871)  8.  — Ball 
Trans.  R.  Ir.  Ac.  25  (1872)  157.  — Ball  Phil.  Trans.  164  (1874)  15. 

— Ball  The  theory  of  screws  Dublin  1876.  — Ball  Math.  Ann.  9 
(1876)  541.  — Gambey  Nouv.  Ann.  de  Math.  (2)  15  (1876)  503.  — 
Göbel  Die  wichtigsten  Probleme  der  neueren  Statik.  Diss.  Zürich  1877. 

— Nash  and  Morel  Educ.  Times  30  (1878)  96.  — Lewis  Mess,  of 
Math.  (2)  9 (1880)  1.  — Göbel  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.  25  (1880) 
281.  — Ball  Rep.  Br.  Ass.  51  (1881)  547.  — Fiedler  Die  darstellende 
Geometrie  in  organischer  Verbindung  mit  der  Geometrie  der  Lage  II, 
Leipzig  (1885).  — Pesch ka  Darstellende  und  projektivische  Geometrie, 
Wien  1884.  — De  la  Gournerie  Traite  de  geometrie  descriptive,  Paris 
1885.  — Piequet  Bull.  Soc.  Math.  14  (1886)  68.  — Ball  Trans.  R.  Ir 
Ac.  29  (1887)  1.  — Roberts  and  Sircom  Educ.  Times  46  (1887)  32. 

— Wiener  Lehrbuch  der  darstellenden  Geometrie  II,  Leipzig  1887.  — 
Mannheim  Comptes  Rendus  106  (1888)  120.  — Un  Abonne  Nouv.  Ann. 
de  Math.  (3)  7 (1888)  295.  — Ball  Trans.  R.  Ir.  Ac.  29  (1889)  247. 

— Lindemann-Clebsch  Vorlesungen  über  Geometrie  II,  Leipzig  1891, 
p.  62;  354.  — Jaroli'mek  (^asopis  20  (1892)  1.  — Demoulin  Bull. 
Soc.  Math.  20  (1892)  43.  — Michel  Ass.  fran9.  22  (1893)  II  184.  — 
Demoulin  Bull.  Soc.  Math.  21  (1893)  8.  — Mannheim  Ass.  fr.  23 
(1894)  n 207.  — Mannheim  C.  R.  119  (1894)  394.  — Appell  Rewe 
de  Math.  spec.  5 (1895)  129.  — Roubaudi  Revue  de  Math.  spec.  5 (1895) 
181.  — Tsuruta  Mess,  of  Math.  (2)  24  (1895)  20.  — Ball  Educ.  Times 
67  (1897)  60.  — dänisch  Wiener  Monatsh.  8 (1897)  278.  — Cardi- 
naal Jahresb.  Deutsch.  Math.  Ver.  7 (1899)  61.  — Ball  The  theory  of 
screws  London  1 900. 

Stuttgart.  E.  Wölffiug. 

Vorstehende  Angaben  werden  durch  die  folgenden  Notizen  ergänzt: 

W.  R.  Hamilton.  First  Supplement  to  an  essay  on  the  theory  of 
Systems  of  rays.  Trans.  Roy.  Ir.  Ac.  16  (1830)  4 — 62.  (Von  R.  St  Ball 
als  die  erste  Arbeit  angesehen,  wo  das  Cylindroid  auftritt;  vergL  Theory 
of  screws  p.  510,  1900.  Siehe  aber  oben  Sangro,  1819).  — J.  Plöcker 
On  a new  geometry  of  space.  Lond.  Phil.  Trans.  155  (1865)  756.  — 
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J.  Plücker.  Neue  Geometrie  des  Raumes  gegründet  auf  die  Betrachtung 
der  geraden  Linie  als  Raumelement.  S.  95 — 99  (1868).  — R.  St.  Ball. 
Description  of  a model  of  a conoYdal  cubic  surface  called  the  „cylindroid*^ 
which  is  presented  in  the  theory  of  the  geometrical  freedom  of  a ]rigid 
body.  Philos.  Mag.  (4)  42  (1871)  181.  — A.  Cayley  gab  der  F äche 
nach  einer  Angabe  von  Ball  1871  den  Namen  „Cylindroid“  imd  teilte  eine 
Konstruktion  mit.  (Theory  of  screws,  p.  20.)  — Sir  Howard  Grubb 
verfertigte  das  bei  Ball  abgebildete  Modell  (Ibid.  p.  151).  — G.  Batta- 
glini.  Sülle  Serie  di  sisteuii  di  forze.  Napoli  Rend.  8 (1869).  Giom.  di 
Mat.  10  (1872).  — F.  Linde  mann.  Über  unendlich  kleine  Bewegungen 
und  über  Kraftsysteme  bei  allgemeiner  projektivischer  Maisbestimmung. 
Math.  Ann.  7 (1873)  56  — 143.  — W.  Fiedler.  Geometrie  und  Geo- 
mechanik. Vierteljahrsschrift  Zürich  21  (1876)  186  — 228.  — T.  Rittors- 
hans.  Die  kinematische  Kette,  ihre  Beweglichkeit  und  Zwangläufigkeit. 
Civiling.  22  (1877).  — W.  K.  Clifford.  Elements  of  dynamic:  an  intro- 
duction  to  the  study  of  motion  and  rest  in  solid  and  fluid  bodies.  Vol.  I. 
London  1878.  Auch  andere  Schriften  Cliffords  dürften  in  Betracht 
kommen.  — W.  Schell.  Theorie  der  Bewegung  und  der  Kräfte.  Bd.  II. 
Kap.  X.  VirtueRer  Coefficient  und  Cylindroid.  Reziprokale  Axensysteme. 
S.  211 — 236  (1880).  — D.  Padelletti.  Su  un  calcolo  nella  teoria  delle 
dinami  analoge  da  quelle  dei  quatemioni.  Rend.  Acc.  Napoli  21  (1882) 
111  — 119.  — H.  Cox.  On  the  application  of  quatemions  and  Grassmann’s 
Ausdehnnngslehre  to  different  kinds  of  uniform  space.  Cambr.  Philos. 
Trans.  13  (1882)  69 — 143.  — R.  S.  Heath.  On  the  dynamics  of  a 
rigid  body  in  eUiptic  space.  Phil.  Trans.  1884,  II,  281 — 324.  — 
A.  Buchheim.  A memoir  on  biquatemions.  American.!,  of  Math,  7 
(1885)  293 — 326.  — G.  M.  Minchin.  A treatise  on  statics  with  ap- 
plications  to  physics.  Vol.  II.  Third  edition.  Oxford  (1886).  — 

H.  Gravelius.  Theoretische  Mechanik  starrer  Systeme.  Auf  Grund  der 
Methoden  und- Arbeiten  und  mit  einem  Vorworte  von  Sir  Robert  8.  Ball. 
Berlin  (1889).  — N.  Santschewsky.  Theorie  der  Schrauben  und  ihre 
Anwendungen  in  der  Mechanik.  Odessa  Ges.  Denkschr.  9 (Russisch,  1889) 
I — XX,  1 — 131.  — E.  Budde.  Allgemeine  Mechanik  der  Punkte  und 
starrer  Systeme.  Bd.  II.  S.  598  ff.  Berlin  (1891).  — A.  Mannheim. 
Principes  et  developpements  de  georaetrie  cinematique.  Seconde  partie, 
p.  258  — 269,  Points,  droites  et  plans  particuliers.  ConoYde  de  Plücker, 
Etüde  sp^ciale  du  conoYde  de  Plücker.  Paris  (1894).  — C.  J.  Joly.  The 
theory  of  linear  vectur  fnnctions.  Trans.  R.  S.  Dublin  30  (1894)  597  — 647. 
— G.  Koenigs.  Le^ons  de  cinematique.  Note  IX.  Sur  le  cylindroYde, 
p.  458 — 463  (1897).  — C.  J.  Joly,  Bishop  Law’s  prize  examination  in 
the  University  of  Dublin,  Michaelmas,  1898.  — P.  Appell.  Propri^te 
caracteristique  du  cylindroYde.  Bull,  Soc.  Math.  Fr.  28  (1900)  261 — 265.  — 
R.  Bricard.  Sur  une  propri4te  du  cylindroYde.  Bull.  Soc.  Math.  Fr.  29 
(1901)  18  — 21.  — A.  Demoulin.  Sur  le  cylindroYde  et  sur  la  theorie 
des  faisceaux  de  complexes  lineaires.  Bull.  Soc.  Math.  Fr.  29  (1901)  39  — 50. 

Berlin.  E.  Lampe. 
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4.  Sprechsaal  far  die  Encyklopädie  der  Mathematischen  Wissenschaften. 

Unter  dieser  Rubrik  nimmt  die  Redaktion  ihr  aus  dem  Leserkreise  zugeheode 
Verbesserungsvorschlnge  und  Ergänzungen  (auch  in  litterarischer  Hinsicht)  zu  den 
erschienenen  Heften  der  Encyklopädie  auf.  Die  Redaktion  hofft  vielfach  geäufserten 
Wünschen  zu  entsprechen,  wenn  derartige  Verbesserungen  an  dieser  Stelle  einen 
Sammelpunkt  finden. 

Es  wird  gebeten,  diesbezügliche  Einsendungen  an  das  Redaktionsmitglied 
Prof.  Dr.  W.  F.  Meyer  in  Königsberg  i.  Pr.,  Mitteltragheim  61,  richten  zu  wollen 


Zu  I A 1;  Grundlagen  der  Arithmetik. 

I.  S.  26,  Anm.  26).  Die  genaueren  Litteratumachweise  sind:  H.  Gerl  ach, 
Zeitschr.  f.  math.  nat.  Unterr.  13  (1882),  S.  423;  F.  Wöpcke,  Joum.  f. 
Math.  42  (1851),  S.  83;  Em.  Schultze,  Arch.  f.  Math.  (2)  3 (1886), 
S.  302;  G.  Eisenstein,  Joum.  f.  Math.  28  (1844),  S.  49. 

Königsberg  i.  Pr.  W.  Fr.  Meyer. 


Zu  I A 2:  Kombinatorik. 

I.  S.  29,  Nr.  2,  Z.  9.  Hinter  n!  ist  einzuschalten:  („«-Fakultät“,  8.  die 
Verallgemeinerung  in  Nr.  13,  S.  35). 

I.  S.  30,  Nr.  3.  Am  Schlüsse  ist  der  Satz  hinzuzufügen:  Jede  Pennutation 
läfst  sich  durch  eine  Reihenfolge  von  Transpositionen  erzeugen,  s.  I A 6, 
Nr.  7. 

I.  S.  34,  Anm.  36).  Am  Schlüsse  ist  bei  J.  de  Vries  die  Seitenzahl  222 
hinzuzufügen. 

I.  S.  35,  Z.  1.  n ist  durch  q zu  ersetzen. 

Ebenda  Z.  2 hinter  „arithmetisches  Dreieck“  ist  einzuschalten:  (Pascal* 
sches  Dreieck). 

I.  S.  41,  Anm.  89)  Schlufs.  Es  ist  noch  die  kürzlich  erschienene  Arbeit  zu 
zitieren:  E.  J.  Nanson,  Joum.  f.  Math.  122  (1900),  S.  179. 

I.  S.  44,  Nr.  31.  Bezüglich  der  Kettenbmch-Determinanten  s.  auch  I A .3, 
Nr.  46,  S.  123. 

I.  S.  46,  Nr.  35.  Von  Pascals  „Determinanten“  ist  kürzlich  eine  deutsche 
Ausgabe  von  H.  Leitzmann  erschienen,  Leipzig  1900. 

Den  Monographien  ist  noch  das  historische  Werk  hinzuzufügen:  Th.  Muir, 
The  theory  of  determinants  in  the  historical  Order  of  its  development. 
Part  I.  London  1890. 

Königsberg  i.  Pr.  W.  Fr.  Meyer. 

Zu  I A 3:  Irrationalzahlen  und  Konvergenz 
unendlicher  Prozesse. 

I.  S.  48.  Lehrbücher.  Die  „Analyse  algebrique“  von  Cauchy  ist  kürzlich 
als  Band  (2)  3 seiner  „Oeuvres“  neu  herausgegeben. 

I.  S.  52,  Z.  2.  Statt  „17.  Jahrhimderts“  ist  „18.  Jahrhunderts“  zu  lesen. 

I.  S.  58,  Anm.  42,  Schlufs.  Statt  „I  A 2,  Nr.  3“  ist  „I A 4,  Nr.  3“  zu  lesen. 

1.  S.  68,  Nr.  14.  Zur  Lehre  vom  „eigentlich  Unendlichen“  vgl.  IA5,  Nr.  4. 
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I.  S.  73,  Anm.  128.  Das  „Resume  des  le^ons  . . von  Cauchy  ist  kürz- 
lich in  Band  (2)  4 seiner  „Oeuvres“  neu  herausgegeben, 

I.  S.  74,  Nr.  18.  Über  die  Formen  ^ • in  der  Funktionenlehre  s. 

HAI,  Nr.  13. 

I.  S.  74,  Anm.  129).  Bei  „Wulf“  ist  die  Jahreszahl  1897  nachzutragen. 
I,  S.  78,  Anm.  151).  Die  angeführte  Ungleichung  ist  zu  ersetzen  durch: 


— H ^ h 

a ^ a-b  1 ^ 


_L  .1  > 1 + ^ = 1 

^ a*  ^ a* 


(a  = 8,  8,  4 ) 


I.  S 89,  Anm.  194).  Den  Ermakoffschen  Beweis  verteidigt  D.  M.  Sintzow, 
Moskau  Math.  Samml.  20  (1899),  S.  616. 

I.  S.  98.  Über  die  Anordnung  einer  Doppelreihe  in  eine  einfache  und  ihre 
Anwendimg  auf  die  Mengenlehre  vgl.  I A 5,  Nr.  2,  Anm.  10). 

I.  S.  103,  Formel  (47).  Es  ist  Biy—i  durch  By  zu  ersetzen,  sowie  > 
durch  1) 

I,  S.  103,  Anm.  269).  Die  genaueren  Zitate  sind:  I E,  Nr.  11,  H A 3, 
Nr.  12,  18. 

I.  S.  103,  Anm.  272).  Über  die  Stirling.sche  Fonnel  in  engerem  Sinne 
vgl.  I E,  Nr.  12,  über  die  Stirlingsche  Formel  in  weiterem  Sinne  (S.  104) 
vgl.  II  A 3,  Nr.  18,  Anm.  272). 

X 

LS.  104,  Z.  3.  4.  Über  das  Auftreten  des  Integrals  Je~^dx  in  der 

0 


Wahrscheinlichkeitsrechnung  s.  I D 1,  Nr.  10,  12 — 14;  I D 2,  Nr.  4; 
I D 4a,  Nr.  2;  ID  4b,  Nr.  3. 

1.  S.  106,  Anm.  281).  Das  genauere  Zitat  ist:  II  A 1,  Nr.  16,  17. 

I.  S.  110,  Anm.  296).  Statt  „J.  de  Math.  4,  12“  ist  zu  setzen:  „J.  de 
Math.  (5)  2“.  Die  umfassende  Preisarbeit  von  Borei  über  die  Summier- 
barkeit  divergenter  Reihen  ist  inzwischen  in  Ann.  Ec.  Norm.  (3)  16  (1899), 
S.  9 erschienen.  Vgl.  noch  Borei,  Le9ons  sur  les  series  divergentes,  Paris 
1901,  sowie  II  B 1 Nr.  13. 

I.  S.  118,  Anm.  330).  Das  zitierte  Werk  von  Ch.  Kramp  ist  in  Strafsburg 
und  Leipzig  1798  erschienen. 

L S.  119,  Anm.  339),  Z.  1.  Innerhalb  der  Klammer  hat'  das  doppelte  Vor- 
zeichen zu  stehen. 

I.  S.  122.  Zweiter  Absatz,  Z.  3.  Statt  „[5o>  6i  • • • 5r]“  setze  man 

6,  ...  t.]“. 

1.  S.  122,  Anm.  352).  Die  Abhandlung  von  Möbius  erschien  ursprünglich 
in  J.  f.  Math.  6 (1830),  S.  215. 

L S.  124,  Anm.  368).  Vgl.  noch  die  autogr.  Vorlesung  von  Klein  über 
Zahlentheorie  I,  Gott.  1896. 


I.  S.  134, 

I.  S.  135, 

I.  S.  137. 
I,  S.  140, 


n n 

Z.  2.  Statt  2 ( — l)*'Cr  ist  ZU  setzen:  2 (-  ly-^Cy. 

1 1 

Anm.  415),  Z.  2.  Statt  ^H)q;  ist  zu  setzen:  |^5q;  • 

Hinter  Formel  (109)  ist  |3  = 1 statt  |S  = 0 zu  lesen, 

Z.  5 V.  u.  Statt  (104)  ist  (102)  zu  lesen. 
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1.  8.  141,  Nr.  58.  Über  unendliche  Determinanten  vgl.  noch  I A 2,  Nr.  33; 
über  die  Auflösung  eines  begrenzten  Systems  linearer  Gleichungen  mit 
Hülfe  von  Determinanten  IB  Ib,  Nr.  12. 

1.  8.  143.  In  Formel  (122)  ist  D"*'"  durch  D,n,n  zu  ersetzen. 

I.  8,  145.  In  Formel  (126)  ist  bei  der  zweiten  Summe  der  Summations- 
index V hinzuzufügen. 

I.  8. 146.  Nachträge,  Z.  3.  Die  Jahreszahl  bei  Schimpf  ist  1895  (nicht  1845). 
Königsberg  i.  Pr.  W.  Fr.  Meter. 

I.  8.  120,  Z.  6 V.  o.  soll  \ statt  stehen. 

Königsberg  i.  Pr.  E.  Müller. 


Zu  IB2:  Invariantentheorie. 

I.  8.  321.  Monographien.  Nachträge:  Von  W.  Fr.  Meyer,  Bericht  über 
die  Fortschritte  der  proj.  Invariantentheorie,  ist  inzwischen  eine  polnische 
Ausgabe  von  8.  Dickstein  (Warschau  1899)  erschienen.  H.  Andoyer 
hat  inzwischen  das  ausführlichere  Werk  veröffentlicht;  Le<^ons  sur  la 
Theorie  des  Formes  I,  Paris  1900.  (Binäre  und  ternäre  Formen).  Das 
neueste  Werk  über  Invariantentheorie  ist;  A.  Capelli,  Lezioni  sulla 
Teorica  deUe  Forme  algebriche,  litogr.,  Napoli  1902.  (Allgemeine 
Theorie,  mit  einem  Anhänge  über  binäre  Formen). 

Königsberg  i.  Pr.  W.  Fr.  Meter. 


I.  8.  402,  Anm.  435.  In  der  vorletzten  Zeile  ist  hinter  „eingehend“  der 
Name  „G.  Kohn“  einzuschalten. 

Königsberg  i.  Pr.  E.  Müller. 

Zu  I E:  Differenzenrechnung. 

I.  8.  930.  Formel  (49)  und  (53).  Das  Glied  mit  dem  Faktor  A^k-i  ist 
zu  streichen,  da  A.2*_i  = 0. 

Königsberg  i.  Pr.  W.  Fr.  Meyer 
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über  den  Satz  vom  Minimum  der  Deformationsarbeit. 

Von  J.  Weingarten  in  Charlottenburg. 

In  dem  durch  originale  Betrachtungen  hervorragenden  Werke  des 
italienischen  Ingenieurs  Castigliano  über  das  Gleichgewicht  elastischer 
Systeme  (Castigliano,  Theorie  des  Gleichgewichts  elastischer  Systeme; 
übersetzt^)  von  E.  Ilaufie,  Wien  1880)  ist  zuerst  ein  Lehrsatz  aus- 
gesprochen worden,  den  der  Autor  den  Satz  von  der  kleinsten  Arbeit 
nennt,  und  in  folgender  Fassung  angiebt; 

Die  elastischen  Kräfte,  welche  nach  der  Deformation  des  Körpers 
oder  Systems  zwischen  den  Molekülpaaren  auftreten,  sind  jene,  welche 
die  Deformationsarbeit  zu  einem  Minimum  machen,  insofern  man  jene 
Bedingungsgleichungen  berücksichtigt,  welche  ausdrücken,  dal’s  zwischen 
diesen  Kräften  um  jedes  Molekül  Gleichgewicht  besteht  (1.  c.  pag.  46). 

Auf  Seite  47  desselben  Werkes  erscheint  dieser  Satz  in  der  all- 
gemeineren Weise  ausgedrückt: 

dafs,  welches  auch  die  unbekannten  Gröfsen  sind,  in  deren  Funk- 
tionen man  die  Deformationsarbeit  eines  Systems  ausgedrückt  hat,  die 
Werte,  welche  dieselben  nach  der  Deformation  haben,  derartige  sind, 
dafs  sie  unter  Berücksichtigung  der  zwischen  ihnen  stattfindenden  Be- 
dingungsgleichungen diese  Arbeit  zu  einem  Minimum  machen. 

Der  Inhalt  dieser  Sätze,  die  den  Anschein  erwecken,  ein  Prinzip 
der  Elastizitätslehre  festzustellen,  ist  einem  präzisen  Verständnis  nicht 
ohne  weiteres  zugänglich.  Es  sei  uns  daher  gestattet,  diesen  Inhalt 
klar  zu  legen,  um  so  mehr,  als  die  betreffenden  Sätze  eine  ausgedehnte 
Anwendung  in  der  technischen  Mechanik  bei  der  Behandlung  der 
sogenannten  Stützaufgaben  gefunden  haben.  Hierbei  wird  sich  heraus- 
stellen,  dafs  der  Castigliano  sehe  Satz  nicht  ein  Prinzip  ausspricht, 
sondern  eine  an  beschränkende  Voraussetzungen  gebundene  Vorschrift. 

Wenn  an  einem  ursprünglich  neutralen,  homogenen  elastischen 
Körper,  gleichgiltig,  ob  das  Material  desselben  isotrop  oder  anisotrop 

1)  Nach  dem  französischen  Original:  Th(Jorie  de  r«5quilibre  des  systomes 
«üastiques  et  ses  applications.  Turin  1879.  F.  Negro. 
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vorausgesetzt  wird,  äufsere  Kriifte  ins  Gleichgewicht  getreten  sind,  so 
ist  das  Eintreten  dieses  Gleichgewichts  stets  mit  einer  Verschiebung 
der  materiellen  Elemente  des  Körpers,  einer  Deformation,  verbunden, 
die  als  verschwindend  klein  vorausgesetzt  wird.  Aus  dem  einzig  und 
allein  für  eine  statische  Aufgabe  gegebenen  System  der  Gleichgewicht 
haltenden  Kräfte,  läfst  sich  ein  Schlufs  auf  die  Zeitdauer  und  auf  die 
Vorgänge  der  Deformation  nicht  ziehen.  Dies  System  giebt  nur  die 
Endwerte  der  während  der  Deformationszeit  veränderlichen  äufseren 
Kräfte  an,  die  schliefslich  den  sechs  Gleichgewichtsbedingungen,  die 
für  die  Kräfte  an  einem  starren  Körper  bestehen,  genügen  müssen. 
Auch  die  Verrückungen,  welche  die  Körperpunkte  am  Schlüsse  der 
Deformationszeit  erlangt  haben,  sind  nicht  vollständig  durch  das  ge- 
gebene Kräftesystem  bestimmbar,  sondern  nur  bis  auf  eine  willkürlich 
bleibende  unendlich  kleine  Drehung  und  Fortschreitung  des  betrachteten 
elastischen  Körpers. 

Nichts  destoweniger  läfst  sich  aus  dem  Umstande,  dafs  am  Anfang 
der  Deformationszeit  Ruhe  bestand,  am  Ende  der  Deformationszeit 
Ruhe  und  Kräftegleichgewicht  an  allen  Körperelementen  eingetreten  ist, 
ein  entscheidender  Schlufs  ziehen. 

Es  muls,  da  nach  Ablauf  der  Deformationsbewegung  die  lebendige 
Kraft  aller  Elemente  des  Körpers  keine  Änderung  erlitten  hat,  sondern 
wie  am  Anfänge  der  Null  gleich  ist,  die  Summe  aller  Arbeiten  der 
angreifenden  äufseren  Kräfte,  die  während  dieser  Bewegung  auftraten, 
mit  der  Summe  aller  Arbeiten  der  inneren  entstandenen,  auf  die  Ele- 
mente wirkenden  elastischen  Drucke  oder  Spannungen  von  gleicher 
Gröfse  sein. 

Die  erstere  Arbeitssumme  läfst  sich  wegen  der  ünkenntm’s  der 
während  der  Deformationsbewegung  wirksam  gewesenen  Kräfte,  die  in 
mannigfaltigster  Weise  der  Zeit  und  der  Gröfse  nach  verändert  voraus- 
gesetzt werden  können,  nicht  direkt  berechnen.  Für  die  zweite,  dieser 
Summen,  die  innere  Arbeit,  ergiebt  die  Theorie  einen  bestimmten 
Wert,  der  nur  durch  das  gegebene^  im  Gleichgewicht  befindliche  System 
def  jFwffkräfte  bedingt  wird,  dagegen  nicht  bedingt  wird  durch  die 
Ausgangslage  der  Deformation. 

Hiernach  ist  die  Arbeit  der  äufseren  Kräfte  während  der  Deforma- 
tionen eines  elastischen  Körpers,  die  zu  einem  und  demselben  System 
der  jE«<?kräfte  führen,  stets  eine  und  dieselbe,  welches  auch  die  Zeit- 
dauer der  Deformation  und  die  Verändenmgs weise  der  äufseren  Kräfte 
während  dieser  Dauer  gewesen  sei. 

Diese  Arbeit  wird  die  zu  dem  betreffenden,  das  Gleichgewicht 
haltenden,  Kräftesystem  gehörige  Deformationsarbeit  genannt 
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Nach  diesen  Vorbereitungen  werden  wir  aus  der  allgemeinen  Theorie 
der  Elastizität  fester  Körper,  aufser  dem  Satze,  dafs  die  Deformations- 
arbeit stets  durch  eine  wesentlich  poiiitlve  Gröfse  dargestellt  wird,  noch 
die  Kenntnis  zweier  anderer  Sätze  voraussetzen,  die,  falls  es  sich  um 
Betrachtungen  von  Körpern  von  vorwiegend  einer  Dimension  wie  Stäbe, 
Balken  handelt,  leicht  auch  durch  bekannte  Betrachtungen  der  Navier- 
schen  und  ähnlicher  Theorien  abgeleitet  werden. 

Der  erste  dieser  Sätze  ist  der  folgende:  Bezeichnet  man  durch 
(X,  F,  Z)  die  auf  ein  rechtwinkliges  Achsensystem  bezogenen  Komponenten 
der  Kräfte  eines  im  Gleichgewicht  befindlichen  Kräftesystems  in  irgend 
einem  Punkt  des  angegriffenen  Körpers,  durch  (i/,  v,  tv)  die  Komponenten 
der  Verschiebung,  welche  dieser  Punkt  nach  eingetretener  Defonnation 
erlitten  hat,  so  wird  die  zu  diesem  Kräftesystem  gehörige  Deformations- 
arbeit D durch  die  Formel: 

(I)  D = i {Xu+  Yv  + Zw) 

gegeben,  in  welcher  sich  das  Summenzeichen  auf  alle  angegriffenen 
Punkte  (Körperelemente)  des  elastischen  Körpers  bezieht. 

Der  zweite  wird  gewonnen  durch  die  Betrachtung  eines  zweiten 
Kräftesystems,  dessen  im  Gleichgewicht  befiindlichen  Kräfte  in  jedem 
Punkte  des  nämlichen  Körpers  die  Komponenten  (X',  Y',  Z')  besitzen, 
und  mit  den  Verschiebungskomponenten  (?<',  v\  w')  verbunden  sind. 
Die  allgemeinen  Gleichungen  für  das  Gleichgewicht  des  Körpers  unter 
dem  Eintiufs  je  eines  die.ser  Kräftesysteme  ergeben  die  allgemein  gütige 
Gleichung: 

(U)  ^ {X'u  + Y'v  + Z'w)  (Xii'  + Yv  + Zw) , 

in  denen  die  Summen  wiederum  über  alle  durch  die  betreffenden  Kräfte 
angegriffenen  Punkte  auszudehnen  sind.  Betrachtet  man  nunmehr  das 
aus  dem  gleichzeitigen  Angriff  beider  Kräftesysteme  hervorgehende 
dritte,  welches,  an  dem  vorgelegten  Körper  angebracht,  gleichfalls 
Gleichgewicht  hervorruft,  und  bezeichnet  durch  (X",  F",  Z")  die  in 
einem  beliebigen  Körperpunkt  jetzt  angebrachten  Kraftkomponenten, 
durch  {u",  v"  w")  die  dem  Gleichgewicht  entsprechenden  Verschiebungs- 
komponenten dieses  Punktes,  so  finden  die  Beziehungen  statt: 

X"=  X-f  X',  F"=  F-f  F',  Z'=Z^  Z\ 

n"  = M -f  m',  v"  = V -j-  v',  tv"  = tv  -b  u ', 

die  letzteren  gemäfs  dem  Prinzip  der  Superposition. 

16* 
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L^af) 

Die  zur  Herbeiführung  des  Gleichgewichts  durch  das  System  der 
Komponeuteu  (X",  Y",  Z")  aufgewendete  Deformationsarbeit  D"  ergiebt 
sich  nach  (1)  aus  der  Gleichung: 

i)" = >2" 

oder  nach  Benutzung  der  vorstehenden  Gleichungen  aus  der  folgenden: 

(Xu  + Yv  + Zw)  + i^(X'h'+  r»'+  z'w') 

+ -;[_2'x»'+  Yv'  + Zw')  +^{X'u  + Y'v  + Z'w)], 

welche  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  (U)  in  die  Form 
(III)  D"==i)  + D'+C 

gesetzt  werden  kann,  wenn  D und  D'  die  den  beiden  zuerst  gewählten 
Kräftesystemen  einzeln  zugehörigen  Deformationsarbeiten  bezeichnen, 
während  C durch  die  beiden  gleichwertigen  Formen: 

C = V(Xh'  + Yv'  + Zw')  =^(X'u  + Y’v  + Z'w) 
gegeben  wird. 

Von  den  aufgestellten  allgemeinen  Formeln  wollen  wir  eine  An- 
wendung auf  zwei  hcsthnmte  Kräftesysteme  machen,  die  zunächst  einzeln 
und  nachher  gemeinschaftlich  den  betrachteten  elastischen  Korjjer  an- 
greifen. Zu  dem  Ende  werden  wir  in  dem  Körper  zwei  Gruppen  von 
Angriffspunkten  formal  unterscheiden.  Die  erste  Gruppe  soll  als  die 
Gruppe  der  Belastun<jspmikie y die  zweite  als  die  Gruppe  der  Stüii- 
punkte  bezeichnet  werden. 

Als  das  erste  Kräftesystem  mit  den  Komponenten  (X,  F,  Z)  wählen 
wir  das  in  folgender  Weise  charakterisierte: 

In  jedem  BdaaUmgi^punktc  seien  drei  gegebene  unveränderliche 
Komponenten  X',  Y,  Z angebracht,  deren  Resultante  wir  die  Belastung 
dieses  Punktes  nennen;  in  jedem  Stützpunkte  drei  Komponenten,  welche 
tvillkürlich  gewählt  werden  können,  bis  auf  die  Bedingung,  dafs  ihre 
Gesamtheit  den  Belastungskräften  das  Gleichgewicht  hält.  Wir  werden 
die  Resultanten  dieser  Komponenten  in  solchem  Punkte  die  dortige  Stütz 
kraft  nennen.  Wenn  die  Anzahl  der  Stützkräfte  oder  ihrer  Kompo- 
nenten eine  derartige  ist,  dafs  die  Werte  derselben  durch  die  sechs  Be- 
dingungsgleichungeu  des  Gleichgewichts  zwischen  den  Belastungs-  und 
Stützkräften  allein  nicht  bestimmt  werden  können  (welchen  Fall  wir 
für  die  Folge  als  eintreteud  voraussetzen),  so  existiert  eine  imendliche 
Mannigfaltigkeit  von  Stützkräften  für  die  gegebenen  Stützpunkte,  welche 
den  bekannten  und  gegebenen  Belastungskräften  das  Gleichgewicht 
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halten  können.  Die  Belastung  des  Körpers  kann  alsdann  in  unbegrenzt 
vielen  Weisen  von  den  Stützpunkten  aus  ahycstützl  werden.  Aber  jeder 
dieser  Abstützungen  oder  dem  ihr  entsprechenden  Gleichgewicht  ist 
eine  gewisse  Deformationsarbeit  zugehörig,  welche  im  allgemeinen  für 
zwei  von  einander  verschiedene  Abstützimgen  von  verschiedener  Gröfse 
sein  wird.  Wir  wollen  nun  diejenige  eine  besondere  Abstützung  ins  Auge 
fassen,  nach  deren  Eintritt  jeder  einzelne  der  Stützpunkte  eine  yeyehenc 
Verschiebung  erlitten  hat,  deren  Komponenten  dic  yeyehenen  Werte  ccyß,y 
haben  mögen.  Es  erscheint  unnötig,  für  die  verschiedenen  Stützpunkte 
diese  Verschiebungskomponenten  a,  /3,  y durch  Accente  oder  Indices  von 
einander  zu  unterscheiden.  Das  besondere  System  von  Belastungs-  und 
Stützkräften,  welches  bei  dem  Eintritt  dieser  Abstützung  erscheint,  möge 
als  das  erste  System  der  Komponenten  (X,  Y,  Z)  aufgefai'st  werden. 

Für  das  zweite  der  Kräftesysteme  wählen  wir  das  folgende: 

In  jedem  Stiitzpunlie  des  Körpers  seien  drei  wilüciirlich  gewählte 
Kraftkomponenteii  (X',  F',  Z')  angebracht,  jedoch  mit  der  Beschränkung 
der  Willkür,  dafs  diese  sämtlichen  Komponenten  an  dem  starr  gedachten 
Körper  sich  das  Gleichgewicht  halten.  An'  jedem  Lastpunlt  sollen  die 
Komponenten  X',  Y\  Z'  der  an  ilmi  angebrachten  Kraft  jede  einzeln 
gleich  Null  sein. 

Die  Zusammensetzung  der  beiden  definierten  Kräftesysteme  führt 
zu  einem  dritten  mit  den  Komponenten  (X",  F",  Z"\  in  welchem  diese 
Komponenten  für  jeden  Lasfpunkt  mit  den  Komponenten  der  yeyebenen 
Belastung  übereinstiramen,  für  jeden  Stützpunkt  aber  willkürlich  bleiben, 
bis  auf  die  Bedingung,  dafs  das  gesamte  Kräftesystem  den  sechs  Be- 
dingungen des  Gleichgewichts  eines  starren  Körpers  genüge. 

Dieses  System  (X",  F",  X")  stellt  daher  das  dllycmeinste  Kräfte- 
system dar,  welches  imstande  ist,  den  Bedingimgen  der  Ahstützmiy 
der  gegebenen  Lasten  für  den  betrachteten  Körper  zu  genügen,  imd 
umfafst  sämtliche  möglichen  Abstützungsweisen. 

Berechnen  wir  die  zu  diesem  System  gehörige  Deformationsarbeit 
nach  Formel  (III): 

= + C, 

indem  wir  C durch  die  Gleichung 

C=^{X’u  + Y'v  + Z'if) 

bestimmt  wählen.  Die  Elemente  der  die  Gröfse  C darstellenden  Summe 
sind  Null  für  jeden  Lastpunkt,  da  X',  F',  Z'  für  jeden  solchen  ver- 
schwunden, und  die  Summation  erstreckt  sich  daher  nur  über  die  Stütz- 
punkte. Die  Komponenten  der  Verschie))iing  i;,  iv  jedes  Stützpufikts 
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unter  dem  Einflufs  des  ersten  der  beiden  Kräftesysteme  fallen  nach 
der  Voraussetzung  mit  den  (jcgebcnen  Werten  a,  ß,  y zusammen.  Es 
ergiebt  sich  daher  die  gesuchte  Deformationsarbeit  durch  die  Gleichung 

D'+D  +^{X'a  + Tß  + ZV). 

Wenn  man  in  dieser  Gleichung  die  Werte  von  X',  Y',  Z'  durch 
die  ilmen  gleichen  Werte:  X" — X,  Y"  — Y,  Z"  — Z ersetzt,  und  die 
doppelt  accentuierten  Gröfsen  auf  die  linke  Seite  überführt,  so  er- 
giebt sich: 

^ i t 

D"-^{X"a  + T'ß  + Z'V)  = D'  + D ~^(X«  + Yß  + Zy\ 

in  welcher  Gleichung  der  Accent  des  Summenzeichens  andeutet,  dafs  die 
Summation  sich  nur  über  die  Stützpunkte  erstreckt.  Bemerkt  man 
noch,  dafs  die  Gröfse  7)'  als  Wert  einer  Deformationsarbeit  stets  eine 
positive  ist,  so  gelangt  man  zu  dem  einfachen  Resultat: 

t t 

(IV)  D"  -X^X"a  + T'ß  + Z"y)  > D ~'^{Xa  + Yß  + 'Zy\. 

Es  fällt  daher  der  Wert  der  auf  der  linken  Seite  dieser  Ungleichung 
stehenden  Gröfse  für  irgend  eines  der  Ahstützungssysteme  gröfscr  ans 
als  für  dasjenige,  mit  welchem  die  gegebenen  Verschiebungskomponenten 
a,  ß,  y verbunden  sind.  Diese  Gröfse  nimmt  daher  für  das  letztere 
ihren  kleinstmöglichen  Wert  an  unter  der  dauernden  Voraussetzung, 
dafs  sämtliche  Kräfte  (X,  F,  Z)  und  auch  (X",  F",  Z")  den  sechs 
Gleichgewichtsbedingungen  des  starren  Körpers  genügen. 

Um  das  vorstehende  Resultat  bequemer  aussprechen  zu  können, 
wollen  wir  uns  der  nachfolgenden  Ausdrucksweise  bedienen. 

Es  sei  ö der  gegebene  Wert  einer  unendlich  kleinen  Verschiebung, 
a,  ß,  y seien  die  Werte  ihrer  Komponenten,  ferner  P der  Wert  einer  Kraft. 
X,  F,  Z die  Werte  ihrer  Komponenten,  0 schliefslich  der  Winkel 
zwischen  der  Richtung  der  Kraft  und  der  Richtung  der  Verschiebung. 
Alsdann  möge  die  Gröfse 

Xa  -f  Yß  + Yy  = P cos  Oa 

die  elastische  Arbeit  der  Kraft  P in  Beziehung  auf*  die  Verschiebung  6 
genannt  werden,  zum  Unterschiede  von  der  mechanischen  Arbeit,  die 
hier  nicht  in  Frage  kommt. 

Nach  Einführung  dieser  Sprachweise  können  wir  den  Satz  auf- 
stellen: 

Für  diejenige  Abstützung  eines  belasteten  elastischen  Körpers,  bei 
welcher  die  Stützpunkte  desselben  gegebene  Verschiebungen  erleiden, 
fällt  der  Wert  der  zugehörigen  Deformationsarbeit  vermindert  um  die 
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elastischen  Arbeiten  der  Stützkräfte  in  Beziehung  auf  die  gegebenen 
Verschiebungen  stets  kleiner  aus,  als  der  entsprechende  Wert  dieser 
Differenz  für  irgend  eine  andere  Abstützung  aus  den  nämlichen  Stütz- 
punkten. 

In  dem  besonderen  Falle,  dafs  die  gegebenen  Verschiebungen  a,  ß,  y 
für  alle  Stützpunkte  gleich  Null  werden,  oder  in  dem  Falle,  dafs  diese 
Verschiebungen  gegen  die  betreffende  Stützkraft  senkrecht  gerichtet 
sein  sollen,  der  bei  der  Beweglichkeit  der  Stützpunkte  auf  reibungs- 
losen Flächen  oder  Linien  eintritt,  verwandelt  sich  dieser  Satz  in  den 
folgenden : 

Für  diejenige  Abstützung  eines  belasteten  elastischen  Körpers,  welche 
mit  einer  Unbeweglichkeit  der  Stützpunkte  verbunden  ist,  oder  bei  welcher 
die  Stützpunkte  nur  auf  reibungslosen  Widerlagern  gleiten  können,  ist 
die  zugehörige  Deformationsarbeit  kleiner  als  bei  jeder  anderen  Ab- 
stützung desselben  Körpers  aus  den  nämlichen  Stützpunkten  mit  zu  den 
Widerlagern  senkrechten  Stützrichtungen. 

Dieser  Satz  entspricht  dem  Satze  von  Castigliano.  Man  bemerkt 
aber,  dafs  durch  ihn  nicht  ein  Prinzip,  welches  die  Deformationsarbeit 
beherrscht,  ausgedrückt  wird.  Er  ist  an  die  Beschränkung  des  Ver- 
schwindens der  Summe  der  elastischen  Arbeiten  der  Stützkräfte  in 
Beziehung  auf  die  Verschiebungen  der  Stützpunkte  gebunden. 

Was  die  gegebene  Ilerleitung  betrifft,  so  erscheint  dieselbe  frei 
von  den  Schwierigkeiten,  welche  der  Beweis  der  Existenz  eines  Mini- 
mums herbeiführt,  wie  auch  von  denjenigen  Schwierigkeiten,  welche  die 
Diskussion  des  Vorzeichens  von  Gliedern  höherer  Ordnung  herbeiführen 
würde,  wenn  man  den  Beweis  durch  den  Nachweis  des  Verschwindens 
des  Differentials  oder  der  ersten  Variation  des  Wertes  der  Deformations- 
arbeit fuhren  müfste.  Für  das  vorliegende  Problem,  das  nur  auf  ganze 
Funktionen  zweiten  Grades  beliebig  vieler  unabhängigen  Veränderlichen 
führt,  sind  derartige  Betrachtungen  unnötig. 

Berlin,  den  3.  Oktober  1901. 


über  die  Konvergenz  der  trigonometrischen  Reihen. 

Von  Paul  Stäckel  in  Kiel. 

1,  Dirichlet  hat  im  Jahre  1829  gezeigt,  dafs  jede  reelle  Funktion 
{{x)  der  reellen  Veränderlichen  x sich  für  das  Intervall  a:  = (0  . . . 
durch  eine  trigonometrische  Reihe: 

\ ^0  + h ^ h <^08  2a;  + feg  cos  3a;  + • • • + cos  wa;  + -'* 

-f  «1  sin  a;  + a,  sin  2a;  -f  «3  sin  3a;  + • • • + sin  wa;  + • • • 

darstellen  läfst,  sobald  das  Intervall  a;  = (0  . . . 2;r)  in  eine  endliche 
Anzahl  von  Teilintervallen  (0  . . . Xy),  {x^  ...  x^),  {x^  ...  a*,),  - .., 
(a:,_i  . . . 2n:)  zerlegt  werden  kann,  in  deren  jedem  f{x)  stetig  ist  und 
entweder  niemals  abnimmt  oder  niemals  zunimmt;  dabei  brauchen  die 
Grenzen  der  Werte  von  f{x),  die  man  erhält,  indem  man  sich  von  links 
oder  von  rechts  den  Punkten  x^,  x^,  . . Xg—i  nähert,  oder  f{x^  — 0) 
und  f(Xj^  + 0),  . . .,  /'(a;,_i  — 0)  und  f(xt—i-\-  0)  nicht  übereinzustimmen, 
und  es  braucht  auch  nicht  f{0)  = /’(2;r  — 0)  zu  sein^). 

Im  Folgenden  soll  auf  Grund  eines  von  mir  an  anderer  Stelle 
dargelegten  Verfahrens*)  die  Konvergenz  der  trigonometrischen  Reihe 
für  f(x)  unter  Voraussetzungen  bewiesen  werden,  die  teils  enger  teils 
weiter  als  die  Dirichletschen  sind.  Es  soll  nämlich  das  Intervall 
a;  = (0  . . . 2:;r)  wieder  in  eine  endliche  Anzahl  von  Teilintervallen 
(0  . . . Xi),  {x^  . . . x^),  (a;j  . . . x^),  . . .,  (a;,_)  . . . 2;r)  zerlegt  werden 
können,  sodafs  f(x)  in  jedem  Teilintervall  stetig  ist,  aufserdem  soll 
aber  für  jeden  Punkt  eines  solchen  IntervaUes  der  Quotient 

f(x  + h)  — fix) 
h 

für  h — 0 einen  bestimmten  endlichen  Grenzwert,  haben;  dabei  darf  der 
Grenzprozefs  für  positive  und  der  für  negative  Werte  von  h ver- 

1)  Sur  la  convergcnce  des  serics  trigonoivetriques.  .Toumal  für  Mathematik,  4 
(1829).  167—169  = Werke  Bd.  I.  Berlin  1889.  117—132. 

2)  Über  das  Dirichletsche  Integral^  Berichte  der  math.  phys.  Klasse  der 
Königl.  Sachs.  Ges.  d.  W.  Jahrgang  1901.  147 — 151. 
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schiedene  Resultate  ergeben,  sodals  für  die  Kurve  y = f{x)  „Ecken" 
zulässig  sind.  Es  wird  also  einerseits  eine  gewisse  Voraussetzung  über 
das  Verhalten  des  Quotienten 

f{x  + h)  - m 
h 


gemacht,  die  bei  Dirichlets  Beweis  nicht  erforderlich  ist,  andererseite 
aber  wird  zugelassen,  dafs  f{x)  unendlich  viele  Maxima  und  Minima 
besitzt,  was  dort  ausgeschlossen  ist.  Dafs  übrigens  eine  Funktion  f{x) 
der  hier  betrachteten  Art,  auch  wenn  ihre  Ableitung  überall  bestimmte 
endliche  Werte  hat,  unendlich  viele  Maxima  und  Minima  besitzen  kann, 
das  folgt  aus  Untersuchungen,  die  Herr  Kopeke  angestellt  hat*). 

Dafs  die  Voraussetzung  der  Stetigkeit  allein  nicht  genügt,  um  die 
Entwickelbarkeit  von  f{pc)  in  eine  trigonometrische  Reihe  zu  sichern, 
hat  Paul  Dubois-Reymond*)  gezeigt;  es  mufs  also  zur  Stetigkeit 
noch  eine  weitere  Beschränkung  hinzutreten.  Auf  die  neueren  Arbeiten 
über  diesen  Gegenstand  einzugehen,  erscheint  jedoch  nicht  erforderlich, 
da  es  sich  an  dieser  Stelle  lediglich  darum  handeln  wird,  ebenso,  wie  es 
Dirichlet  gethan  hat,  unter  ausscbliefslicher  Benutzung  elementarer 
Hilfsmittel  den  Nachweis  der  Konvergenz  zu  führen. 

2,  Um  zu  beweisen,  dafs  die  Reihe 

o \ \ cos  X cos  2 X h„  cos  nx  . 

+ rtj  sin  a:  + öj  sin  2.C  -f-  • . • + sin  «a:  -f  • • • , 
wenn  man  ihre  Koeffizienten  durch  die  Gleichungen: 

in  Sn 

fern  = ^ J* ^OH  mlf{^)(l^ , = 


^ j sm  m\f{l)iV^ 


bestimmt,  immer  konvergiert  und  für  alle  Werte  des  Intervalls 
X = {0 . . .2%)  der  Funktion  f{x)  gleich  ist,  bilde  man  die  Summe 
S^i^x)  ihrer  2w  -f  1 ersten  Glieder.  Man  findet  dafür  sofort  den 
Ausdruck 


Sn 


U + COS  (§  — x)  + COS  2(1  — a;)  + • • • + cos  w(|  - x)] , 


1)  llter  eine  durchaus  different  Urbare  ^ stetige  Function  mit  OsciUationen  in 
jedem  Intervall.  Math.  Ann.  84  (1889),  161 — 171;  85  (1889),  104 — 109.  Vergl.  auch 
Schoen flies,  Math.  Ann.  54  (1900).  563  und  Broddn,  Vet.  Ak.  öfv.  Stockholm 
1900.  423  und  743. 

2)  Untersuchungen  über  die  Convergenz  utid  Divergenz  der  Fourierschen 
Darstellungs formein.  Abhandlungen  der  Akademie  zu  München,  2.  Abteilung.  12 
(1877).  1—102. 


DIgitized  by  Google 


242 


PAtn,  Stäckbl: 


der  mit  Hilfe  der  bekannten  Summationsformel: 


cosO’  -f  cos  2^  -f- 


+ cos  = — l + 


sin  (n  -f  |)0- 
2 sin  ^ ^ 


in 


2« 


m 


sin  (2n  + 1) 


i — X 


£1  • S ~~  X' 
2 sin  — 


dl 


übergefülirt  wird,  und  hat  alsdann  zu  zeigen,  dafs  der  Unterschied 
zwischen  f{x)  und  diesem  Integral,  wenn  n beständig  wächst,  kleiner 
wird  als  jede  gegebene  noch  so  kleine  Gröfse.  Durch  die  Substitution 

i — x 


= u 


wird  übergeführt  in 


n — ‘ X 
s 


ar\  1 I v8in(2n4-l)M  , , 1 . sin  (2n -f  1)m  , 

= - I ^ (lu-^  - I f(2u  + X) ^ ^—du. 


X 

1 


Kann  man  daher  zeigen,  dafs  für  0 dh  <C7C  stets 

lim  f F{u)  du  = I !>’(+  0) 

n = <x*y 
0 

ist,  wo  F(u)  eine  Funktion  bedeutet,  die  in  dem  Intervall  m = (0  - • • a") 
den  der  Fimktion  f'(x)  auferlegten  Bedingungen  genügt,  so  folgt  sofort,  dafs 

lim  S„(x)  = I (f(x  + 0)  + f'(x  - 0)) 


n=3  oo 


wird,  sobald  x ein  Punkt  im  Innern  des  Intervalles  a:  = (0 , . . 2;r)  ist, 
und  einfache  Überlegungen  zeigen,  dafs  sich  für  die  Grenzen  des  Intervalles 

lim  S„(0)  = lim  S„(2k)  = A(/’(+  0)  + f(2n  - 0)) 

n=^<x>  ^ n=3oo 

ergiebt. 

3.  Der  folgende  Beweis  beruht  auf  dem  fundamentalen  Theoreme, 
dafs  jede  reelle  Funktion  (p(x)  der  reellen  Veränderlichen  x,  die  für  jeden 
Punkt  des  Intervalles  x = {a...h)  stetig  ist,  in  diesem  Intervall gJeichmäfsif) 
stetig  ist^),  einem  Theoreme,  dessen  Sinn  zunächst  dargelegt  werden  soll. 


1)  Heine,  Journal  f.  Math.  74  (1872),  188  und  U.  Dini,  Fondamenti  per 
la  teoria  delle  funzioni  di  variabili  reali.  (Piea  1878,  deutsche  Ausgabe  Leipzig 
1892)  § 41,  wo  sich  ein  auf  G.  Cantor  zurückgehender  Beweis  findet.  Vergl 
auch  Encyklopädie  der  Math.  Wüsenschaftai,  Bd.  II.  18. 
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Die  Funktion  f{oc)  heifst  für  einen  Punkt  x ==  Xq  stetigy  wenn  man 
bei  gegebenem  beliebig  kleinem  b um  Xq  ein  Intervall  x={xQ—d...XQ-\-8) 
abgrenzen  kann,  sodafs  die  Schwankung  von  f(x)  in  diesem  Intervall, 
d.  h.  der  Unterschied  des  grofsten  und  des  kleinsten  Wertes,  den  f{x) 
darin  annimmt,  kleiner  als  b ist.  Das  Wesen  der  gleichmäfsigen 
Stetigkeit  wird  dann  ausgedrückt  durch  den  Lehrsatz: 

„Ist  f{x)  für  alle  Punkte  x^  eines  Intervalles  x = {a  . . .b)  stetig, 
so  läfst  sich  das  Intervall  immer  in  eine  endliche  Anzahl  r von  gleichen 
Teüen  zerlegen,  sodafs  die  Schwankung  von  f(x)  in  jedem  Teilintervall 
kleiner  als  eine  gegebene  beliebig  kleine  Gröfse  b ist.‘‘ 

Zum  Beweise  teile  man  das  Intervall  (a  . . . h)  in  n gleiche  Teile 
und  bilde  für  jedes  Teilinteiwall  die  Schwankung  von  f{x).  Sind  alle 
Schwankungen  kleiner  als  £,  so  ist  der  Satz  bewiesen.  Es  ist  also  nur 
zu  zeigen,  dafs  nicht  für  jeden  Wert  von  ti  ein  oder  mehrere  Teil- 
intervalle vorhanden  sein  können,  für  die  die  Schwankung  gröfser  als 
B ist.  Gäbe  es  jedoch  für  unbegrenzt  viele  Werte  von  n mindestens 
ein  solches  Teilintervall,  so  bildeten  deren  Anfangspunkte  eine  dem 
Intervall  {a . . .h)  angehörige  unendliche  Punktmenge,  die  mindestens 
einen  Häufungspunkt  x^  besäfse,  d.  h.  es  gäbe  einen  Punkt  x^,  sodafs 
jedes  noch  so  kleine  ihn  enthaltende  Intervall  (iCi  — d ♦ • • irj  -f  d)  un- 
endlich viele  Punkte  der  Menge  enthielte,  es  lägen  also  auch  in  seinem 
Innern  unendlich  viele  Teilintervalle,  für  die  die  Schwankung  gröfser  als 
B ist.  Dann  aber  wäre  die  Schwankung  für  das  Intervall  (a.*!  — 
erst  recht  gröfser  als  b,  und  das  widerspricht  der  Voraussetzung,  dafs 
f(x)  auch  für  den  Punkt  Xi  stetig  sein  soll. 

4.  Ist  die  Funktion  <p  (ti)  in  dem  Intervall  u = (g  > • • h)  stetig, 
so  gelten,  wenn  r irgend  eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet,  für  die  r 
Intervalle : 


u=^(g...g  + , (r/  -{-  •••.74-  2 . 

• • -7  (.7  + ^ • • • ,7  -b  (A  + 1)  , . . .,  + (r  — 1)  • • • ä) 


die  Darstellungen 


(p(u)  >=  (p(^g  -f-  B^d-^(li),  = 


WO  B^  eine  positive  Konstante  bezeichnet,  deren  Bedeutung  sogleich 
angegeben  werden  wird,  und  wo  die  Funktionen  Ungleichheiten 

I I ^ 1 
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genügen.  Alsdann  ist,  wenn  für  u zwei  Werte  Mj,  Uj  gewählt  werden, 
die  dem  Intervalle  (ff  ..  . ^ . . . ^^  + (A  + 1)  — angehören, 

I 9 W - <P(«i)  I = V I I ^ 

sodafs  für  die  Hälfte  der  gröfsten  Schwankung  unter  den  Schwankungen 
in  den  r Intervallen  gewählt  werden  darf. 

Hieraus  folgt  die  Gleichung; 

* r—  1 ^ 

j* sin  (2n  + 1)  • qp  (u)(lu  — fp  (u  ^ ^ J* sin  (2«  -|-  1)m  • dn 

y + {^  + i)  — 

r—  1 


+ 6^  ‘2*  ^ sin(2n  + 1)<*  • 

^ = 0 , ,^-y 

y + A — - 


In  der  zweiten  Summe  ist,  da  der  Integrand,  abgesehen  vom  Vor- 
zeichen, niemals  gröfser  als  1 ist,  jedes  der  r Integrale  kleiner  als 

das  Integrationsintervall,  also  kleiner  als  ; folglich  ist  der  abso- 

lute Betrag  der  zweiten  Summe  kleiner  als  h — (j.  Bedeutet  ferner  J/ 
das  Maximum  des  absoluten  Betrages  von  qp(«)  in  dem  Intervall  (g.-Ji), 
so  ist  der  absolute  Betrag  der  ersten  Summe  kleiner  als 


+ + 

r—  1 


M • ^ I C sin  (2m  + l)u(hi  i 
^=0  i,A-y 

-7  + a 


r=  1 


= cos(2M+l)(5f-fA—^^)-cos(2n+l)(//  + (A  + l)---)  , 


i =3  0 

also  a fortiori  kleiner  als 


r— 1 


= A/. 


2n  4-  1 

i=.0 


2n  -f-  1 


Demnach  besteht  für  jeden  Wert  von  r die  Ungleichheit: 

h 

I j sin  (2m  -f  1)  u • (p  (m)  du  < M - ^ ^ ^ + €^{h  — g) 
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Nunmehr  soll,  bei  gegebenem  Wert  von  2w -}-  1,  für  r diejenige 
positive  ganze  Zahl  tv  gewählt  werden,  die  der  Zahl  Y^n  + 1 unmittelbar 
vorhergeht,  sodafs  also 


]/2m  +l-l£tv<  Y2n  + 1 


wird.  Alsdann  ist 

h 


u 


2M 


sin  (2n  + 1)  M • <jp(«)  du  < • {h  - g) , 

Y'ln  1 


und  diese  Formel  gilt  für  jeden  Wert  von  w.  Läfst  man  jetzt  n über 
alle  Grenzen  wachsen,  so  nähert  sich  der  Ausdruck 

• (A  - ff) 

der  Grenze  Null,  denn  es  ist  nach  dem  in  Nr.  3 bewiesenen  Theorem 


lim  £..  = 0 . 


Mithin  besteht  die  Gleichung: 


(L) 


n 

lim  I sin  (2w  + 1)m  • (p(iC)du  — 0 
n = » J 


5.  Es  ist  nützlich,  die  vorhergehende  Untersuchung  geometrisch  zu 
deuten. 

Die  zu  der  Gleichung 

V = sin  (2n  -{-  l)w 

gehörige  Kurve  besteht  aus  Wellen  der  Länge  2^^:  £>  denen  Berg 

und  Thal  auf  entgegengesetzten  Seiten  der  Achse  liegen  imd  immer 

gleich  grofs,  nämlich  gleich  .r-n-7 , sind.  Berg  und  Thal  liefern  daher 

bei  der  Integration  zusammen  immer  den  Beitrag  Null  zur  Area,  und 

es  kann  höchstens  eine,  positiv  oder  negativ  zu  nehmende,  Fläche  vom 

Inhalte  • • übrig  bleiben.  Aus  diesem  Grunde  ist 

2«  -1-  1 ® 


Jsiu  (2w  -f  \)udu 


g + i- 


.ft  — 


j 2 n + 1 


W'^as  aber  das  Integral 


fl 

/■ 


sin  (2m  + 1)m  • (p(u)du 
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betriflPb,  so  wird  durch  die  Einteilung  des  Intervalles  {o  . ^ . h)  in  eine 
grofsü  Anzahl  r kleiner  Teilintervalle  erreicht,  dafs  die  Funktion  9)1  lii 
in  jedem  von  ihnen  höchstens  um  den  Betrag  schwankt,  also  nahezu 
konstant  ist;  der  Fehler,  den  man  begeht,  wenn  man  (p{u)  darin  als  kon- 
stant ansieht,  ist  mithin  kleiner  als  kann  also  durch  Vergröfserung 

von  r beliebig  klein  gemacht  werden.  Sieht  man  daher  ^(m)  für  jedes 
Teilintervall  als  konstant  an,  so  erhält  man  ein  Integral  der  zuerst 
betrachteten  Form.  Indem  man  jetzt  r so  wählt,  dafs  es  zwar  absolut 
sehr  grofs,  aber  doch  klein  gegen  2w  + 1 ist,  bewirkt  man,  dafs  auf 
jedes  der  Teilintervalle,  so  klein  sie  auch  sind,  dennoch  sehr  viele 
Wellen  fallen,  bei  denen  Berg  und  Thal  sich  gegenseitig  vernichtende 
Beiträge  zum  Integral  liefern.  So  kommt  es,  dafs  jedes  Teilintervall 
nur  einen  so  kleinen  Beitrag  zum  Integral  liefert,  dafs  auch  die  Summe 
von  r solchen  Beiträgen  noch  eine  sehr  kleine  Gröfse,  nämlich  kleiner 

als  3f  • 2”  _j:^»  ist.  Auf  diese  Weise  gewinnt  man  eine  klare  Einsicht 

in  den  Prozefs,  der  zur  Folge  hat,  dafs  der  Wert  des  Integrals 

h 

/sin  (2m  + 1)m  • (p(^u)du 

<j 


für  wachsende  Werte  von  n immer  kleiner  und  kleiner  wird. 

6.  Wenn  die  Funktion  F(t()  in  dem  Intervall  u — (g  . . . h ) sMig 
ist,  so  gilt  dasselbe  von  der  Funktion 


g>(«) 


F(u) 
siu  u ^ 


solange  sin«  von  Null  verschieden  ist.  Mithin  gilt  die  Gleichung 

lim  = 

wenn  entweder  0 dg  d h <.7C  oder  — 7t  dg  dh  <0  ist. 

Im  Besonderen  sei  F{u)  = 1.  Daun  ist 

Ibn 

„«00  J smu  ^ 

V 

folglich  wird 

- T 

lim  /’?‘"l?^_-hi?”rf„=lim 

/ öin  u . — / sin  u ' 

U U 

WO  das  Zeichen  ± gilt,  jenachdem  Ä dem  Innern  des  Interralles 
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(0  . . . n:)  oder  (—  ;r  . . . 0)  angehört.  Nun  ist  aber  nach  einer  schon 
benutzten  Formel: 


also 


= 1 + 2 (cos  2«  + cos  4 m + • • • -f  cos  2mm), 


+ 


n 


sin  (2  n + 1)m 
sin  u 


du  = ±^ 


} 


sodafs  sich  schliefslich  die  wichtige  Gleichung: 


/*sin 
lim  I — 


(2n  -f-  1)m 
- du 


sin  u 


ergiebt. 

7.  Nach  diesen  Vorbereitungen  soll  das  Integral 


sm  u 


untersucht  werden,  wo  h wieder  dem  Innern  des  Intervalles  (0  . . . 
oder  (—TT . . .0)  angehört.  Da  sinn  für  m = 0 verschwindet,  wird  im 
allgemeinen  die  Stetigkeit  von 

sin  u 

an  dieser  Stelle  zerstört,  sodafs  die  Formel  (L)  nicht  mehr  unmittelbar 
angewandt  werden  kann.  Deshalb  mufs  man  dafür  sorgen,  dafs  das 
integral  in  ein  solches  umgeformt  wird,  bei  dem  der  Zähler  ver- 
schwindet, und  das  geschieht,  indem  das  betrachtete  Integral  ersetzt 
wird  durch  den  damit  identischen  Ausdruck: 


7-,/j  /‘sin  (2n -f  1)m  , , /*  • /o  i 0)  j 

-t^(±  0)  • / — ^ . — du  -f  / sin(2M  -f  1)m du\ 

^ ^ J am  m ' J ^ ' sin  u ’ 


das  Vorzeichen  ± gilt,  jenachdem  h positiv  oder  negativ  ist.  Geht 
man  jetzt  zur  Grenze  für  n = oo  über,  so  liefert  der  erste  Term 
nach  Nr.  6 den  Beitrag 

±|-f(±0), 

während  der  zweite  nach  der  Gleichung  (L)  den  Beitrag  Null  ergiebt, 
sobald 

t))  ^ 

sin  u (t  sin  u 
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in  dem  Intervall  m ==  (0  . . . h)  stetig  ist.  Da  der  zweite  Faktor  diese 
Eigenschaft  bereits  besitzt,  mufs 

F(u)  - F{±  0) 
u 


selbst  für  « = 0 stetig  sein,  d.  h.  die  Funktion  F{u)  mufs  eine  be- 
stimmte endliche  Ableitung  jP'(±  0)  besitzen.  Ist  diese  Voraussetzung 
erfüllt,  so  gilt  die  Gleichung: 

h 


sin  (2n  1)m 

sin  u 


du  = ± ~F{±  0). 


8.  Nach  Nr.  2 war  für  a;  = (0  . . . 2;r): 


5.W  = i ff(2u  + + i fr(2u  + W"*. 


X 


Damit  man  zur  Ermittlung  von 

hm  S„(x) 

n = xi 

die  Gleichung  (D)  anwenden  kann,  mufs  die  Funktion  für 

M = 0 eine  bestimmte  endliche  Ableitung  besitzen,  d.  h.  es  jmtfs 

f\x  ± 0) 

einefi  bestimmten  endlichen  Wert  hcd>en.  Ist  aber  diese  Bedingung  für 
alle  Punkte  des  Intervalles  a:  = (0  . . . 2;r)  erfüllt,  so  gilt  für  jeden  von 
ihnen  die  Gleichung 

lim  S„{x)  = I (f{X  + 0)  + fix  - 0)) , 

30 

sodafs  die  Fonriersche  liedie  die  Funktion  f{x)  an  allen  Stellen  diem 
Intervalles  darstellt,  an  denen  diese  stetig  ist,  an  den  Unstetigkeitsstellen 
aber  das  arithmetische  Mittel  der  beiden  Funktions werte  liefert,  die 
sich  durch  Annäherung  von  links  und  rechts  ergeben. 

Kiel,  im  Juli  1901. 
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Periode  des  Dezimalbruches  für  1/;?,  wo  p eine  Primzalil. 

Von  H.  Hertzer  in  Berlin. 


Der  Jahresbericht  des  K.  Prinz  Heinrichs-Gymnasiums  in  Berlin  1895 
enthält  eine  Abhandlung  „periodische  Dezimalbrüche“  von  Herrn  Bork, 
in  welcher  eine  von  Herrn  Kefsler  in  Wiesbaden  berechnete  Tabelle 
der  Periodenzahlen  aller  Dezimalbrüche  = 1/p,  wo  p eine  Primzahl, 
für  p von  1 bis  100000  mitgeteilt  ist. 

Im  folgenden  wird  eine  Fortsetzung  dieser  Tabelle,  für  p von 
100000  bis  112500  in  derselben  Anordnung  gegeben. 

Es  sei  p eine  Primzahl,  e die  Periodenzahl  für  1/p,  q ein  Divisor 
von  p — 1,  80  dafs  q • e = p — 1 ist,  so  ergiebt  die  Tabelle  für  jedes  p 
den  entsprechenden  Wert  von  q.  Nidit  aufgenommen  sind  in  der 
Tabelle  diejenigen  p,  für  welche  entweder  1 oder  q ~ 2 ist;  diese 
sind  mit  Hilfe  der  unten  angegebenen  Sätze  I und  U zu  ermitteln. 


p 

2 

P 

3 

P 

3 

P 

3 

P 

3 

100109 

29 

051 

47 

013 

4 

769 

6 

903 

3 

129 

4 

081 

4 

061 

9 

793 

3 

981 

15 

153 

3 

107 

6 

077 

4 

829 

3 

991 

10 

169 

4 

117 

4 

103 

187 

841 

4 

104009 

8 

207 

3 

161 

8 

121 

8 

871 

6 

021 

5 

213 

4 

173 

4 

139 

3 

881 

32 

053 

12 

237 

4 

207 

7 

181 

5 

929 

4 

089 

6 

271 

10 

281 

96 

191 

10 

931 

15 

119 

6 

279 

6 

287 

3 

199 

6 

967 

3 

233 

3 

291 

15 

293 

4 

229 

3 

103001 

4 

281 

10 

297 

3 

341 

9 

233 

13 

049 

4 

287 

13 

333 

4 

347 

6 

241 

6 

141 

15 

347 

6 

357 

4 

411 

5 

293 

4 

171 

19 

369 

16 

393 

3 

449 

6 

299 

7 

183 

3 

383 

27 

511 

10 

467 

6 

317 

4 

231 

10 

399 

14 

517 

4 

477 

4 

329 

4 

333 

4 

491 

3 

549 

27 

489 

8 

397 

12 

357 

6 

527 

9 

613 

4 

561 

4 

409 

8 

471 

6 

551 

34 

621 

65 

627 

14 

433 

3 

483 

18 

561 

4 

649 

4 

641 

44 

481 

24 

511 

10 

593 

3 
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H.  Hertzkr; 




p 

a 

p 

3 

P 

3 

P 

9 

P 

9 

669 

3 

681 

80 

523 

6 

561 

10 

623 

21 

693 

4 

719 

6 

547 

54 

567 

3 

677 

6 

699 

3 

749 

3 

593 

7 

681 

4 

681 

8 

733 

4 

797 

12 

643 

6 

699 

9 

683 

6 

853 

4 

839 

6 

673 

9 

703 

19 

693 

28 

913 

7 

917 

4 

677 

4 

723 

6 

707 

6 

927 

81 

921 

20 

679 

6 

769 

8 

717 

4 

931 

5 

929 

8 

701 

65 

801 

4 

743 

9 

981 

5 

977 

3 

761 

4 

813 

6 

773 

4 

101  009 

8 

102001 

200 

763 

6 

889 

4 

779 

3 

104  789 

17 

543 

3 

301 

3 

761 

10 

253 

4 

801 

8 

627 

6 

347 

14 

807 

3 

271 

30 

827 

6 

637 

4 

379 

27 

831 

42 

301 

7 

851 

3 

657 

3 

401 

20 

841 

16 

337 

3 

891 

5 

661 

5 

413 

4 

843 

6 

409 

22 

933 

74 

663 

3 

421 

3 

849 

4 

539 

7 

105  173 

4 

669 

3 

499 

3 

891 

5 

581 

5 

199 

6 

681 

10 

517 

4 

913 

11 

593 

29 

211 

9 

693 

6 

529 

168 

961 

10 

611 

5 

251 

721 

10 

541 

9 

110039 

74 

637 

28 

253 

14 

759 

18 

553 

3 

051 

5 

653 

4 

277 

12 

801 

80 

571 

3 

083 

6 

751 

10 

323 

14 

867 

18 

637 

4 

161 

4 

773 

4 

331 

3 

921 

44 

649 

12 

221 

11 

781 

135 

361 

6 

957 

4 

707 

26 

237 

4 

829 

3 

367 

3 

961 

140 

709 

3 

281 

120 

847 

21 

373 

12 

963 

6 

769 

66 

321 

4 

893 

4 

379 

3 

107  077 

12 

791 

10 

359 

6 

959 

14 

397 

4 

101 

3 

793 

3 

419 

3 

973 

12 

517 

12 

197 

6 

881 

16 

431 

54 

9971 

6 

529 

24 

209 

24 

917 

4 

437 

4 

112069 

11 

557 

4 

251 

165 

929 

4 

441 

4 

087 

3 

601 

4 

323 

6 

943 

3 

477 

142 

237 

6 

613 

4 

339 

7 

949 

3 

479 

6 

241 

8 

649 

4 

441 

8 

961 

24 

491 

15 

249 

8 

667 

6 

453 

4 

967 

11 

503 

7 

253 

4 

673 

3 

507 

14 

109  013 

4 

557 

4 

261 

3 

733 

6 

563 

6 

037 

4 

567 

59 

279 

6 

751 

6 

581 

5 

097 

13 

629 

7 

297 

3 

761 

4 

603 

22 

103 

7 

641 

10 

327 

3 

769 

4 

641 

60 

121 

8 

651 

5 

337 

7 

817 

3 

647 

7 

133 

4 

681 

8 

339 

9 

907 

6 

671 

6 

141 

3 

729 

8 

361 

4 

929 

4 

693 

4 

169 

8 

813 

4 

397 

4 
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p 

9 

P 

9 

P 

9 

P 

9 

P 

9 

967 

3 

717 

4 

201 

28 

849 

4 

997 

4 

761 

10 

253 

4 

863 

9 

106  031 

46 

773 

4 

267 

6 

881 

44 

087 

3 

837 

4 

357 

12 

899 

3 

121 

4 

843 

14 

387 

6 

917 

6 

123 

6 

857 

3 

441 

12 

921 

4 

181 

5 

881 

4 

453 

12 

933 

4 

213 

6 

108007 

3 

471 

10 

969 

4 

261 

23 

011 

5 

481 

14 

111043 

18 

277 

4 

013 

6 

517 

836 

049 

8 

331 

5 

037 

4 

537 

7 

091 

5 

• 

363 

6 

079 

6 

541 

5 

109 

3 

391 

10 

089 

4 

567 

27 

121 

4 

411 

3 

161 

8 

579 

7 

149 

751 

441 

8 

193 

3 

663 

3 

217 

21 

453 

36 

223 

3 

741 

3 

229 

13 

Für  obige  Tabelle  waren  die  Werte  q für  1070  Primzahlen  zu  , 
berechnen  und  zwar  373  für  (?  = 1;  313  für  q = 2 und  384  für  </  > 2. 

Da  einige  der  bekannten  Sätze  für  q nicht  ganz  richtig  angegeben 
werden,  so  sollen  dieselben  hier  übersichtlich  wiederholt  werden. 

I.  Die  Zahl  q ist  uttgerade  für 

j)  = 40w  + 7,  11,  17,  19,  21,  23,  29,  33  (eine  dieser  Formen), 
n.  Die  Zahl  2 ist  ein  Faktor  von  (10  quadratischer  Rest  von  p)  für 
= 40n  + 1,  3,  9,  13,  27,  31,  37,  39. 

UI.  Die  Zahl  4 ist  ein  Faktor  von  q (10  biquadratischer  Re.st 
von  p)  für 

p = 40  n l,  9,  13,  37; 

= a*  -f  a?EEl  (mod.  4),  also  h = 0 (mod.  2), 
wenn  eine  der  folgenden  4 Bedingungen  erfüllt  ist: 

(1)  *,^0(.od.40),  _Jp»40„+l,9. 

(2)  a = 0 (mod.  5)  und  5 — 4 0 (mod.  8)  y 

(3)  6 + «SO  (mod.  5)  und  * “ 2 = <>  8)1  ^ ^ 

(4)  h — a = 0 (mod.  5)  und  -f  2 = 0 (mod.  8) ) 

IV.  Die  Zahl  8 ist  ein  Faktor  von  q (10  Rest  8ter  Potenz 
von  p)  für 

p = 40n  1,  9; 

= c=l(mod. 4),  also  r/  = 0(mod. 2), 

17* 
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wenn  eine  der  folgenden  2 Bedingungen  erfüllt  ist: 


V.  Die  Zahl  3 ist  ein  Faktor  von  q (10  kubischer  Rest  von  p)  für 


wenn  entweder  a oder  ß~0  (mod.  5). 

Bemerkung  1.  Reuschle  giebt  in  einem  Programm  des  K.  Gym- 
nasiums in  Stuti^rt,  1856  nicht  ganz  ausreichend  richtig  an,  dals  für 
lU  eine  der  4 Bedingungen 

b oder  a (6  ± 4)  oder  (6  + a)  (5  — ■ a)  oder  (6  — a)  (5  2)  = 0 (mod,  40) 

erfüllt  sein  müsse. 

Bemerkung  2.  C.  G.  J.  Jacob i teüt  in  einem  Briefe  an  Reuschle 
vom  Jahre  1846  — im  obigen  Programme  abgedruckt  — die  Be- 
dingungen unter  IV.  mit,  fügt  aber  hinzu,  dafs  aufserdem  die  Bediogimg 


erfüllt  sein  müsse.  Er  hat  übersehen,  dafs  dieser  Bedingung  immer 
genügt  wird. 


(1)  aufser  IIIj  noch  a • c • (c*  —<?*)  = (—  1) 

(2)  aufser  III^  noch  6 • c • (c*  — cf®)  = (—  1) 


2?  = 6 « -f  1; 

|)  = 4-  3 


d (c*  -f  cf®)  “ 0 (mod.  5) 


Berlin,  den  11.  Februar  1901. 


■ 
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Zwei  Briefe  von  G.  G.  J.  Jacobi,  die  in  den  gesammelten 
Werken  desselben  nickt  abgedmckt  sind. 

Mitgeteilt  von  E.  Lampe  in  Berlin. 

In  dem  vorangehenden  Aufsatze  ist  von  Herrn  Hertzer  auf 
Jacobische  Mitteilungen  an  Reuschle  Bezug  genommen.  Da  die- 
selben in  den  gesammelten  Werken  Jacobis  nicht  enthalten  sind,  so 
hielt  die  Redaktion  es  für  angemessen,  die  betreffenden  Briefe  hier 
von  neuem  abzudrucken.  Dieselben  sind  veröffentlicht  in  dem  „Pro- 
gramm zum  Schlüsse  des  Schuljahres  1855/56  am  Königlichen  Gymnasium 
zu  Stuttgart,  den  22.  September  1856".  Dieses  Programm  bringt  auf 
S.  1 — 61  die  „Mathematische  Abhandlung  des  Professors  Reuschle, 
enthaltend:  Neue  zahlentheoretische  Tabellen  samt  einer  dieselben  be- 
treffenden Korrespondenz  |^mit  dem  verewigten  C.  G.  J.  Jacob i,  Pro- 
fessor an  der  Universität  und  Mitglied  der  Akademie  der  Wissenschaften 
zu  Berlin,  geboren  1804  zu  Potsdam,  gestorben  1851  zu  Berlin". 

Das  uns  zur  Einsicht  überlassene  Exemplar  in  Quartformat  ist 
Eigentum  des  Herrn  Hertzer.  Für  den  Hinweis  auf  diese  Schrift 
und  die  damit  gegebene  Anregung  zum  Abdruck  sprechen  wir  ihm  an 
dieser  Stelle  unseren  verbindlichen  Dank  aus. 

Unter  dem  12.  November  1846  hatte  sich  Reuschle  an  Jacobi 
mit  einem  längeren  Briefe  gewandt,  der  auf  S.  4 — 9 der  Programm- 
abhandlung auszugsweise  abgedruckt  ist.  Zum  Verständnis  der  Ja- 
cobi sehen  Antwort  lassen  wir  folgende  Stelle  dieses  Briefes  (S.  6 
unter  Nr.  5)  folgen: 

Aufser  dem,  was  die  Theorie  der  quadratischen,  kubischen  und 
biquadratischen  Reste  über  die  Ilauptexponenten  von  10  nach  den 
auf  einander  folgenden  Primzahlen  an  die  Hand  gab,  war  ich  bei 
Berechnung  meiner  Tafel  auf  die  Entwicklimg  der  Reste  selbst  an- 
gewiesen, die  übrigens,  da  man  zu  dem  Behuf  keineswegs  ihre  Auf- 
einanderfolge zu  kennen  braucht,  mit  Hilfe  von  Tafeln  der  Quadrat- 
und  Kubikzahlen  ziemlich  rasch  von  statten  geht.  Für  die  weitere 
Fortsetzung  wären  die  Kennzeichen  für  die  5ten,  7ten,  8ten  und  9ten 
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E.  Lampe. 


Reste  höchst  wünschenswert;  denn  die  Primzahlen  Ton  den  Formen 
10«  H-  1,  14«  + 1,  8«  + 1?  18«  + 1 machen  teils  durch  ihr  häufiges 
Vorkommen,  teils  durch  die  hohen  Potenzen  von  10,  bis  zu  welchen 
man  rechnen  mufs,  die  meiste  Mühe.  Daher  sehe  ich  mit  Spannung 
der  Veröffentlichung  Ihrer  Ergebnisse  über  die  5ten  und  8ten  Reste 
entgegen,  worüber  Sie  im  19.  Bande  des  Crelleschen  Journals  einige 
Andeutungen  gegeben  haben. 

Auf  diesen  Brief  erfolgte  die 

Antwort  Jacob is  vom  13.  Dez.  184G. 

Ich  mufs  Sie  schon  um  Entschuldigimg  bitten,  dafs  ich  es  so 
lange  habe  anstehen  lassen,  auf  Ihren  inhaltreichen  und  sehr  interessanten 
Brief  zu  antworten.  Ich  habe  aber  seitdem  mich  wenig  mit  ernsthaften 
Dingen  beschäftigen  können  und  insbesondere  Scheu  getragen,  meine 
arithmetischen  Papiere  vorzukramen,  weil  diese  mich  gar  zu  sehr  in 
Anspruch  nehmen.  Ich  will  nun  aber  meinen  ergebensten  Dank  nicht 
länger  aufschieben  und  Ihnen  das  Kriterium,  ob  10  Rest  Ster  Potenz 
ist,  schicken,  welches  Sie,  wie  es  scheint,  wissen  wollen. 

Es  sei  p = aa  hh  = cc  2dd,  a = c~l  (mod.  4),  so  sind  diese 
Kriterien 

d(c^  d^)  = 0 (mod.  5), 

ferner:  I.  wenn  b durch  8 teilbar  ist, 

b = 0 (mod.  5),  ac{cc  — dd)  ~ (—  (mod.  5); 

II.  wenn  h — 4 durch  8 teilbar  ist, 

a==0(mod.  5),  hc(cc  — dd)  = (—  l)s^*~*^"^'4^‘*“^^(mod.  5). 

Um  die  Kriterien  in  Bezug  auf  die  5ten  Potenzen  anzugeben, 
mufs  man  die  p in  die  beiden  entsprechenden  Faktoren  zerlegen  können, 
die  in  der  Kreisteilung  Vorkommen,  und  von  denen  Legendre  aus- 
führlich gehandelt  hat.  Oder  noch  besser  ist  es  und  zugleich  zu 
anderen  Dingen  gut,  wenn  man  p in  die  entsprechenden  4 komplexen 
Faktoren  Zerfällen  kaim.  Kummer  hat  diese  für  alle  2^  unter  1000 
angegeben.  Man  kann  viele  solche  Zerfällungen  durch  Probieren  finden, 

indem  man  versucht,  wann  — eine  Primzahl  wird:  nennt  man  f 

die  Primzahlen,  für  welche  die  Zertallung  gefunden  ist,  so  kann  man 
auch  sogleich  für  eine  neue  Primzahl  g die  Zerfällung  finden,  wenn 

— ——  aufser  g nur  Primzahlen  f enthält,  wobei  also  die  Kummersche 

Arbeit  sehr  zu  statten  kommen  wird.  Mit  den  Resten  9ter  Ordnung 
habe  ich  mich  noch  gar  nicht  beschäftigt;  die  Reste  7ter  Ordnung 
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würden  ebenfalls  die  Zerfällung  in  6 komplexe  Faktoren  oder  in  die  Funk- 
tionen der  Kreisteilung  erfordern.  Für  die  Zerfällimg  in  4 komplexe 
Faktoren,  die  aus  den  8ten  oder  12ten  Wurzeln  bestehen,  habe  ich 
einige  ausgerechnete  Tabellen.  Aber  für  5te  Wurzeln  wäre  ihre  weitere 
Fortsetzung,  als  sie  von  Kummer  gegeben  sind,  für  die  Prüfung  der 
allgemeinen  Reziprozitätsgesetze  interessant. 


Mit  etc. 


C.  G.  J.  Jacobi. 


Schreiben  Jacobis  an  den  Verfasser  vom  15.  Nov.  1850.^) 

Als  ich  jetzt  mitten  unter  dem  Drange  der  verschiedensten  Ar- 
beiten an  die  Publikation  Ihrer  Tabellen  gehen  wollte  und  deshalb  den 
Gegenstand  näher  ins  Auge  fafste,  sind  mir  folgende  Gedanken  ge- 
kommen. 

Mir  schien  es  nämlich  zweckmäfsig,  dafs  Sie  selbst  so  hübsche 
und  mühevolle  Arbeiten  mit  einer  Abhandlung  begleitet  in  die  Welt 
senden.  Was  darin  zu  sagen  wäre,  würden  Sie  freilich  selbst  am 
besten  zu  sagen  wissen.  Es  wäre  mir  aber  schon  interessant,  wenn 
Sie  auch  nur  das,  was  in  der  Introductio  zu  meinem  Canon  Arith- 
meticus  auf  die  Burkardtische  Tafel  bezogen  wird,  jetzt  in  Bezug  auf 
Ihre  Tafel  umarheiten  wollten.  Dies  schien  mir  seihst  so  interessant, 
dafs  ich  einen  Augenblick  daran  dachte,  die  ganze  Introductio  so  um- 
gearbeitet in  Grelle  abdrucken  zu  lassen.  Aber  ich  sah  bald,  dafs  ich 
bei  den  zahllosen  anderen  Arbeiten,  die  mich  bedrängen,  nie  dazu  kommen 
würde.  Sie  könnten  dann  noch  Ihre  Wahrscheinlichkeitssätze  und 
vielleicht  noch  einige  andere  an  der  Tafel  prüfen. 

Sie  hätten  also  zunächst  1)  die  Tafel  noch  in  einer  anderen  Ord- 
nung zu  schreiben  oder  vielmehr  in  mehrere  Tabellen  zu  zerlegen, 
welche  immer  kleiner  werden,  bis  sie  zuletzt  nur  einzelne  Primzahlen 
enthalten.  Diese  Tabellen  beziehen  sich  auf  die  einzelnen  Werte  von 
so  dafs  mit  n = 1 oder  denjenigen  Primzahlen  angefangen  würde, 
für  welche  10  primitive  Wurzel  ist  Es  früge  sich  aber,  ob  Sie,  wie 

ich  es  gethan,  die  Tabellen  sondern  wollen,  für  welche  ^ gerade 

oder  ungerade  ist,  weil  für  den  letzteren  Fall  für  — 10  sich  das  n'  auf 
seinen  halben  Wert  reduziert,  oder  ob  Sie  vielleicht  in  einer  und  der- 
selben Tabelle  durch  ein  beigesetztes  Sternchen  die  Primzahlen  unter- 

scheiden  wollen,  für  welche  ungerade  ist.  Die  Anordnung  dieser 

Tabellen,  wie  sie  S.  VI  der  Introductio  gegeben  ist,  scheint  mir  ganz 

1)  Nach  meiner  Zusammenkunft  mit  ihm  und  nicht  lange  vor  seiner  tödlichen 
Krkrankung  geschrieben.  (Reuschle.) 
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anmutig  und  übersichtlich,  und  die  Raum  Verschwendung  ist  nicht  so 
grofs,  ob  es  gleich  bei  dem  grölseren  Umfang  Ihrer  Tafel  mehr  ausmacht 
Die  Abzählungen  würde  ich  aber  keineswegs  auslassen  und  sie  auch 

besonders  für  die  Fälle  eines  geraden  oder  ungeraden  notieren.*) 

Ich  glaube,  dafs  es  auch  2)  von  Interesse  wäre,  wenn  Sie  aus 
Ihrer  Tafel  noch  andere  zögen,  aus  welchen  sich  ergäbe,  von  welchen 
Primzahlen  10  Rest  einer  gegebenen  Aten  Potenz  ist,  auch  mit  den 
zugehörigen  Abzählungen,  worüber  wir  schon,  glaube  ich,  gesprochen 
haben.  Für  A = 3,  4,  8 gäben  Sie  dann  das  Verzeiclinis  in  einer  gröfseren 
Ausdehnung. 

Dann  aber  wäre  es  wohl  gut,  wenn  Sie  3)  die  Tafel  innerhalb 
der  10000  auch  auf  die  Potenzen  der  Primzahlen  ausdehnten,  wie  ich 
es  im  Canon  gethan. 

Ferner  ist  mir  beigefallen,  ob  Sie  nicht  mit  der  Publikation  der 
Tafel  für  A = 3,  4, 8 warten  wollen,  bis  Sie  das  Zahlenheft  von 
Dr.  Rosen hain  haben,  um  dann  vor  dieser  Tafel  die  betreffenden 
Restensätze,  so  weit  dies  dazu  nötig,  voranzuschicken.  Es  wäre  dies  iur 
Sie  zugleich  die  beste  Gelegenheit,  sich  in  diese  neue  Theorie  hineinzu- 
arbeiten. Es  wäre  gut,  wenn  Sie  noch  die  Zerfällungen  auch  für  die 
Primzahlen  hiuzufügten,  von  welchen  10  nicht  biquadratischer,  aber 
quadratischer  Rest  ist. 

Um  den  Nutzen  Ihrer  grofsen  Tafel  zu  zeigen,  können  Sie  aus 
meiner  Introductio  noch  die  Methoden  hinzufügen,  wie  mau  dadurch 
in  vielen  Fällen  die  Tabellen  meines  Canon  berechnen  kann.  Dieser 
Canon  Arithmeticus  ist  fast  ganz  unbekannt  geblieben,  indem  auTser 
den  50  Exemplaren,  die  ich  verschenkte,  nur  30  abgesetzt  worden 
sind;  darum  eben  hielt  ich  es  hauptsächlich  für  notwendig,  dafs  durch 
eine  Vorgesetzte  Abhandlung  auf  den  Wert  solcher  Tafel  aufmerksam 
gemacht  würde. 

Zeit  haben  Sie  die  Fülle;  denn  das  Crellesche  Jounial  wird  teils 
durch  die  Anfertigung  der  Indices  für  den  40.  Band  im  Druck  auf- 
gehalten, teils  ist  es  so  besetzt,  dafs  ich  mit  meinen  notwendigsten 
Sachen  wahrscheinlich  gar  nicht  mehr  in  den  41.  Band  hineinkommen 
werde.  C.  G.  J.  Jacobi. 

1)  Dies  ist  natürlich  nur  verständlich  durch  Vergleichung  der  zitierten  In- 
troductio zum  Canon  Arithmeticus.  (Reu  sc  hie.) 


Sur  quelques  problömes  616mentaires  de  la  G6om6trie 
descriptive  ä 3 et  4 dimensions; 

Par  M.  Gino  Loria  a Genes. 

1.  Dans  la  methode  de  la  projcction  centrale  — qui,  entre  les  procedes 
particuliers  de  la  Geometrie  descriptive,  est  une  des  plus  employees, 
apres  que  M.  Fiedler  lui  fit  atteindre  un  si  haut  degre  de  perfection  — 
on  determine  chaque  droite  r de  Tespace  par  sa  trace  T sur  le  tahleau 
(plan  de  projection)  et  son  point  de  fiiite  T (projection  du  point  a 
l’infini  de  r).  Un  point  P qui  n’est  pas  ä rinfini,  est  d’ordinaire 
represente  par  son  image  P'  et  ime  droite  {TI')  qui  le  contient;  en 
supposant  par  consequence  que  P,  P,  P'  soient  trois  points  d'une 
menie  droite,  on  ecrit  P=(Pi',  P').  Mais  il  est  evident  qu’on 
pourrait  bien  determiner  la  position  du  point  P en  donnant,  en  dehors  de 
sa  projection  P',  un  plan  [t  P]  qui  le  contient;  dans  ce  cas,  t et  i'  etant 
deux  droites  parallMes,  on  ecrirait  P=  \ti'j  P'].  Quoique  cette  seconde 
maniere  de  determination  se  presente  naturellement  — je  dirais  meme 
qu’elle  s’impose  lorsqu’on  a a faire  avec  des  figures  composees  de 
plusieurs  points  situes  dans  un  meme  plan,  par  ex.  dans  la  representation 
de  pyramides  (ou  prismes)  et  cones  (ou  cylindres)  determines  par  leurs 
bases  — , on  a l’habitude  de  n’en  parier  ou  de  n’en  faire  qu’une  men- 
tion  tres  rapide  dans  les  cours  et  les  traites  de  Geometrie  descriptive, 
Sans  doute  en  considerant  que  rien  n’est  plus  facile  que  de  passer  de 
l’une  ä l’autre  de  ces  deux  manieres  de  determiner  un  point.  Mais 
comme  la  solution  d’un  probleme  qu’on  obtient  en  le  reduisant  ä un 
autre,  est  presque  toujours  (je  serais  meme  tente  de  supprimer  le  presque) 
moins  simple  que  la  solution  directe  et  que  dans  une  Science  d’appli- 
cation,  comme  est  celle  qui  doit  son  existence  a Monge,  l’epsirgne  d’une 
ligne  constitue  un  avantage  et  represente  un  progr^s,  je  suis  convain- 
cu  qu’il  est  preferable  de  n’accorder  au  debut  la  preference  ni  ä l’ime 
ni  a l’autre  de  ces  manieres,  mais  de  les  retenir  toutes  les  deux  pour 
les  employer  suivant  les  cas. 

Si  l’on  accepte  ces  idees,  il  est  indispensable  de  donner  au  moins 
deux  Solutions  pour  tout  probleme  fondamental  oü  entre  les  donnees  il  se 
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trouve  des  points,  car  tout  point  peut  etre  determine  de  deux  manieres 
diflferentes.  Or  il  est  remarquable  que,  au  moins  lorsqu’il  s’agit  de 
questions  projectives,  les  Solutions  naissant  en  supposant  les  points 
determines  de  la  maniere  ordinaire,  ne  sont  pas  superieures  en  ^egance 
et  simplicite  ä celles  provenant  de  l’hjrpothese  contraire. 

Une  preuve  est  oflferte  par  le  probleme  de  «^determiner  la  droite 
qui  joint  deux  points».  Le  lecteur  en  connait  la  solution  ordinaire, 
un  peu  artificieuse  dans  le  concept  et  (relativement)  compliqu^  dans 
son  execution  sur  Tepure.  Or  si  les  points  donnes  sont  au  contraire 

determines  comme  il  suit 
(yoir  Fig.  1®): 

la  trace  Tx  et  le  point  de 
fuite  I'x  de  la  droite  qui  les 
joint,  peuvent  se  construire 
comme  il  suit.  Comme  la 
droite  x ~ 1\  a pour 

image  x'  la  droite  Pi  K 
pour  trouver  Tx  et  Tx  il  est 
süffisant  de  trouver  un  plan 
passant  par  x.  Considerons 
a cet  eflfet  un  point  quel- 
conque  de  Tmtersection  (T 1') 
des  deux  plans  [<j  et 
par  ex.  son  point  ä l’infini, 
et  joignons-le  aux  deux  points 
Pj  Pg ; les  droites  Pj  Jet  Pj  7 ont  comme  traces  les  points  et  ou  et  /, 
sont  coupees  resp.  par  Pj7'  et  P^  7";  elles  determinent  un  plan  dont  t=  7, 7, 
est  la  trace  et  dont  la  droite  de  fuite  est  la  parallele  i'  tiree  par  7'  ä i. 
Comme  ce  plan  passe  par  la  droite  p.p«  les  points  cherches  Tx  et  Ti 
ne  sont  que  les  intersections  de  / et  t avec  x';  le  probleme  est  ainsi  resola. 

Il  arrive  quelquefois  qu’on  doit  trouver  la  droite  qui  joint  deux 
points  determines  de  manieres  dbOFerentes;  c’est  le  cas  lorsqu’on  veut 
representer  ime  pyramide  ou  un  cone  ddtermind  par  sa  base  d ~ [/t',  z/'] 
et  son  sommet  V ~ [TT,  V'\  Si  par  ex.  les  deux  points  sont 
P=(77',  P')  et  ^ EE  \ti\  Q']  (Fig.  2®),  pour  trouver  la  trace  Tx 
et  le  point  de  fuite  7*  de  la  droite  x = PQ^  sans  reduire  le  pro- 
bleme a un  autre,  on  commence  par  determiner  — ä l’aide  d’un 
plan  auxiliaire  |^i*i]  passant  par  la  droite  {TP)  — le  point  iV  oü  se 
coupent  la  droite  {TP)  et  le  plan  \ti'\.  La  droite  iV  Q ama  pour 
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Zements  descriptifs  les  intersections  et  de  N'V  avec  ^ et  i'  et 

determinera  avec  la  droite  NT  \m  plan  dont  la  trace  est  et 

la  droite  de  fuite  est 
= les  intersec- 
tious  de  ces  droites  avec 
la  droite  P'Q'  seront  les 
points  cherches  J*  et  li. 

11  n’est  pas  plus 
difiicile  de  trouver  le 
plan  qui  passe  par  la 
droite  r = (TT)  et  le 
point  P = [ti'y  P']  ^ 

(Fig.  3®).  C’est  le  plan  ^ 
qui  passe  par  r et  par 
la  droite  qui  joint  P au 
point  Pj  oü  se  coupent  la  droite  (PP)  et  le  plan  Or  Pj  se 

determine  facilement  a laide  d’un  plan  auiiliaire  passant  par 

{Tl')j  en  tirant  apres  la  droite  P' PI  on  aura,  dans  ses  intersections 


Pj  et  avec  t et  les  elements  descriptifs  de  la  droite  PPj.  Alors 
les  droites  TT^  et  P ![,  qui  resultent  paralleles  entre  elles*),  sont 
resp.  la  trace  ti  et  la  droite  de  fuite  ix  du  plan  demande. 

1)  Si,  en  effet,  on  appelle  T,  le  point  i#,  et  Jj  le  point  i'q  on  trouve: 

P{T  _ P[7\  _ P[^ 

P'  /'  P'  I'  P'  T'  f 

donc  TI'  et  sont  deux  droites  parall^iles. 
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Le  nouveau  moyen  pour  determiner  la  position  des  points,  dont  nous 
avons  parle,  donne  une  solution  directe  et  facile  d’une  question  qu’on 
resout  d’ordinaire  sans  elegance  et  symetrie  en  combinant  la  construc- 


tion  de  la  droite  qui  joint  deux  points  a celle  du  plan  qui  passe  par 
un  point  et  une  droite,  c’est-ä-dire  du  probleme:  «construire  le  plan 
passant  par  trois  points  donnes».  Supposons,  en  effet,  qu’il  s’agisse  de 
trouver  la  trace  tx  et  la  droite  de  fuite  i'x  du  plan  qui  passe  par  les 
trois  points  Ak~=\tki'k,  A'k\  {k  = 1,  2,  3)  (Fig.  4.*).  Determinons  les 
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(Iroites  rk  = (TkJt)  oü  se  coupent  deux  ä deux  les  plans  leurs 

projections  passent  evidemment  par  un  meme  point  S\  qui  est  la  pro- 
jection  de  Tintersection  S de  ces  trois  plans.  Soit  l’intersection  du 
plan  6 que  Ton  cherche  avec  la  droite  r^.  Si  nous  considerons  les  trois 
points  Alf  Xg,  X3,  ils  appartiennent  ä Tintersection  du  plan  6 = 
avec  le  plan  tj] ; donc  ils  se  trouvent  sur  une  meme  droite,  et  la  meme 
chose  arrive  aux  points  A[f  Xg,  Xj.  Pour  des raisons  semblables  A'^, Xj 
se  trouvent  sur  une  seconde  droite  et  A^,  Xj,  Xj  sur  une  troisieme. 
11  s’ensuit  que  le  triangle  XjXjXj  est  circonscrit  au  triangle  A'iA^A^ 
et  que  ses  sommets  sont  situes  sur  les  droites  r,',  r^.  Or  on  sait  que 

si  un  triangle  PjPgPj  se  deforme  de  maniere  que  ses  sommets  par- 
courent  des  droites  rj,  r^,  rj  passant  par  un  meme  point  S',  tandis  que 
deux  de  ses  cotes  P^Pg  et  PgPa  passent  par  deux  points  fixes  A^  et  A^^ 
son  troisieme  cöte  toumera  autour  d’un  troisieme  point  fixe  0 de  la 
droite  A^Ay  Pour  trouver  ce  point  il  suffit  de  considerer  une  position 
quelconque  du  triangle  variable.  Cela  prouve  que  si  l’on  mene  la  droite  OA^, 
ses  intersections  avec  et  r,  seront  les  points  inconnus  XI  et  Xs;  le 
troisieme  Xs  est  celui  par  lequel  passent  les  droites  XI  As,  XsAlf  ri  La 
droite  X2X3  coupe  et  aux  points  et  Jj',  trace  et  point  de  fuite 
de  la  droite  XgXg.  D’une  maniere  analogue  on  determine  les  points  Z7g  et  e/g, 
C/j  et  Jy  Alors  Z7g,  appartiennent  a la  trace  L,  tandis  que  Jl,  Jg,  se 
trouvent  sur  la  droite  de  fuite  C du  plan  a cherche.  Ce  plan  est  j)ar 
consequent  determine.  La  construction  que  nous  venons  d’exposer 
donne  lieu  a un  assez  grand  nombre  de  verifications:  car,  non  seulement 
Ul,  f/g,  doivent  tomber  sur  une  droite  et  la  meme  chose  doit 

arriver  pour  les  points  Jl,  Jl  Js,  mais  ces  deux  droites  doivent  resulter 
paralleles  entre  elles. 

2.  Les  remarques  que  j’ai  faites  au  debut  de  cet  article,  peuvent  s’appli- 
quer,  avec  des  modifications  convenables,  ä l’espace  a quatre  (ou  ä n) 
dimensions,  lorsqu’on  applique  la  methode  de  la  projection  centrale 
generalis^,  teile  qu’elle  a ete  imagin^e  et  developp^e  par  M.  Veronese 
il  y a vingt  ans.*)  Pour  en  r^sumer  les  concepts  fondamentaux  nous 
indiquerons  l’espace  a quatre  dimensions  considere  par  la  lettre  <B,  par 
les  lettres  latines  majusciües  ses  00^  jx)ints  et  par  les  lettres  grecques 
majuscules  ses  <x>^  espaces  ä trois  dimensions,  par  les  lettres  latines 
minuscules  ses  cx>®  droites  et  par  les  lettres  grecques  minuscules  ses  00® 
\ians.  Un  espace  (sous-entendu  trois  dimensions»)  X de  © est 
represente  par  sa  trace  x (sur  notre  espace,  considere  comme  espace  de 

1)  SvUa  geometria  descrittiva  a quattro  dimensioixi  (Atti  del  R.  Ist.  Vencto, 
5»  Serie,  VIII,  1882). 
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7'epresentation  ou  tahleau)  et  son  plan  de  fuite  i',  r et  i'  etant  deui 
plans  parallMes;  on  ecrit  en  consequence  £=  Un  plan  tc  est 

d’une  maniere  semblable  represente  par  sa  trace  i et  sa  droite  de  fuite 
i',  t et  i etant  dem  droites  paralleles:  on  exprime  cela  en  ecrivant 
Enfin  une  droite  r est  determinee  par  sa  trace  T et  sou 
point  de  fuite;  on  a de  la  sorte  r = {TT).  Pour  determiner  la  Posi- 
tion d’un  point  P il  ne  suffit  pas  de  donner  sa  projection  P',  mais  il 
faut  encore  connaitre  un  espace,  un  plan  ou  une  droite  qui  le  contient. 
Suivant  que  Ton  se  sert  de  ces  trois  eldments  auxiliaires  on  writ 
F=[xl,  P'},  P']  ou  bien  P'\  en  supposant 

que  dans  le  second  cas  P'  se  trouve  sur  le  plan  des  droites  parallMes 
< et  r et  dans  le  troisieme  que  T,  1\  P'  soient  trois  points  d’une  meme 
droite.  M.  Veronese  a donne  la  preference  ä cette  troisieme  maniere 
de  d^termination;  nous  allons  employer  la  premiere,  en  laissant  a nos 
lecteurs  de  developper  la  deuxieme,  dont  les  droits  ä etre  considei« 
ne  peuvent  etre  meconnus.^) 

Dans  la  geometrie  descriptive  de  l’espace  a quatre  dimensions  hoit 
problemes  de  position  jouent  le  role  de  fondamentaua:^  il  sont  par 
couples  correlatifs,  comme  il  resulte  du  tableau  suivant: 

1.  Trouver  la  droite  qui  passe  par  deux  points  donnes. 

2.  Trouver  le  plan  oü  se  coupent  deux  espaces  donnes. 

3.  Trouver  le  plan  qui  passe  par  un  point  et  une  droite  donnw. 

4.  Trouver  la  droite  oü  se  coupent  un  espace  et  un  plan  donnw. 

5.  Trouver  l’espace  qui  passe  par  un  point  et  un  plan  donn^. 

6.  Trouver  le  point  oü  se  coupent  un  espace  et  une  droite  donn^ 

7.  Trouver  l’espace  determine  par  deux  droites. 

8.  Trouver  le  point  oü  se  coupent  deux  plans. 

Nous  allons  avant  tout  exposer  les  Solutions  de  cem  entre  ces 
problemes  oü  il  y a des  points  entre  les  donnees,  en  supposant  de  les 
determiner  par  le  premier  des  trois  moyens  indiques  plus  haut. 

a)  Determiner  tu  trace  et  le  point  de  fuite  lg  de  la  droite  x qni 
joint  les  deux  pomts:  P^=  [t^ tj,  Pj ) et  Pj  ~ { Tg tg,  PJ j . 

Solution.  Pour  faciliter  la  tache  du  lecteur  qui  nous  suit  nous 
nous  servirons,  dans  cette  question  et  dans  les  suivantes,  de  figures 
schematiques;  dans  la  Fig.  5®  on  trouvera  indiques  les  donnees  et  les 
constructions  relatives  au  probl^me  qui  nous  occupe  maintenant. 

Comme  l’image  x'  de  la  droite  cherebee  n’est  que  la  droite  qui 
passe  par  Pi  et  Pi,  pour  resoudre  le  probleme  il  suffit  de  trouver  un 

1)  Il  va  Sans  dire  que  rien  n’est  plus  facile  que  de  passer  d’une  quelcon- 
que  aus  autres  de  ccs  mani^res. 
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espace  qni  contient  la  droite  P,  Pj ; on  peut,  par  ex.,  avoir  recours  ä celui 
qui  passe  par  la  droite  a Tinfini  du  plan  n = [^T]  oü  se  coupent  les 


deux  espaces  donn^s  et  Pour  le  determiner,  remarquons 

que  cet  espace  auxiliaire  pasce  par  le  plan  ^ Pjt;  or  ce  plan,  dont 


la  projection  est  le  plan  F[t,  passant  par  le  point  P,  et  par  la  droite  i 
de  l’espace  { Xj  t J } , appartient  ä cet  espace,  sa  trace  se  troure  en  con- 
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sequence  siir  et  sa  droite  de  fuite  sur  sa  droite  de  fuite  est 

donc  i'  et  sa  trace  rintersection  des  plans  et  L’espac« 

auxiliaire  passe  aussi  par  le  plan  = Pj  dont  la  droite  de  fuite  est  \ 
et  dont  la  trace  est  l’intersection  des  plans  et  Pjt;  cet  espace  a donc 
comme  trace  %x  lo  plan  deterraine  par  les  droites  (toutes  les  deui 


paralleles  a i')  et  et  comme  plan  de  fuite  t*  le  plan  mene  par 

parallelement  a Alors  Tx  et  I'x  ne  sont  que  les  intersections  d« 
deux  plans  x^  et  avec  la  droite  PiPg. 

b)  Determiner  la  trace  et  la  droite  de  fuite  i^  du  plan  | qui 

par  le  point  P=  |rt',  P'}  et  par  la  droite  r~  (PP)  (Fig.  6.*). 

Solution.  Commen9ons  par  trouver  le  point  Q oü  se  coupent  U 
droite  (TI')  et  l’espace  [xl'].^)  A cet  effet  menons  par  cette  droite 

1)  C’est  le  6®  des  problemes  dont  ci-dcssua  je  fis  renumeration. 
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un  plan  arbitraire  ä;  ü aura  comme  ^^ments  descriptifs  deux  droites  t 
et  i'  paralleles  entre  elles  et  passant  resp.  par  T et  ce  plan  et 
Tespace  [ti\  se  coupent  dans  une  droite^)  qui  a comme  trace  le 
point  = tx  et  comme  point  de  foite  1[  = % Q'  est  alors  l’inter- 

section  des  droites  TT  et  T^I[‘  Le  plan  cherche,  passant  par  r et  P, 
contient  aussi  la  droite  P^,  dont  la  trace  et  le  point  de  fuite  ne  sont 
que  les  intersections  T,  et  de  la  droite  T'Q'  avec  les  plans  x et  i. 
Les  deux  droites  TT^  et  T sont  les  droites  cherchees  et  elles 
resultent  (comme  il  devait  arriver)  parallMes  entre  elles,  car  on  a 

Q'T  _ Q'T,  _ Q’T, 

Q'r  - Q^I[  Q'li  ‘ 

c)  Determiner  la  trace  x^  et  le  plan  de  fuite  de  Vespace  S qui 
passe  par  le  point  P=  {rt',  P')  et  par  le  plan  ä [<?']  (Fig.  7®). 

Solution.  D’une 
maniere  analogue  ä celle 
employee  dans  le  Pro- 
bleme prdcddent,  commen- 
90ns  par  trouver  la  droite 
r oü  le  plan  \ti\  coupe 
l’espace  { rt ' } ; eile  a comme 
trace  le  point  T=tx  et 
comme  point  de  fuite 
T = Cette  droite  et 
le  point  P determinent 
un  plan  6 appartenant  a 
Tespace  cherche;  ce  plan 
contient  aussi  la  parallele 
menee  de  P ä r,  dont  le 
point  de  fuite  est  /'  et  dont  la  trace  est  l’intersection  Pj  de  la  droite 
P' r et  du  plan  t;  o a donc  comme  trace  PP,  E:=  t^  et  comme  droite 
de  fuite  la  parallele  men^  de  /'  a Comme  l’espace  cherche 
contient  les  deux  plans  x = et  0=  sa  trace  Xx  est  le  plan 

tt^  et  son  plan  de  fuite  est  i'i^]  et  le  probleme  est  resolu. 

Remarquons  enfin  que  nous  venons  de  resoudre  les  probRmes 
fondamentaux  de  position  qui,  dans  notre  liste,  portent  les  n°*  1,  3,  5; 
leurs  correlatifs  ne  prdsentent  aucune  difficulte;  comme  les  Solutions 
des  n°*  4 et  6 ont  ete  dejä  signalees  incidemment,  il  nous  reste,  pour 
epuiser  notre  sujet,  a dire  quelques  mots  sur  les  deux  demiers. 

Trouver  la  trace  t*  et  le  plan  de  fuite  de  Vespace  determine  par 
les  droites  r,  = (TJ[)  et  -1-  (P,/;)  (Fig.  8«). 


1)  Voir  le  4«  des  memes  problfemes. 
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Les  deux  plans  cherchds  doivent  etre  parall^es  et  passer,  Tun  par 
la  droite  et  l’autre  par  la  droite  le  premier  est  donc  le  plan 

mene  par  la  droite  parallMement  a la  droite  ijij,  tandis  que  le 

second  est  le  plan  mene 
par  la  droite  I[  pa- 
rallMement  ä T^T^. 

Trouver  le  point  X 
oü  se  coupcnt  les  deta 
plans  Äj  = [fj  ij]  d 
ff,  = (Fig.  9®). 

Par  le  plan  arj 
menons  un  espace  arbi- 
traire  ü coupe 

le  plan  ff,  dans  la  droite 
dont  les  el^ments  de- 
scriptifs  sont  T=tt^  et 
La  droite  TV 
conpe  le  plan  dans 
le  point  X',  de  sorte  que 
l’on  a X = {ti',  X'). 
Le  lecteur  verra  facilement  que  la  construction  de  l’espace  passant 
par  quatre  points  peut  etre  faite  d’une  maniere  analogue  a celle  du 
plan  passant  par  trois  points,  eiposde  ä la  fin  du  Nr.  1. 

Genes,  Aoüt  1901. 


DIgitized  by  Google 


Ein  Beitrag  zur  Frage 

nach  der  zweckmärsigsten  Gestalt  der  Geschofsspitzen. 

Von  Adolf  Kneser  in  Berlin. 

Eins  der  ältesten  Probleme  der  Variationsrechnung,  dasjenige 
nämlich,  welches  man  als  das  Problem  der  Fläche  kleinsten  Wider- 
standes zu  bezeichnen  pflegt,  findet  eine  interessante  praktische  Anwendung 
bei  der  Frage  nach  der  zweckmäfsigsten  Gestalt  der  Geschofsspitzen. 
Die  gewöhnlich  in  der  Variationsrechnung  behandelte  Aufgabe  verlangt, 
den  Meridian  der  Rotationsfläche  zu  finden,  welche  in  einer  Flüssigkeit 
fortschreitend  bei  gewissen  Annahmen  über  die  Druckwirkung  den 
kleinsten  Widerstand  erleidet.  Wenn  es  sich  aber  um  die  Geschofs- 
spitzen handelt,  mufs  man,  wie  von  neueren  Autoren^)  hervorgehoben 
wird,  den  Widerstand  der  Stirnfläche,  d.  h.  einer  das  Geschofs  nach 
vom  begrenzenden  Kreisfläche  mit  berücksichtigen,  und  die  praktisch 
interessante  Frage  ist  folgende:  wie  mufs  bei  gegebener  Länge  und 
gegebener  hinterer  Grenzfläche  der  Geschofsspitze  der  Meridian  ihrer 
Mantelfläche  angenommen  werden,  damit  diese  zusammen  mit  der 
Stirnfläche  den  kleinstmöglichen  Widerstand  erleide;  dabei  ist  der 
Radius  der  Stirnfläche  nicht  vorgeschrieben. 

Ein  wichtiges  auf  diese  Frage  bezügliches  Resultat  hat  Armanini 
abgeleitet;  er  zeigt,  dafs,  wenn  das  gesuchte  Minimum  vorhanden  sein 
soll,  die  Mantelfläche,  deren  Meridian  die  seit  Newton  bekannte  Kurve 
ist,  sich  imter  einem  Winkel  von  45®  an  die  Stirnfläche  ansetzen  mufs; 
damit  wird  eine  irrtümliche  Angabe  in  der  übrigens  verdienstvollen 
Arbeit  von  August  berichtigt.  Es  bleibt  aber  noch  zu  untersuchen, 
ob  die  nach  der  Regel  von  Armanini  konstruierte  Geschofsspitze 
wirklich  ein  Minimum  des  Widerstandes  liefert;  um  diese  Frage  zu 
beantworten,  benutze  ich  die  Methode  zur  Ableitung  hinreichender 
Bedingungen  des  Extremums  bei  Problemen  der  Variationsrechnung 
mit  veränderlichen  Integrationsgrenzen,  welche  ich  an  die  Grundgedanken 

1)  August,  Crelle’s  Journal  108  (1888).  Armanini,  Annali  di  mat.  (3)  4 
(1900).  Lampe,  Verh.  d.  deutschen  phys.  Ges.  8 (1901). 
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von  Weierstrafs  anknüpfend  in  meinem  Lehrbuch  der  Variations- 
rechnung entwickelt  habe. 

1.  Die  Symmetrieachse  des  Geschosses  sei  die  a:- Achse  eines 
rechtwinkligen  Koordinatensystems;  die  Stirnfläche  entstehe  durch 
Rotation  eines  Stückes  der  positiven  y- Achse;  der  Geschofskörper  liege 
nach  der  Seite  der  positiven  Abszissen  hin  und  bewege  sich  durch 
die  Luft  in  der  Richtung  der  negativen  ar-Achse.  Es  sei  ferner  0 der 
Koordinatenanfangspunkt,  01  der  Radius  der  Stirnfläche,  1 also  ein 
Punkt  der  positiven  Ordinatenachse;  12  sei  das  krummlinige  Stück 
des  Meridians  der  Geschofsspitze,  sodafs  der  Punkt  2 auf  der  hinteren 
Begrenzungsfläche  derselben  liegt.  Wenn  dann  die  Kurve  12  stetig 
gekrümmt  sein  und  das  gesuchte  Minimum  liefern  soll,  so  ergeben 
die  gewöhnlichen  Methoden  der  Variationsrechnung  als  erste  notwendige 
Bedingung  des  Minimums,  dafs  die  Kurve  12  durch  Gleichungen  von 
folgender  Gestalt  darstellbar  sein  mufs: 

a(l  -I-  <*)* 

dabei  bedeutet  t einen  Parameter,  für  den  ofienbar  die  Gleichung 


gilt;  a und  h sind  Konstante.  Die  Kurven,  welche  durch  die  Glei- 
chungen (1)  bei  willkürlicher  Wahl  der  Gröfsen  a und  h definiert 
werden,  sind  nach  der  Bezeichnungsweise  meines  Lehrbuchs  die  Eitre- 
malen  der  vorgelegten  Minimumsaufgabe. 

Bezeichnen  wir  nun  hier  wie  auch  fernerhin  die  Koordinaten  der 
Punkte  1,  2, . . . durch  x^,  . . .,  die  Werte  des  Parameters  i 

in  diesen  Punkten  durch  <j,  . . .,  so  ist  nach  Armanini  zu  setzen 


<1  = 1, 

und  die  zweite  Gleichung  (1)  ergiebt 

Vi  = 2a, 

sodafs  a ebenso  wie  t/j  positiv  ist;  da  ferner  = 0,  so  folgt  aus  der 
ersten  Gleichung  (1),  wenn  man  t = t^  = \ setzt, 

b 4-  |a  = 0, 

sodafs  die  Gleichungen  der  zu  untersuchenden  Extremalen  in  folgende 
Form  gebracht  werden  können: 


(2) 


X = 


?/  = 


S*!  ^ T Gt' ^ ^ ■ 
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Von  jeder  der  hierdurch  dargestellten  Kurven  betrachten  wir  hur 
denjenigen  Teil,  der  dem  Wertgebiet 

(3)  1 > 0 

entspricht;  da  offenbar  die  Gröfse 


/I  _L  ^ _ 1\ 
iit  4 tj 


4(  ^ + p)  + p) 


bei  der  Voraussetzung  (3)  negativ  ist,  so  erhält  man,  wenn  t vom 
Werte  -f  1 beginnend  abnimmt,  die  positiven  Werte  von  rc,  die  bei 
der  festgesetzten  Lage  des  Geschosses  zum  Koordinatensystem  zu  be- 
trachten sind. 


2.  Der  Widerstand,  den  eine  in  der  Richtung  ihrer  Symmetrie- 
achse durch  eine  Flüssigkeit  fortschreitende  Rotationsfläche  erleidet, 
wird  bei  der  Newtonschen  Voraussetzung  über  die  Druckwirkung 
durch  den  Ausdruck 


ydy* 


-f  dy 


s 


dargestellt,  in  welchem  C eine  Konstante  bedeutet  und  längs  des 
Meridians  der  Rotationsfläche,  einschliefslich  der  die  Stirnfläche  er- 
zeugenden geraden  Strecke,  zu  integrieren  ist;  sind  x und  y längs  des 
Meridians  Funktionen  eines  Parameters  ty  und  werden  die  Ableitungen 
nach  diesem  durch  Accente  bezeichnet,  so  kann  man  für  den  Aus- 
druck (4)  schreiben 

cjF{Xy  y,  x\  y')dt, 

wobei  gesetzt  ist 

('’)  F(x,  y,  X,  y")  = 


Die  Bedeutung  der  Konstante  C ist  leicht  zu  erkennen,  wenn  man 
x'  = 0 setzt,  also  längs  einer  Ordinate,  z.  B.  des  Stückes  01,  integriert; 
man  erhält  dann 


u 


C ißt  also  das  2 ä- fache  des  Widerstandes,  den  eine  auf  der  Bewegungs- 
richtung senkrechte  Kreisfläche  erleidet,  dividiert  durch  das  Areal 
derselben. 

Die  Beziehung  zwischen  der  Funktion  F und  den  Extreraalen  be- 
steht darin,  dafs  die  Gleichungen 


,IF 


dt 


r “0. 
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in  welchen  ^ 


dF 


F^,  — u.  8.  f.  gesetzt  ist,  gelten,  wenn  man 

für  X,  y die  Ausdrücke  (1)  oder  (2)  einsetzt;  man  kann  sich  davon, 
ohne  etwas  aus  der  Variationsrechnung  zu  entlehnen,  durch  einfache 
Ausrechnung  leicht  überzeugen. 


3.  Um  nun  unserem  Ziel  näher  zu  kommen,  betrachten  wir  den 
Extremalenbogen  12  als  speziellen  Fall  eines  veränderlichen  Bogens 
34,  der  in  folgender  Weise  konstruiert  wird.  Es  sei  > 0,  und  es 
werde  die  Extremale 


2/s  (1  + O* 

y ~ 4t» 


für  das  Intervall  1 ^ > 0 betrachtet,  und  der  Widerstand,  dividiert 

durch  die  Konstante  (7,  allgemein  durch  J bezeichnet;  spezieUer  sei 
das  längs  des  Linienzuges  034  gebildete  Integral,  und  werde 
stets  der  Integrationsweg  durch  die  dem  Buchstaben  J angehefteten 
Zahlen  angedeutet.  Dann  ist 

*^0S4  ~ *^0S  "h  «^34  7 

wobei  der  Strich  darauf  hin  weisen  soll,  dafs  längs  einer  Extremale 
integriert  wird,  und  nach  Nr.  2 ist,  da  längs  der  Geraden  03  die 
Gröfse  x'  verschwindet. 


ferner  ergiebt  sich,  da  den  Gleichungen  (7)  zufolge  dem  Werte  t = \ 
der  Punkt  3 entspricht, 

J„==JF(x,  y,  x',  y')dt, 

1 

wobei  für  Xy  y die  Werte  (7)  substituiert  zu  denken  sind.  Zur  Ver- 
einfachung der  Formeln  wollen  wir  festsetzen,  dafs 

x^  = Xy  = t^=^t 

sei,  d.  h.  wir  wollen  die  Gröfsen  x,  y,  t ohne  Index  auf  den  Punkt  4 
beziehen  und  schreiben  demgemäfs 

I 

^34  =^\F{Xy  tjy  Xy  y)(lt. 


i 
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Diese  Qröfse  kann  als  Funktion  von  und  t angesehen  werden;  man 
erhalt  unmittelbar 


'84 


dt 


= y,  »0 . 


oder,  da  F nach  der  Definition  (5)  in  Bezug  auf  die  Argumente  x',  y' 
homogen  von  der  ersten  Dimension  ist, 

^ = F,.x'  + F,.y', 


oder  endlich,  indem  man  zum  Ausdruck  bringt,  dafs  x und  y den 
Gleichungen  (7)  zufolge  Funktionen  von  y^  und  t sind. 


^*^84  JP  ^ I jp  ^ 

X*  n*  I u'  a*  • 


(9)  ^ ^ 

^ dt  *'  dt  ' y'  dt 

Da  ferner  die  Integrationsgrenzen  von  y^  unabhängig  sind,  findet  man 

|5i=  f(F,p^  + F,.p^  + Fj^  + F,p^)dt. 

J J \ ’Sy,  ‘Sy,  "Sy,  ^ » dyj 

1 1 

Dieser  Ausdruck  kann  durch  partielle  Integration  umgeformt  werden, 
indem  man  von  den  Gleichungen 

dx'  _ /^\  _ ^ /ga;\  dy'  ^ /^y\  _ ^ 

dVi  ~ dya  \dt)  ~~  dt  \dyj  ^ dy^  “ dy^  \di)  ~ dt  \dyj 

ansgeht;  man  erhält  z.  B. 

fF,.p^dt=^F,.l^\‘-fp^^^'dt 

J * dy^  * ay,  !i  J dy^  dt 


und  findet  schliefslich 

^*^84  ^ jp  I jp 


1 1 


also  den  Gleichungen  (6)  zufolge,  die  bei  den  Voraussetzungen  (7) 
offenbar  ebenso  gelten,  wie  wenn  man  für  x^  y die  Werte  (2)  einsetzt, 

dl. 


= F — A-  F — 


Kombiniert  man  dieses  Resultat  mit  der  Gleichung  (8)  und  setzt 

«^03  + «^S4  = 

so  ergiebt  sich  in  etwas  geänderter  Anordnung 

1 


^ y — If  — 4-F  — ^ 

oy,  \ *'ay. + J 


dx 


dy 


cy^ 


CVi 
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Nun  ersieht  man  aus  den  Gleichungen  (7)  unmittelbar 


(10) 

(11) 

da  ferner  offenbar 


also  nach  (11) 


= 0 il'- 

y = tx', 


1, 


so  folgt 


T?  _ yy'*(y'*  + 


IP  y^*(^*  + 3) 
— ”(i  t*)*  » 


F 

-*•  u» 


= y 


= y3i 


und  mit  Berücksichtigung  der  Gleichungen  (10)  erhält  man 


ys 


u 


_ (f  + F — = 0 
V^'dy,  y’dyj\ 

= F ^ 4-  F • 

Sodann  ergiebt  die  Gleichung  (9),  da  offenbar 

dJ. 


dt 


= 0, 


das  Resultat 
setzt  man  also 


Tp  OJC  . jp  ^ 

~ Tif  1 Pf  , 


dt 


r dt 


dx=^^dt  + lfdy„  dy  = + If^dy,, 


SO  folgt  die  für  die  fernere  Untersuchung  fundamentale  Formel 
(12)  du  = F^,dx Fy.dy. 

4.  Der  einfache  analytische  Kunstgriff,  durch  welchen,  beiläufig  be- 
merkt, die  Jacobi-Hamiltonsche  Methode  mit  den  Grundgedanken 
von  Weierstrafs  über  die  Herleitung  hinreichender  Bedingungen  des 
Extremums  in  Verbindung  gesetzt  wird^),  besteht  nun  darin,  dafs  in 
der  Gröfse  u,  die  zunächst  als  Funktion  von  y,  und  t erscheint,  die 
Argumente  x und  y als  unabhängige  Variable  eingeführt  werden.  Um 
zu  entscheiden,  ob  und  in  welchem  Umfange  dies  möglich  ist,  mufs 
die  Funktionaldeterminante  der  durch  die  Gleichungen  (7)  als  Funktionen 


1)  Kneser,  Lehrbuch  der  Variationsrechnung  (Braunschweig  1900),  §§  15. 
16  und  19. 


I 
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von  y,  und  t bestimmten  Ausdrücke  Xy  y nach  den  Argumenten  y,  und 
t gebildet  werden.  Schreibt  man  jene  Gleichungen  kurz 

x = y»v((),  y = y)Hi)> 

SO  findet  man  unmittelbar 

dx  = (p{t)dy^  + ys(p\t)dt, 
dy  = t(i)dys  + y^rl}'{t)dty 


Ferner  gilt  die  schon  in  der  Gleichung  (11)  zum  Ausdruck  gekommene 
Identität 


somit  folgt 

djx,  y) 
^{ys,  0 


= 2/39'W(^9(0-^(0) 

— _L  ^ 

i*  t)l  16^ 


Da  nun  die  Werte  von  t,  für  welche  1 ^ ^ > 0,  betrachtet  werden, 
so  ist  ln<  nicht  positiv,  die  ganze  rechte  Seite  der  letzten  Gleichung  und 

damit  die  Funktionaldeterminante  p)  also  positiv,  und  dies  gilt 

^ (l/a  » 

für  alle  Wertsysteme  (y^,  t),  für  welche  > 0,  1 ^ ^ > 0. 

In  der  Umgebung  jedes  dieser  Wertsysteme  können  also  die 
Gröfsen  y^  und  t als  Funktionen  der  unabhängigen  Variabein  Xj  y an- 
gesehen werden,  und  haben  stetige  erste  Ableitungen  nach  diesen.  Es 
erscheint  damit  auch  die  Gröfse  m als  Funktion  von  x und  «/,  und  das 
in  der  Formel  (12)  auftretende  System  von  Differentialen  dXy  dy  kann 
jedes  beliebige  vom  Punkte  4 ausgehende  Linienelement  darstellen. 

5,  Eine  weitere  Thatsache,  von  der  wir  Gebrauch  zu  machen 
haben,  besteht  darin,  dafs  jeder  beliebig  gegebene  Punkt  4,  dessen  Ko- 
ordinaten positiv  sind,  mit  einem  auf  der  positiven  Ordinatenachse 
liegenden,  nicht  vorgeschriebenen  Punkte  3 durch  eine  der  Schar  (7) 
angehörige' Extremale  verbunden  werden  kann.  Um  dies  nachzuweisen, 
gehen  wir  von  irgend  einer  speziellen  Extremale  jener  Schar,  etwa  der 
ursprünglich  betrachteten  Kurve  12  aus,  deren  Gleichungen  lauten: 

(13)  x = y,(p{t),  y = yM^). 

Längs  dieser  Kurve  durchläuft  das  Verhältnis  y : x,  wenn  man  t von 
4-  1 bis  zum  Werte  0 abnehmen  läfst,  beständig  abnehmend  das  Inter- 
vall von  + <x>  bis  0;  denn  man  hat 
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und  der  Zähler  dieses  Ausdruckes  ist  nach  Nr.  4 für  alle  positiven, 
echt  gebrochenen  Werte  von  t positiv;  da  nun  t abnimmt,  da  ferner 


und  demnach 


lim  <ln  < = 0 
/=o 


lim  2 = lim  = 0, 
''  <=o'SP(^ 


<=o 


so  ändert  sich  der  Quotient  y : x m.  der  That  auf  die  angegebene  Weise. 
Es  giebt  daher  auf  dem  der  Ungleichung 

(14)  1 ^ ^ > 0 

entsprechenden  Teil  der  Kurve  (13)  einen  einzigen  Punkt,  in  welchem 
der  Quotient  y : x einen  gegebenen  positiven  Wert,  z.  B.  denselben  wie 
für  den  gegebenen  Punkt  4 annimmt.  Ist  B der  zugehörige  Wert 
von  ty  so  findet  man  demnach 

y ^ 

indem  man  die  Gröfsen  Xy  y wieder  auf  den  Punkt  4 bezieht,  und  bei 
der  vorausgesetzten  Lage  dieses  Punktes  hat  die  letzte  Gleichung  eine 
einzige  Lösung  0,  welche,  für  t gesetzt,  der  Ungleichung  (14)  genügt. 
Setzen  wir  nun 

X y 

so  geht  die  Extremale 

welche  der  Schar  (7)  angehört,  durch  den  Punkt  {Xy  y)  oder  4,  da  man 
für  t — B offenbar  die  Gleichungen 

X = xy  Y=y 

erhält.  Damit  ist  die  aufgestellte  Behauptung  bewiesen. 

Läfst  man  den  Punkt  (Xy  y)  sich  dem  Koordinatenanfangspnnkt 
unbegrenzt  annähern,  so  folgt  aus  den  Formeln  (15),  dafs  y^  unendUch 
klein  wird;  denn  die  Gröfse 

= + + { 


bleibt  bei  positiven,  die  Einheit  nicht  überschreitenden  Werten  von  t 
oberhalb  einer  festen  positiven  Grenze. 

0,  Nach  diesen  Vorbereitungen  kann  die  Frage  nach  der  Mini- 
mumseigenschaft des  Integrals  beantwortet  werden.  Vom  Punkte  2, 
also  vom  Rande  der  gegebenen  hinteren  Grenzfläche  der  Geschofsspitze 
aus,  sei  in  der  xy -Ebene  eine  beliebige,  die  a:- Achse  nicht  schneidende 
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Kurve,  welche  nicht  Extremale  zu  sein  braucht,  nach  einem  Punkte  5 
hin  gezogen,  welcher  wie  1 der  positiven  Hälfte  der  Ordinatenachse  an- 
gehört; 052  ist  dann  der  Meridian  einer  neuen  Spitze,  und  es  ist  zu 
untersuchen,  ob  wirklich,  wie  wir  wünschen,  das  Widerstandsintegral 
*^058  gröfser  als  ist.  Zu  diesem  Zwecke  lasse  man  den  Punkt  4 
die  Kurve  52  in  der  Richtung  von  5 nach  2 hin  durchlaufen  und  kon- 
struiere, was  nach  Nr.  5 möglich  ist,  in  jeder  Lage  des  Punktes  4 den 
dort  definierten  Extremalenbogen  34.  Fallen  die  Punkte  4 und  5 zu- 
sammen, so  ist  auch  der  Punkt  3 mit  ihnen  identisch;  fällt  der  Punkt  4 
in  die  Lage  2,  so  geht 
der  Punkt  3 in  die 
Lage  1 über.  Daraus 
folgt,  dafs  das  Aggregat 

~ *^054  u = 

+ *^54  ~ («^S  + «^84) 

bei  der  bezeichneten 
Bewegung  des  Punktes 
4 mit  dem  Anfangs- 
wert  Null  beginnt, 
während  sein  Endwert 
die  Differenz 

~ *^068  *^018 

ist,  deren  Vorzeichen 
untersucht  werden  soll. 

Dieses  Vorzeichen  ist 
bestimmt  und  damit  das 
Ziel  der  Untersuchung  erreicht,  wenn  es  gelingt,  über  das  Wachsen 
oder  Abnehmen  der  Gröfse  W bei  der  angegebenen  Bewegung  des 
Punktes  4 bestimmte  Einsichten  zu  gewinnen. 

Es  seien  nun  die  Koordinaten  des  Punktes  4 als  stetige,  mit 
stetigen  ersten  Ableitungen  versehene  Funktionen  eines  Parameters  r 
gegeben,  der  in  den  Pimkten  5,  4,  2 die  Werte  ^5,  r,  annimmt  und 
in  der  Richtung  52  wächst;  dann  ist 


= F Ix  V — — ^ 

dt  ^ r’  dt » dt)^ 


und  da  nach  Nr.  4 die  Gröfse  m in  der  Umgebung  jeder  Lage  des 
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Punktes  4 als  Funktion  von  a:,  y angesehen  werden  kann  und  stetige 
erste  Ableitungen  besitzt,  so  kann  man  der  Formel  (12)  zufolge  setzen 

dr  dx  dx  ' dy  dx  *'  dx  y'dr’ 

man  erhält  mit  diesen  Werten 


d IV  -w-y  / d X d y\  yy  ✓ f dx  yy  r ^ f\ 

^7  = 57)  - */;  a; , y )^  - F^.(x,  y,x,y') 


oder  in  der  Bezeichnung  von  Weierstrafs 


dW  ^ 
dx 


, dx  dy\ 

» dV»  dVj* 


Führt  man  in  dieser  Formel  den  expliziten  Ausdruck  (5)  für  die 
Funktion  F ein,  und  berücksichtigt  die  Relation 

y'  = tx, 


so  ergiebt  eine  kurze  Rechnung 


dW 

dx 


/dy  dxy 

Wt  dxj 

+ (1  - e) 

dx\ 

\y 

(i  + <T[(^) 

'+©1 

\ 

Da  nun  t positiv  und  1 — nicht  negativ  ist,  so  ist  dieser  Ausdruck 

ci-  X d f/ 

positiv  oder  Null,  wenn  wir  voraussetzen,  dafs  und  “ längs  der 


Kurve  52  nirgends  zugleich  verschwinden  und  nicht  negativ  werdeo. 
Der  zweite  Faktor  des  Zählers  ist  dann,  abgesehen  vom  Punkte  5,  von 
NuU  verschieden,  da  dies  von  1 — gilt;  verschwinden  konnte  somit 


die  Gröfse 
Gleichung 


dW 
d X 


längs  der  ganzen  Kurve  52  nur,  wenn  überall  die’ 


dx  dx 


oder 

(16) 


1 dx  , 
' dx  ^ 


y 


= 0 


bestünde.  Nun  kann  man  nach  Nr.  4 auch  t und  y^  in  jeder  Lage 
des  Punktes  4 als  Funktionen  von  x und  y und  damit  von  r betrachten; 
dann  ist  offenbar 

= r'  — 4-  ~ u'—  -I-  . 

dx  dx  dy-i  dx  * dx  ^ dx'  cy^  dx  ’ 
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und  die  Gleichung  (16)  würde  ergeben 


I -L 

I dz  dz 

I 

dz  }y,  dz 


mithin,  da  die  neben  stehende  Funktionaldetemiinante  nach  Nr.  4 

' dz 

von  Null  verschieden  ist, 

Vs  = const 

Das  würde  bedeuten,  dafs  der  Punkt  4 bei  seiner  Bewegung  immer 
auf  derselben  Extremale  34  läge;  da  nun  die  Endlage  dieser  Kurve 
die  ursprünglich  betrachtete  Extremale  12  ist,  so  müfste  die  Kurve  52 
in  ihrem  ganzen  Verlaufe  mit  der  Ertremale  12  zusammenfallen.  Ab- 
gesehen von  diesem  Falle  ist  also  unter  der  eingeführten  Voraussetzung 
dW  . . * . 

die  Gröfse  nicht  negativ,  verschwindet  aber  nicht  überall,  und  da 

Tj  <C  Tj,  W =0,  TFj  = 

so  folgt 

(17)  Jo5j  «/01}  > 0. 

Diese  Ungleichung  gilt  auch  noch,  wenn  die  Punkte  5 und  0 zu- 
sammenfallen, d.  h.  wenn  die  dem  Meridan  052  entsprechende  Geschofs- 
form  keine  Stirnfläche  hat,  sondern  vorne  in  eine  scharfe  oder  ab- 
gerundete Spitze  ausläuft.  Dann  kann  der  Punkt  4,  dessen  Ordinate 
positiv  sein  mulste,  zwar  nicht  in  die  Lage  5 oder  0 hineinrücken,  ihr 
aber  doch  beliebig  nahe  kommen.  Läfst  man  demgemäfs  den  Wert  x 
von  Tg  aus  abnehmend  gegen  die  Grenze  Tj  konvergieren,  so  nimmt 
nach  Nr.  5 die  Gröfse  y,  unendlich  ab,  das  Integral  nähert  sich 

also  ebenso  wie  und  unbegrenzt  dem  Werte  Null,  und  dasselbe 
gilt  demnach  von  dem  ganzen  Aggregate  W.  Nun  lehrt  aber  die 
durchgefuhrte  Argumentation  auch  jetzt  noch,  dafs,  so  lange  r nicht 

dW 

mit  Tj  zusammengefallen  ist,  die  Gröfse  nicht  negativ  ist  und  nicht 

überall  verschwindet;  denn  ist  offenbar  nicht  längs  der  ganzen 
Kurve  52  konstant.  Wäre  also  der  Wert  von  W für  t = t.  Null  oder 
negativ,  so  müfste  diese  Gröfse  bei  der  angegebenen  Bewegung  der 
Variablen  x gegen  eine  negative  Grenze  konvergieren,  was  dem  soeben 
erhaltenen  Resultate  widerspricht.  Damit  ist  wiederum  die  Ungleichung 
(17)  bewiesen- 
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7,  Das  Minimum  des  Widerstandes  wird  also  von  der  Extremale  12 
geliefert,  wenn  man  sie  mit  denjenigen  Kurven  52  vergleicht,  längs 

deren  und  — nicht  zugleich  verschwinden  und  nicht  negativ  werden. 

Diese  Beschränkung  der  verglichenen  Kurven  ist  aber  dem  ursprüng- 
lichen Sinne  des  Problems  durchaus  angemessen;  denn  wäre  die  Grö&e 

stellenweise  negativ,  so  müfste  sie  in  gewissen  Punkten  von  posi- 
tiven zu  negativen  Werten  übergehen,  und  die  durch  Rotation  der 
Kurve  52  entstandene  Fläche  hätte  eine  nach  der  Bewegungsrichtung 

offene,  ringförmige  Vertiefung.  Ebenso  hätte  diese  Fläche,  wenn  ^ 

das  Vorzeichen  wechselte,  wulstförmige  Auswüchse  oder  Vertiefungen, 
welche  sich  senkrecht  zur  Bewegungsrichtung  erhöben  oder  öffneten,  und 
würde  nicht  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  der  Bewegungsrichtung  zu- 
gewandt sein.  Ein  wechselndes  Vorzeichen  einer  der  Gröfsen 

würde  also  auf  solche  Geschofsformen  führen,  bei  denen,  wie  schon 
August  hervorgehoben  hat,  das  New  ton  sehe  Gesetz  der  Druckwirkung 
nicht  mehr  angewandt  werden  kann. 

Zum  Schlufs  sei  noch  darauf  hingewiesen,  dafs  die  in  Nr.  6 vor- 

ausgesetzte  Stetigkeit  der  Gröfsen  ^ der  Kurve  52  die  prak- 
tisch wohl  immer  zulässige  Beschränkung  auferlegt,  überall  eine  sich 
stetig  ändernde  Tangente  zu  besitzen.  Aber  die  abgeleiteten  Differential- 
fomieln  imd  die  an  sie  geknüpften  Schlüsse  bleiben  auch  für  Kurven 
mit  beliebig  vielen  Ecken  gültig,  wenn  die  übrigen  Voraussetzungen 

der  Nr.  6 festgohalten  werden,  und  die  Gröfsen  ^ nur,  ohne 

überall  stetig  zu  sein,  gewisse  leicht  angebbare  Eigenschaften  besitzen, 
die  in  § 17  meines  Lehrbuchs  genauer  besprochen  sind. 

Berlin,  den  5.  August  1901. 
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Gleicligewiclitsbediiigiingen  für  vier  Kräfte, 
die  senkrecht  zu  einer  starren  Geraden  wirken. 


Von  H.  Schubert  in  Hamburg. 


Es  bezeichnen:  1)  p^,  Ps,  Pt  die  Intensitäten  der  vier  Kräfte; 

2)  «3,  a^  die  Winkel,  die  ihre  Richtungen  mit  einer  beliebig 

gewählten  Anfangsrichtung  bilden;  3)  die  Entfernungen, 

die  ihre  auf  einer  starren  Geraden  g befindlichen  vier  Angriffspunkte 
von  einem  beliebig  auf  g gewählten  Anfangspunkte  haben. 

Dann  sind  die  Bedingungen  des  Gleichgewichts: 

2\  cos  + Pi  cos  Oj  + + Pa  ^a  = ^ > 

p^  sin  ofj  + + Pz  sin  Og  + sin  «4  = 0 , 

pJl  cos  ffj  -f  p^l^  cos  «2  ■+■  + PaK  ^A  ^ ^ > 

Pj  sin  «1  + p,  Zg  sin  Oj  pjZg  sin  Oj  + P4Z4  sin  «4  = 0. 

Diese  vier  Gleichungen  bestehen  zwischen  nur  acht  wesentlich 
verschiedenen  Gröfsen,  nämlich  drei  Winkeln,  da  drei  den  vierten  be- 
stimmen müssen,  drei  Intensitätsverhältnissen  und  zwei  Abstandsver- 
hältnissen. Eliminiert  man  daher  die  Winkel,  so  mufs  eine  Relation 
entstehen,  die  allein  zwischen  den  Intensitäten  der  Kräfte  und  den 
Abständen  ihrer  Angriffspunkte  besteht.  Diese  lautet: 

Pl  ih  - 1,)  ih  - h)  0,  - + pI  (h  1,)  ft  - «.) 

+ pS  ft  - «.)  ft  - it)  ft  - h) + p\  ih  - h)  ft  - y ft  -h)=o. 


Wenn  die  vier  Angriffspunkte  symmetrisch  liegen,  so  dafs 
— h — h ~ h ^d  Zj  — Zj  = Zj  — Z4  ist,  so  spezialisiert  sich  diese 
Relation  zu:  (pj  - pj)  ft  - Z4)  = (p\  - pl)  (Z,  - Z3) . 


Andererseits  mufs  aber  durch  Elimination  der  Kraft -Intensitäten 
eine  Relation  entstehen,  die  nur  zwischen  den  Winkeln  und  den  Ab- 
ständen der  Angriffspunkte  besteht.  Diese  Relation,  die  man  durch  Eli- 
mination vonpi,pj,  Ps,P4  aus  den  vier  Bedingungsgleichungen  erhält,  lautet: 


Bin  (tf,  — g,)  ^ 0^)  ^ 1,  — I,  . 1,  — Z»  ^ 

sin  («4  — a,)  * sin  (a^  — a,j  h ~ h ’ h ~ h 


Diese  Relation  sagt  aber  nichts  anderes  aus,  als  dafs  die  Winkel, 
unter  denen  die  Kraftrichtungen  zu  einander  geneigt  sind,  dasselbe 
Doppelverhältnis  haben,  wie  die  Strecken  zwischen  den  Angriffspunkten 
der  entsprechenden  Kräfte.  Hieraus  folgt  der  Satz: 

Wenn  vier  KräßCy  die  senkrecht  za  einer  starren  Geraden  wirkeny 
sich  das  GleichgewicJit  halten,  und  man  zieht  in  einer  zu  ihren  Richtungen 
parallelen  Ebene  durch  einen  Punkt  vier  Parallele  zu  diesen  Richtungeny 
so  erhält  man  vier  Strahleny  die  projektiv  zu  den  vier  Angriffspunkten 
auf  der  starren  Geraden  sind. 

Hamburg,  den  24.  April  1901. 
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Vereinfachte  Lösung  der  Enlerschen  Aufgabe: 

i*?*  + J/*  + + t’*  = 0. 

Von  K.  ScHWERiNG  in  Köln. 


Diese  Aufgabe  ist  von  Euler  in  seiner  Algebra^)  gelöst  worden. 
Die  gegebene  Lösung  ist  etwas  umständlich  und  läfst  nicht  leicht  er- 
kennen, ob  die  anscheinend  willkürlichen  Gröfsen  bei  Abänderung  ihrer 
Werte  zu  neuen  Lösungen  führen  oder  nicht.  An  diese  Lösung  knüpft 
Binet*)  an  (C.  R.  12,  248,  1841);  mit  dieser  Note  werden  wir  uns 
weiter  unten  auseinandersetzen.  Ich  glaube  eine  von  mir  gefundene 
Lösung  veröffentlichen  zu  sollen,  weil  ich  sie  für  eine  wesentliche 
Vereinfachung  der  Euler  sehen  Lösung  halte  und  die  Aufgabe  an  sich 
höchst  elegant  ist. 

Ich  behaupte,  dafs  die  allgemeinste  Lösung  in  folgenden  Glei- 
chungen enthalten  ist: 

(1)  x = ma  — n^,  y = — 7nß ^ — «a -f  w*,  v = nß  — m^. 

Die  Zahlen  a,  ß,  m,  n sind  nur  durch  eine  Gleichung  verbunden: 

(2)  a*  tt/3  -f  /3*  = 37»w. 

Zunächst  überzeugen  wir  uns  durch  Ausrechnung,  dafs  (1)  und  (2) 
wirklich  die  Aufgabe  lösen.  Wir  finden: 

+ V*  = (w*  — — ß^)  -f  (Srnw“*  — 3w*«)(«  — ß),  oder 

oc^  y^  = {m^  — «*)(«  — ß)(a^  + -f  — 3 nin). 

Damit  ist  diese  Behauptung  bewiesen. 

Jetzt  haben  wir  noch  zu  zeigen,  dafs  die  Aufgabe  auch  in  allge 
meinster  Weise  durch  unsere  Lösung  erledigt  wird.  Angenommen,  es 
existiere  irgend  eine  Lösimg  x,  i/,  z,  v.  Wir  werden  zeigen,  dafs  sie 
in  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  enthalten  ist,  d.  h.  wir  werden  Werte 
<£,  ß,  m,  n angeben,  welche  die  vorgelegte  Lösung  hervorbringen. 

1)  Desgl.  in  Euleri  opera  minora  collecta.  Petrop.  1849.  Tom.  I.  p.  I93ff 

2)  Encyklop.  d.  mathem.  Wiseensch.  1,  572. 
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Wir  finden  leicht: 


(3) 

Folglich 

(4) 

also 

(5) 


a = 


X -\-n*  w*  — z 


tn 


n 


ß = 


n'  — y 


m 


in*  + V 
n 


nx  + mg  — — ny  — m,v  = m’  — w®, 


V z n 


Setzen  wir  nun 


m = <9-(x  + y),  n = — S'(v  -f  ^), 

80  folgt  aus  (4) 

g(x  -h  y)  — x(v  + g)  = {(x  -h  yy  -h  (v  + gy  j . 

Oder  mit  Rücksicht  auf  x^  + y^  -j-  g^  + = 0: 

('6')  a2  iy_~_ ■ 

^ Sxy(x-i-y)-j-  3vz(v-l-z) 

Diese  Gleichung  ist  aber  immer  rational  lösbar.  Denn  man  braucht 
den  Zahlen  x,  y,  gj  v nur  einen  bestimmten  gemeinsamen  Faktor  k zu 
geben,  um  für  d-  sogar  den  Wert  Eins  zu  erhalten.  Ist  •d’  gefunden, 
so  liefern  m = d-{x  y),  n = — d-{v  g)  für  m und  n sogar,  wenn 
es  verlangt  wird,  ganzzahlige  Werte,  und  dann  erhält  man  a und  ß 
aus  (3). 

Hiermit  ist  bewiesen,  dafs  jede  rationale  Lösung  in  der  von  uns 
gegebenen  enthalten  ist.  Wenn  a,  ß,  m,  n nicht  ganze  Zahlen  sind, 
so  können  sie  durch  Multiplikation  mit  einer  bestimmten  ganzen  Zahl, 
dem  Hauptnenner,  ganzzahlig  gemacht  werden.  Dadurch  wird  den 
Werten  x,  y,  g\  v nach  (1)  ein  gemeinsamer  Faktor,  das  Quadrat  des 
vorgenannten  Nenners  beigefügt.  Dieser  kann  zum  Schlufs  wieder  ab- 
getrennt werden.  Folglich  erhält  man  alle  ganzzahligen  Lösungen, 
wenn  man  m,  n alle  zulässigen  ganzen  Zahlen  durchlaufen  läfst. 
Wegen  (2)  kann  man  für  m und  n aufser  3 nur  Zahlen  wählen,  welche 
Primzahlen  von  der  Form  Gjp  — 1 und  eine  ungerade  Potenz  von  2 
als  Faktoren  nicht  enthalten.  Für  m und  n sind  also  nur  zulässig: 

1,  3,  4,  7,  9,  12,  13,  16,  19,  21  u.  s.  w. 

Beispiele:  w = 1,  w = 3;  aß  ß‘  = 9. 

Dann  sind  folgende  Annahmen  möglich: 

c = 3,  - 3,  0,  0,  3,  - 3;  ß = 0,  0,  3,  - 3,  - 3,  3. 

Archiv  <l»r  Mathematik  und  Physik.  III  Reihe.  II.  . lU 
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Man  findet  folgende  Lösungen: 


X = 

-0, 

-12, 

-9, 

- 9, 

- 6, 

-12, 

y = 

9, 

9, 

6, 

12, 

12, 

6, 

e = 

-8. 

10, 

1, 

1, 

1 

00 

10, 

V = 

-1, 

- 1, 

00 

-10, 

1 

0 

8. 

Unter  diesen  sind  3 verschieden: 


93  = 83  -}-  6*  + 13,  123  + P = 93  + 103,  Q3  _ 53  4s  3s. 

Für  7H  =1,  M = 4;  a = — 4,  ß = 2 wird:  2Q3  = 1?3  -|-  143  _j.  71 
Für  m = 3,  w = 4;  a = 6,  ^-=  — G und  a = — 6,  ß = 0 wird 

343  + 23  = 333  + 153,  343  + 93  = 333  + 103. 


Für  a = 6,  /3  = 0:  W + 23  - 153  9s 

Um  auch  ein  Beispiel  der  Zurückführung  einer  gegebenen  Losung 
auf  die  hier  gefundene  Form  zu  haben,  wählen  wir  das  von  Euler 
op.  min.  coli.  Petrop.  1849  mitgeteilte  x = — 72,  i/  = 39,  z = r = 34. 
Man  findet  = 151  : 33*  • 26.  Folglich  erteilen  wir  den  x,  y,  z,  r 
den  gemeinsamen  Faktor  A = 151  • 26,  woraus  -ö'  = 1 : 33  • 26  wird. 
Dann  folgt 


m = — 


1 

3«  • ac 


. 151 . 26 . 33  . - - 151,  n = - 3 . 151. 


Nun  ergiebt  sich 


a 


— 161  • 26  • 72  4-  9 . 161  = 

— löT“ 


= 9.57,  ß 


9 . 161*  — 


26  • 161  • 39 

i6l 


-3-115 


Die  Ausrechnung  ergiebt  richtig  a*  + aß  4-  ß‘  = 3mn. 

Von  hohem  Interesse  ist  die  Frage,  wie  unsere  Lösung  sich 
umformen  wird,  wenn  eine  der  Unbekannten  verschwindet.  Dafs  die 
entstehende  Gleichung  .P  ==  y*  -p  ^3  rational  nicht  lösbar  sein  kann, 
sagt  der  berühmte  Ferm  ätsche  Satz. 

Setzen  wir  also  eine  der  Unbekannten  gleich  NuU,  etwa  y =*  0, 

so  folgt  /?  ==  ^ , daher 

a*  4 — a — omn ? • 

m tn* 


Damit  diese  Gleichung  rational  sei,  mufs  3n(4m3  — «3^  ein  Quadrat 
sein.  Dies  ist  für  w?  = w = 1 der  Fall,  wa.s  aber  zu  einer  nichts- 
sagenden Lösimg  führt.  Nehmen  wir  aber  z.  B.  w?  = 1 , n = 2,  so 

wird  /I  = 4,  ff  ^ — 2 -f-  /|/6.  Wenn  man  also  Zahlen  von  der  Form 
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a 4-  hiyö  zuläfst,  kann  man  die  Gleichung  2^  rational  lösen. 

Eine  solche  Lösung  ist  z.  B. 

(i>/6)*  + (l-<]/6)“  = (l  + i]/6)’. 

Wir  bemerken,  dafs  die  Unmöglichkeit  2^  rational  zu 

lösen,  genau  von  derselben  Tragweite  ist  wie  die  Unmöglichkeit, 
— w®)  zu  einem  rationalen  Quadrate  zu  machen,  also  nach 
Division  mit  w*: 

(7)  - 3 

in  rationalen  Zahlen  zu  lösen.  Ersetzen  wir  y durch  3y,  so  kommen 
wir  auf 

(8)  4a4  = 1 -f  Sy-. 

Die  einfachen  Aufgaben  (7)  und  (8)  sind  also  in  rationalen  Zahlen 
nicht  lösbar,  abgesehen  von  den  Lösungen  x — 1,  i/  = 3 und  x = l, 
y = l,  welche  den  Charakter  der  Singularität  keineswegs  auf  den  ersten 
Blick  zu  erkennen  geben. 

Die  von  Binet  gegebenen  Formeln,  — ich  verdanke  diese  Be- 
merkung Herrn  E.  Lampe  — gehen  in  die  obigen  (1)  über,  wemi 
man  w = 1,  n ==  a®  -f  3?»*,  a — a — 36,  /3  = a -f  36  setzt  und  die  Vor- 
zeichen von  X und  y ändert.  Wesentlich  ist  hier  allein  die  Annahme 
7n  = 1;  denn,  dafs  n in  der  Form  a*  + 36*  darstellbar  ist,  folgt  aus 
bekannten  Sätzen  der  quadratischen  Formen,  da  a*  -f-  a/3  -f  = 3«, 
(2a  -f-  ßY  -f  3/3*  = 12«  ist,  also  12«  keinen  Teiler  von  der  Form 
6«  -f-  5 haben  kann.  Es  fragt  sich  nun,  ob  die  Binetsche  Lösung 
die  allgemeine  ist.  Wird  die  Ganzzahligkeit^)  verlangt,  so  ist  dies  von 
vornherein  nicht  sehr  wahrscheinlich,  da  aus  Gleichung  (5)  sich  er- 

giebt  - - = — — . Es  müfsten  also  die  4 Zahlen  x,  y,  2,  v sich 

mindestens  auf  eine  Weise  immer  so  in  Gruppen  von  je  zwei  ordnen 
lassen,  dafs  die  Summe  der  einen,  v + r,  ein  genaues  Vielfaches  der 
anderen,  x y^  wäre.  Merkwürdigerweise  trifft  dies,  so  viel  ich  sehe, 
bei  den  Eulerschen  Beispielen  zu,  z.  B,  3,  4,  5,  — G:  4 -|-  5 ist 
teilbar  durch  3 — 6;  3 -f  4 durch  5 — 6;  3 -f  5 durch  4 — 6.  Ebenso 
für  1,  6,  8,  — 9. 

1)  Binet  (C.  R.  12,  249)  sagt  nur:  „ . . . ainsi  ces  demieres  valeurs  de  x, 
y,x\  t/'donn(5es  par  Euler  coinme  particulieres  peuvent  dans  tous  les  cas  tenir  Heu 
des  expressions  qui  renfemient  qnatre  lettre»,  ä uu  facteur  pr6s  commun  aux  quatre 
valeurs,  facteur  qui  peut  toujours  ßtre  dcartö  ou  rtHntroduit  ä volonte  quand  il 
s’agit  de  satisfaire  ä une  tVjuation  homogene  teile  que  x^ y^  = 

19* 
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Indes  genügt  ein  einziges  Beispiel,  für  welches  eine  solche  Grup- 
pierung nicht  möglich  ist,  zur  Widerlegung.  Ein  solches  ist 

»t  = 7,  w = 13,  a = 8,  /3  ==«  11;  a;  = — 113,  y = 92,  = — 55,  f = 94. 

a:  + i/  = — 21;  a;  + <sr  = — 168;  a; -f  ü = — 19, 

V 2 = 39;  y V = 186;  y z = 37. 


Folgende  Gleichungen  mögen  noch  erwähnt  werden: 


X y -\-  z + V = (m  — 7i){a  — ß), 


X-\-  Z a -f-  M*  + W 


Trier,  im  Januur  1901. 


Anwendung  des  Abelsclien  Theorems  auf  die  Lösung  der 

diophantischen  Gleichungen 

und  or®  + /y®  == 

Von  K.  ScnwERiNG  in  Köln. 

In  einer  Progninimabhandlung  Düren  1898  habe  ich  den  schon 
von  C.  G.  J.  Jacobi  bemerkten  Zusammenhang  zwischen  dem  Abel- 
schen  Theorem  und  gewissen  diophantischen  Gleichungen  näher  er- 
forscht und  durch  einige  Beispiele  erläutert.  In  der  folgenden  Mit- 
teilung sollen  zwei  weitere  interessante  Beispiele  gegeben  werden.  Die 
Gleichung  2:®  -f  behandelt  Legendre  in  seiner  Zahlentheorie 

(Deutsche  Ausg.  2.  Teil  § 13  S.  110)  und  zwar  in  der  anscheinend 
allgemeineren  Form  -}-  = hz^.  Er  nimmt  an,  dafs  eine  Lösung 

der  Gleichung  bekannt  sei,  und  leitet  dann  aus  dieser  Lösung  eine 
neue  ab.  Das  ist  nun  auch  bei  der  Anwendung  des  Abel  sehen  Satzes 
nicht  zu  umgehen;  der  Vorteil  besteht  bei  dieser  Behandlungs weise 
darin,  dafs  auf  den  Zusammenhang  der  abgeleiteten  Lösungen  mit  der 
ursprünglichen  helles  Licht  fällt. 

Wir  setzen 

(1)  {mx  -f  — 1 = (»t’  — l)(iC  — u){x  — (i){x  — y). 

Dann  wird 

ma  -|-  n = + 1 ; -f  n = + I • 

Hieraus  bestimmt  man  die  Werte  von  m und  n.  Bildet  man  nun  in 
(1)  die  Koeffizienten  von  und  x imd  nimmt  ihren  Quotienten,  so 
folgt: 

/w>\  « + 

n et/? -f  (« -f 

Setzt  man  in  diese  Gleichung  die  für  m und  n gefundenen  Werte  ein, 
so  findet  man 
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Hieraus  wird  für  cc  — ß 

2a  -f  a* 


(4) 


r = 


1 + 2 «•  ’ 


V?TT  = ±^yVT+l?. 


Berechnet  man  aus  (1)  my  n,  so  folgt 


(5)  V/ -TT  = =Ä±±J^i^?L+J)I . 

tt  ]/«*  + 1 — /J  Yß^  + 1 

Hieraus  ergiebt  sich,  dafs  eine  Lösung  der  Gleichung  a:*  -f  1 = y*  in 
ganzen  Zahlen  sofort  durch  (4)  und  (5)  unzählige  neue  Lösungen  der- 
selben Art  liefern  würde.  Aber  damit  würden  wir  nur  auf  eine  längst 
als  unlösbares  Problem  erwiesene  Aufgabe  geführt  werden.  Nun  kann 
aber  unsere  Gleichung 

(6)  + A'i/  = 

in  die  Form 


• 1/^/  • • 

treten.  Setzen  wir  a = '^  y so  ist  zwar  a mit  der  Irrationalität  V 4 
behaftet,  aber  ]/l  -f  «*  = ~ ist  wie  a*  rational.  Die  Gleichung  (4) 

zeigt,  dafs  dasselbe  für  y gilt,  und  die  Gleichungen  (3)  und  (5)  zeigen, 
dafs  aus  zwei  Lösungen  sich  eine  weitere  ähnlicher  Art  zusammensetzen 
läfst.  — Nehmen  wir  das  Legendresche  Beispiel 

^ + 7 1/®  = xr*, 


so  finden  wir  die  erste  Lösung:  x — y = 1,  z = aus  welcher  sich 

x = — 4,  y = ^f  z — b imd  dann  durch  die  Annahmen  a=y7,  ^ = — |V  ‘ 
sofort  a:  = 17,  y ==  38,  z = 73  ergiebt.  Die  Vervierfachung  des  Argu- 
ments ergiebt 

1256®  + 7-183®=  1265®. 


Dieselben  Zahlwerte  hat  Legend  re.  Es  sei  noch  bemerkt,  dafs  Le- 
gendre  die  Gleichung  a^®  + y®  = für  unmöglich  hält  (art.  334). 
Dies  ist  ein  Irrtum.  Die  kleinste  Lösung  ist  17,  37,  21,  Encykl.  d. 
Math.  I C 1 S.  572. 

Schreiten  wir  jetzt  zur  Lösung  der  zweiten  Aufgabe,  welche  von 
Euler  Comm.  ar.  1.  pag.  207  behandelt  ist.  Wir  setzen: 

(7)  a:®  + 1 — (ynx  + n)®  — (x  — »^(a:  — <rg)(a;  — «,). 


Die  Rechnung  ergiebt 


«3  = 


af«|  — 4(a,  + «,) 


«1  «i(«i  + «,)  + 2 + ‘2  l/^[+T  Val  + 1 
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Daher  für 

(9) 


(«’  — 8)a 


Berechnet  man  + »,  so  findet  man 


(10)  -}/a5+r  = 


+ «1  + «?  + 9“i  «tK  + ^ 

(otj  3aa|  -f  ^)V“i  + 1 + («1  + 3a,  aj  ^)V«F+^ 


also  für  «j  — — a 

an  -■n^s'+'i 


a»  + 20a^  — 8 
8(a»+ 


> 


Die  Wurzelzeichen  haben  positive  Werte.  Wenn  und  cfj  stetige 
Variable  sind,  ist  das  negative  Zeichen  links  in  (10)  und  (11)  nicht 
willkürlich.  Nach  Quadrierung  ergiebt  sich  aus  (11)  mit  Hilfe  von  (9) 
(12)  (a»  - 8)»«»  + 64(a*  + ly  = (««  + 20«^  _ 8)*. 


Hierin  liegt  die  Lösung  der  Gleichung 

a^n  + = 

X = a*  ~ Scc,  y = 4(a’  +1);  <2^  = «*  + 20a*  — 8. 


y = 8, 

.?=  13 

57, 

112, 

i2»;i 

56, 

65, 

671 

65, 

56, 

671 

312, 

217, 

6371 

Es  ist  bemerkenswert,  dafs  unsere  Methode  ohne  den  mindesten  Kunst- 
griflf  direkt  auf  die  Lösung  führt 

Wir  bemerken  noch,  dafs  z sich  folgendermafsen  darstellen  läfst: 

^ = («“>  + (1  - l/3)’)(a»  + (1  + 1/H)’) ; 

z hat  also  den  Faktor  (a  + 1 — V^)(«  + 1 + = a*  + 2a  — 2,  und 

X 4-  !/  = + ‘fa’  — 8a  4-  4 ist  das  Quadrat  dieses  Faktors. 

W^enn  wir  uns  nach  den  Transzendenten  umsehen,  deren  Additions- 
theoreme wir  entwickelt  haben,  so  ist  diese  Frage  für  die  zweite  Auf- 
gabe keiner  weiteren  Erörtening  bedürftig.  Wir  haben  die  Umkehrung 
des  Integrals  vor  uns: 

/*  dx 


also 


b^ür  die  erste  Aufgabe  setzen  wir 

l({x)  = (x  — a){x  — ß){x  — y), 
{mx  4-  «)*  — — 1 = (m*  — l)i^(x), 

.8 (»IX  4-  «)'W  — 3x*  ==  (»t*  — l)/r(x). 
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Dagegen  für  x = a,  wenn  wir  nach  a difFerentiieren: 

3 

ma  + n ==  y a*  4-  1 » 
adm  -f  rfn  = ^ — wA  da, 

\{m « + n)*  / * 


oder 


adm  dn 


da 


i(m*  — 1)  H'{a)  (ma  -f  n'j- 


Dieselbe  Gleichung  besteht  für  ß und  y.  Addieren  wir  die  3 Gleichun- 
gen und  beachten,  dafs  in  leicht  verständlicher  Bezeichnung 


2 R’\cc)  ^R'(a)-^> 


SO  folgt: 


3 


(«) 
dy 


0 


j/(«»+i)>  41;^’  + if*  Vir^  + iy 

Setzen  wir  also 

dx 

V(PTi)> 

so  haben  wir  die  gesuchte  Transzendente  vor  uns. 
Trier,  im  Januar  1901. 


, x = <p(u) 

V(x‘+1)' 
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über  eine  einfache  konstrnktive  Ermittelung  der  cyklischen 
Ebenen  für  Kegel  und  Cylinder. 

Von  Georg  Majcen  in  Agram  (Kroatien). 

Nicht  ohne  Grund  hatte  R.  Sturm  in  seinen  , Elementen  der  dar- 
stellenden Geometrie"  auf  die  Wichtigkeit  der  kotierten  Projektion  hin- 
gewiesen. Es  treten  bei  dieser  Projektionsmethode  Verhältnisse  auf, 
die  anderswo  unbemerkt  bleiben. 

Im  folgenden  will  ich  eine  einfache,  aus  elementaren  Operationen 
zusammengestellte  Konstruktion  der  cyklischen  Ebenen,  sowohl  deren  Be- 
gründung, als  auch  eiuige  daraus  gezogene  Folgerungen  in  Kürze  dar- 
stellen. Diese  Konstruktion  ist  in  der  kotierten  Projektion  durchgoführt, 
kann  aber  auch  für  den  Fall  der  Annahme  zweier  Projektionsebenen 
angewendet  werden.  Es  ist  dann  hierbei  keine  Transformation  der 
Projektionsebene  notwendig,  wie  es  meistens  geschieht,  wenn  der  Kegel 
nicht  gegen  jene  eine  spezielle  Lage  einnimmt. 

Die  Basis  eines  geraden,  elliptischen  Kegels  (x)  sei  e mit  den 
Achsen  AA'  und  BB',  seine  Höhe  FO  = (F)0.  Wir  wollen  die  Lage 
jener  Kreisschnittebene  (y)  dieses  Kegels  feststeUen,  welche  durch  den 
Scheitelpunkt  (B)  der  Basisellipse  hindurchgeht.  Aus  bekannten 
SymmetrieTerhältnissen  folgt  die  Trace  y'  der  Kreisschnittebene  (y) 
auf  der  Basisebene  als  eine  Tangente  in  an  e. 

Den  Kreisschnitt  (k)  in  y und  die  Ellipse  e fassen  wir  als  zentrisch- 
koUineare  Kurven  auf.  Die  Tangenten  an  diese  in  ihren  entsprechenden 
Punkten,  d.  h.  in  ihren  Schnittpunkten  mit  derselben  Kegelerzeugenden 
schneiden  sich  in  der  Schnittlinie  y'  beider  Kurvenebenen. 

Die  Erzeugende  VA  des  Kegels  schneidet  die  Basis  in  A,  den 
gesuchten  Kreisschnitt  in  einem  Punkte  G.  Es  wird  also  die  Tangente 
(ff)  an  den  Kreis  Ä im  Punkte  G die  Trace  y'  in  einem  Punkte  T 
schneiden,  welcher  ojffenbar  in  der  Tangente  r'  der  Ellipse  in  A liegen 
mufs.  Die  vom  Punkte  T an  den  Kreis  h gezogenen  Tangenten  TB 
und  TG  haben  gleiche  Längen.  Es  handelt  sich  sonach  um  die  Er- 
mittelung des  Punktes  G und  seiner  Höhe  über  der  Basisebene. 
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Wir  legen  die  Erzeugende  {AV)  des  Kegels  um  die  Bildflächentracer' 
der  Tangentialebene  längs  dieser  Erzeugenden  in  die  Projektionsebene 
um.  Die  umgelegte  Erzeugende  (/q)  fällt  mit  der  grofsen  Achse  der 
Ellipse  zusammen.  Den  gesuchten  Punkt  (G)  auf  i finden  wir  also, 
indem  wir  TB  ==  T{G)  machen.  Aus  (G)  bekommen  wir  die  Pro- 
jektion dieses  Punktes  in  G,,  wenn  wir  die  Erzeugende  i abermals 
umlegen  und  zwar*  um  die  Trace  AO  der  Symmetrieebene  des  Kegels. 
Hierbei  gelangt  der  Mittelpunkt  desselben  nach  (F),  wenn  (F)0  die 
gegebene  Höhe  des  Kegels  darstellt. 

Der  Punkt  (G)  kommt  in  der  neuen  Umlegung  A(V)  der  Er- 
zeugenden i nach  (G').  Man  erhält  sonach  seine  Projektion  im  Punkte 
Gl  der  Geraden  AO,  als  einer  Projektion  der  Erzeugenden  i. 

Die  Kreistangente  g in  G hat 
man  daher  um  y'  umzulegen.  Es 
geschieht  dies  auf  bekannte  Weise 
mittelst  Übertragung  der  Strecke 
Gj(G')  von  Gy  bis  G^  auf  die  im 
Punkte  Gy  auf  {G')S  errichtete 
Senkrechte.  Man  macht  weiter 
SGq  = SGq  und  hat  in  der  Ver- 
bindungslinie T Gq  die  gesuchte 
um  gelegte  Tangente  g^.  Es  sind 
also  vom  Kreisschnitte  (k)  zwei 
Tangenten  g^  und  y'  nebst  dem 
Berühningspimkte  B in  dieser  be- 
kannt; somit  ist  die  Umlegung 
bestimmt.  Die  Höhe  des  Punktes  G über  der  Basisebene  stellt  die 
Länge  Gj  Gq  dar.  Zur  Kontrolle  eignet  sich  auch  der  Punkt  P des 
Kreises  K für  die  Bestimmung  der  Kreisschnittebene  y. 

Läfst  man  die  hier  zur  Begründung  der  Konstruktion  heran 
gezogenen  Nebenkonstruktionen  weg,  so  vereinfacht  sich  jene  Kon- 
struktion folgendemiafsen. 

Man  beschreibe  aus  T mit  dem  Halbmesser  TB  einen  Bogen 
welcher  die  grofse  Achse  der  Ellipse  in  (G)  schneidet,  und  aus  .-1  mit 
dem  Halbmesser  A(G)  einen  Bogen  (G)(G')  bis  zum  Durchschnitte 
mit  der  um  AO  umgelegtcn  Erzeugenden  A{V)  des  Kegels.  Mau  falle 
eine  Senkrechte  aus  (G')  auf  y',  welche  den  Bogen  BGq  in  Gq  und 
die  grofse  Achse  der  Ellipse  in  Gy  schneidet.  Der  Punkt  Gy  ist  die 
Projektion  eines  Punktes  der  Kreisschnittebene  und  Gj(G')  seine  Kote. 

Ist  die  cyklische  Ebene  für  einen  Cylinder  zu  bestimmen,  so  ver- 
fahre man  auf  dieselbe  Weise.  Die  Konstruktion  vereinfacht  sich  in- 
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soweit,  als  die  Tangente  g bei  der  Umlegung  um  y'  mit  r'  zusaramen- 
fällt.  Der  Punkt  G hat  hierbei  seine  Projektion  in  Ay  und  seine  Kote 
findet  man  als  die  von  dem  Bogen  (G){G')  auf  r'  eingeschnittene 
Strecke  {G''^Ä. 

Wie  schon  oben  erwähnt,  bleibt  diese  Konstruktion  für  beliebige 
Lagen  einer  zweiten  Projektionsebene  unverändert. 

Da  der  Punkt  G in  einer  Symmetrieebene  liegt,  zu  welcher 
auch  die  beiden  Scharen  cyklischer  Ebenen  y symmetrisch  sind,  so 
wird  man  die  durch  den  Punkt  G gehende  cyklische  Ebene  der  zweiten 
Schar  als  die  der  eben  bestimmten  Ebene  y symmetrische  Ebene  in 
Bezug  auf  die  Ebene  AOV  erhalten.  — Die  Bogen  BGq  und  (G)(G') 
bleiben  für  alle  geraden  Kegel  über  derselben  Basisellipse  e konstant. 
Denkt  man  sich  daher  das  Dreieck  AO(V)  um  AO  ’m  die  räumliche 
Lage  zurückgedreht,  so  kommt  der  Punkt  ((?')  nach  G,  und  man  kann 
sagen : 

Trägt  man  vom  Scheitelpunkte  (.4)  der  grofsen  Ellipsenachse  auf 
die  Erzeugende  VA  des  Kegels  (F,  e)  die  Strecke  ÄG,  welche  man  als 
eine  „zweite“  Kathete  im  rechtwinkligen  Dreiecke  erhält,  dessen  eine 
Kathete  die  halbe  kleine  (^A  T)  und  dessen  Hypotenuse  die  halbe 
grofse  Ellipsenachse  T{G)  ist,  so  bestimmt  der  Endpunkt  G dieser 
Strecke  mit  den  beiden  an  die  Ellipse  in  den  Scheitelpunkten  der 
kleinen  Achse  gezogenen  Tangenten  die  beiden  Stellungen  der  cyklischen 
Ebenen  des  Kegels. 

Jene  „zweite“  Kathete  ist  aber  gleich  der  linearen  Exzentrizität 
der  Ellipse,  es  folgt  demnach:  „Trägt  man  vom  ScheikJpunl'k  (A)  der 
grofsen  Ellipsenachse  attf  die  Erzeugende  VA  des  Kegels^)  die  Ex- 
zentrizität der  Basisellipse  auf,  so  bestimmt  ihr  Endpunkt  mit  den  beiden 
Tangenten  in  den  Scheitelpunkten  der  kleinen  Achse  beide  Stellungen  der 
cyklischen  Ebenen  jenes  Kegels  (V,  e)“ 

Wir  bemerkten,  dafs  der  umgelegte  Kreis  k^  die  Gerade  g^  im 
Punkte  Gq  berührt,  so  dafs  die  Länge  der  Senkrechten  in  G^  auf  g^ 
bis  zu  ihrem  Durchschnitte  mit  OB  den  Halbmesser  des  Kreises  k^ 
darstellt.  Dieser  Halbmesser  wird  ein  Maximum,  wenn  Gq  die  gröfst- 
mögliche  Entfernung  von  OB  einnimmt.  Es  geschieht  dies,  wenn 
Gq  in  x'  liegt,  d.  h.  wenn  (F)  unendlich  weit  entfernt  ist.  Da  Gq 
immer  auf  dem  Bogen  BGq  liegt,  so  wird  für  diesen  Fall  der  Halb- 
messer des  Kreises  gleich  TB,  oder  gleich  der  halben  grofsen  Achse 
der  Ellipse. 


1)  Oder  Cylinders,  siehe  oben. 
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Nimmt  dagegen  die  Höhe  des  Kegels  stetig  ab,  so  wird  die  Ent- 
fernung {G')Gy  des  Punktes  G von  der  Projektionsebene  immer  kleiner 
und  wird  schliefslich  den  Wert  Null  annebmen,  sobald  die  Hohe  des 
Kegels  Null  wird.  Für  diesen  Fall  haben  wir  den  Punkt  (G')  im 
Punkte  (6r),  als  in  dem  Durchscbnittspunkte  beider  Bogen  J5(?o  und 
{G)(G')  zu  suchen.  Im  Punkte  (G)  ist  dann  auch  der  zugehörige 
Berührungspimkt  Gq  der  Tangente  gQ  zu  suchen.  Diese  erhalten  wir 
in  der  Verbindungslinie  T{G).  Die  in  (G)  auf  T{G)  errichtete 
Senkrechte  schneidet  OB  im  Mittelpunkte  des  zugehörigen  umgelegten 
Kreises.  Es  ist  dies  der  kleinste  unter  den  Kreisschnitten  durch  y'  für 
dieselbe  Basisellipse  e. 

Setzt  der  Mittelpunkt  (F)  des  Kegels  seine  Bewegung  auf  VO 
unter  der  Projektionsebene  fort,  so  resultieren  verschiedene  in  Bezug 
auf  die  Projektionsebene  gegen  die  vorherigen  symmetrische  Lagen 
von  cyklischen  Ebenen. 

Bei  dem  Durchgänge  des  Mittelpunktes  V von  der  einen  auf  die 
andere  Seite  der  Projektionsebene  (also  für  einen  Kegel,  dessen  Hube 
gleich  Null  ist)  ist  der  Kreisschnitt  k ein  reeller  Kreis  mit  einem 
Minimum  des  Halbmessers.  Man  erhält  diesen,  wenn  man  von  A aus 
die  Exzentrizität  bis  (G)  auf  die  grofse  Achse  aufträgt,  den  erhaltenen 
Endpunkt  (G)  mit  T verbindet  und  auf  dieser  Verbindungslinie  in  (G) 
eine  Senkrechte  bis  zum  Durchsclmitte  mit  BO  errichtet. 

Es  stimmt  dies  mit  der  obigen  Kegel  überein. 

Agram,  den  15.  Januar  1901. 
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über  die  aritlmetischen  Eigenschaften  der  Faktoriellen. 

Von  K.  Hensel  in  Berlin. 


Wenn  man  die  ganzen  Zahlen  nach  steigenden  Potenzen  einer 
gegebenen  Primzahl  p entwickelt,  so  kann  man  sehr  einfach  die  höchste 
Potenz  bestimmen,  welche  in  dem  Produkte 
(1)  7«!  = 1 • 2 - 3 • • • w 

enthalten  ist,  und  zugleich  die  Zahl 


(1*) 


-^m  — 


P 


/‘m 


finden,  der  m\,  dividiert  durch  die  höchste  in  jenem  Produkte  enthaltene 
Potenz  von  p,  modulo  p kongruent  ist.  Die  erste  Aufgabe  hat  schon 
Legendre,  die  zweite  auf  einem  anderen  Wege  Herr  Stickelberger 
(Math.  Annalen  37,  342 — 34.3)  gelöst. 

Es  sei  für  die  Zahl  m: 


(2)  w = + + i -I-  ... 

die  Entwickelung  nach  Potenzen  von  p,  so  dafs: 

(2*)  7«  - 1 = (p  — 1)  + — l);j  H 1-  (p  — 

+ («i  — 1)  P'+  a,  + ip'  + * 4 

die  Darstellung  der  nächst  niedrigeren  Zahl  m — 1 ist.  Ebenso  seien 
für  die  Produkte  (ni  — 1)!  und  7w! 

(3)  (7«-l)l  = ^^_ip"— 1 + ..., 


7«!  = Ämp'‘”'  + • • • 


die  bezüglichen  Entwickelungen  nach  Potenzen  von  p.  Dann  folgt  aus 
der  Gleichung  nt  • (7W  — 1)!  = 7/i!  imter  Benutzung  von  (2)  und  (3): 

(«,P’  + • •)  {Äm- -\ ) = ÄmP^”*  H , 

also  ergeben  sich  durch  Vergleichung  der  Anfangsglieder  auf  beiden 
Seiten  die  Relationen: 

(4)  Am  = Am- 1 (mod.  p) , 

Pm  — flm-l  = i , 

durch  die  in  Verbindung  mit  den  offenbar  richtigen  Anfangsgleichungen: 
(4‘)  A = h = 0 
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jene  beiden  Zahlen  Am  und  fi,„  eindeutig  bestimmt  sind.  Hieraus  er- 
giebt  sich  aber  ohne  weiteres,  dafs  für  jedes  ni: 

m — (a.  + o.^  1 H ) 


(5^ 


— 


p-1 

Am  = (—  l)iim öf! a,  + i! . . . (mod. p) 

ist.  Einmal  nämlich  gehen  jene  Gleichungen  für  m = 1 in  (4*)  über. 
Berechnet  man  aber  zweitens  diese  beiden  Zahlen  nach  (5)  für  die  in 
(2*)  betrachtete  nächstvorhergehende  Zahl  m — 1,  so  wird: 


(5“) 


(m—  1)  — ((p— l)»  + (a.  — H ) 

m — (a. -I-  «.•  1 H ) 

= ^ • ' » + 1I  ' — i = a — t 


und  zweitens  unter  Benutzung  des  Wilson  sehen  Satzes: 

(5»)  = l)!)'(a,-  l)!a, + ,!••• 

= (—  (rt-,  — l)!fl,-^.,!  • • • 

und  die  so  bestimmten  Zahlen  Am,  Am  — \,  [im,  /iw  — i erfüllen  offenbar 
wirklich  die  Gleichungen  (4). 

Es  ergiebt  sich  also  der  Satz: 

Ist 

W = «0  + «1  j)  + • ’ • + «r  P'^  (0  < < f) 

die  Entwickelung  einer  beliebigen  Zahl  m nach  Potenzen  von  p,  so  ist: 
(6)  m\  = (—  pYm . (tto!  «1 ! • • • a^!)  H , 

wenn  in  dieser  Entwickelung  der  Exponent  p,,.  des  Anfangsgliedes 
durch  die  Gleichung: 

...V  wi- (a,  + a, +---  + a^) 

(G  ) 

bestimmt  ist. 


P'm  — 


— * 


p — 1 

Beachtet  man  endlich,  dafs  offenbar: 

] = a*  + 4 ürpT 

ist,  wenn  [a],  wie  gewöhnlich,  die  gröfste  in  dem  Bruche  a enthaltene 
ganze  Zahl  bedeutet,  so  ergiebt  sich  leicht  für  die  in  (6)  angegebene 
Zahl  pm  die  gewöhnliche  Darstellung: 

(6‘)  + + 

wo  die  Summation  beliebig  weit  fortgesetzt  werden  kann,  da  adle  auf 
folgenden  Zahlen  von  selbst  Null  sind. 

Berlin,  den  5.  April  1901. 
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On  the  Potential  of  a single  Sheet. 

By  T.  J.  I’a.  Buomwich  (Cambridge,  England.) 


ln  Order  to  find  the  discontinuities  in  the  first  derivatives  of  the 
potential  of  a double  sheet,  Poincare  discusses^)  the  second  derivatives 
of  the  potential  of  a single  sheet;  so  far  as  I know  it  has  not  been 
remarked  that  these  discontinuities  cau  be  easily  found  by  the  simple 
process  used  by  Weingarten  in  the  determination  of  the  discontinuities 
of  the  second  derivatives  of  the  potential  of  a solid  mass.*)  Wein- 
garten has  applied  the  same  method  to  other  physical  problems.^) 
For  simplicity,  take  the  axis  of  z as  normal  to  the  surface  with 
which  the  single  sheet  coincides,  and  the  origin  in  the  surface.  The 
positive  direction  of  z is  supposed  to  be  from  the  inside  towards  the 
Outside  of  the  surface.^)  Then,  if  the  origin  is  an  ordinary  point  of 
the  surface,  the  equation  to  the  surface  takes  the  fonn 

z = \ {ax^  -I-  2hx\j  -f-  If)  ^ 


in  the  neighbourhood  of  the  origin.  Let  c be  the  surface-density  of 

the  sheet  at  (x,  y,  z')  and  let  Oq,  be  the  values  of  6 and  its 

first  derivatives  at  the  origin.  We  denote  by  the  values  of 

the  potential  of  the  sheet,  outside  and  inside  the  surface,  respectively. 
Also  we  write  for  brevity 

ci  ~cx  ’>  ~ dz  "dz  > 

dx*-  dx-^  ^ dxdy  dxdy  ' 


the  values  of  all  these  quantities  beiug  estimated  at  the  origin.  Then 


our  Problem  is  to  find  u^x,  Uxy  . 


. . in  terms  of  a,  h,  h,  6q, 


1)  Potentiel  Keutonien,  pp.  232—262. 

2)  Acta  Mathematica,  10,  303,  1887. 

3)  Archiv  der  Math.  u.  Phys.  (3)  1,  27,  1901. 

4)  If  the  surface  is  not  closed,  the  terms  „inside“  and  „outside“  may  be 
used  arbitrarily  to  distinguish  the  two  sides  of  the  surface. 
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At  a point  (x,  y,  z)  the  quantity 
dV  dV 

~dx  ~ 'd^  ""  ***  + • • • = «X  + 4-  J/Mxf, 

if  the  point  is  on  the  surface  and  if  \x\^  |y|  are  so  small  that  x*,  xy,  i/... 
can  be  neglected.  We  find  similar  expressions  for: 

dy  cy  * dz  dz 
But,  at  any  point  on  the  surface 


dy  dy  ^ 


- - -p-f-  = 4ä0h, 


dX  dX  ‘■"''''''y  ^y 

according  to  the  general  theory  of  the  potential  of  a single  sheet’), 
where  l,  m,  n are  the  direction-cosines  of  the  normal  (drawn  outwards) 
at  the  point  and  ß is  the  surface-density  there.  Now  on  our  surfac« 
at  {x,  y,  z): 

l = — {ax  + hy)f  m ==  — (Jix  + hy),  n = 1, 


where,  as  before,  a:*,  xy, . . . have  been  neglected.  We  are  thus  led  to 
the  equations 

- [®0  + + (I ^)„»] 


+ a:Mxx+  t/«xy  = 

Uy  + a-i/xy  + yUyy  = - 4.T  [^0  4-  4- 

«,  + X»,.  + yu.,  = - + (f")  * + (|i)__.v]. 


As  these  hold  for  all  values  of  x,  ?/,  subject  only  to  the  conditions 
that  I x\j  |y|  shall  be  small,  it  follows  that 


0,  Uy  0, 

u,  = 4a:  (Jo, 

Wxx=  — ^^aöQ, 

Uxy  = — AzthöQj 

Myy  — — 4a'6(Jo, 

'o- 

The  values  of  «x,  « 

y,  u.  agree  with 

what  is  kiiown 

general  theorem  just  quoted.  We  still  have  to  find  to  do  this, 
we  note  that 

= 0 - -4-  , ?To 

dx'  dy’  dz’  ^ dx’  dy’  dz’ 

so  that 

Wxx  4 ^'yy  4 ~ ö- 


1)  This  theorem  appears  iu  all  the  text-books;  seo  for  instance  Poincar^, 
Potcntiel  Newtonien,  chap.  3;  Weingarten ’s  proof,  in  the  first  of  the  pa{>ers  qno- 
ted  alread}',  is  perhaps  the  simplest. 
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Hence 


Mii  = - («X*  + Myy)  = 4;T  (tt  + b)  6q. 


Since  a b = ~ + where  are  the  principal  radii  of  curvature 

of  the  surface  at  the  origin,  it  follows  that^) 

= 4310Q  (a  + = M,  (;^  + ^)  • 

We  have  thus  found  the  values  of  the  discontinuities  in  the  six 
second  derivatives  of  the  potential  at  the  origin;  these  values  agree 
with  Poincare’s*),  with  the  eiception  of  Ux$,  u^y.  But  the  difFerence 
in  the  case  of  these  two  derivatives  is  apparent  only;  for  the  quantity 
denoted  by  y'  in  Poincare’s  work  is  the  cosine  of  the  angle  between 
Oz  and  the  normal,  Hence,  at  the  origin: 

/ = 1, 

for  at  (x,  y,  z)  near  the  origin: 

y =1  - I [{ax  + hyy  + {hx  + 6y)*]  + • • • 

Using  these  values  of  Poincare’s  expressions  reduce 

to  those  found  above. 

Additim.  I take  the  opportunity  of  remarking  that  the  same 
method  can  be  used  to  obtain  Korn ’s  expressions  for  the  disconti- 
nuities in  the  second  derivatives  of  the  potential  of  a double  sheet 
{Lehrbuch  der  FotcntiaUhcorie,  Bd.  1,  S.  52).  ll***  Nov.  1901. 

Cambridge,  England,  20‘**  June  1901. 


K = 0 

dx  ’ 


dy  ’ 


1)  This  eqnation  seems  to  have  been  given  first  by  Green  in  discussing  the 
theory  of  the  Leyden  jar  (Essay  on  the  application  of  Mathematics  to  ElectricHy 
and  Magnetism  Art.  8^. 

2)  See  the  table,  Potentiel  Netotonien,  p.  251;  where  it  is  to  be  observed  that 

d'V  d-V 

the  expressions  all  have  their  signs  changed.  Thatis,  Poincard  gives etc. 

Vgl.  zu  dieser  Arbeit:  Paci,  Giomale  da  Battaglini  16,  289 — 298,  1877; 
C.  Neumann^  Math.  Ann.  16,  432 — 436,  1880;  E.  Beltrami^  Ann.  di  Mat  (2)  10, 
46 — 63,  1880.  Th.  Hom,  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.  26,  145,  1881;  G.  A.  Maggi, 
Lomb.  Rend.  (2)  22,  786,  1891.  Anm.  d.  Red. 
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Die  Bedentung  des  D’Alembertschen  Prinzipes  für  stÄrre 
Systeme  und  Gelenkmechanismen. 

Von  Karl  Heun  in  Berlin. 

(Fortsetzung.) 

16.  Die  Eulerschen  Bewegungsgleichungen  für  den  rotierenden 
Körper.  — Nach  den  Gleichungen  (3)  und  (3')  des  Schema  V'  sind  die 
kinetischen  Qrundgleichungen  des  rotierenden  starren  Systems 

M.  = M.  und  Mt  = 

denn  die  ganzen  Momente  der  Reaktionen  verschwinden.  In  der  Formel 

Mp  ==  Emxx 

hat  man  jetzt  nur  für  x den  Ausdruck  ^ einzusetzen  und  die  Sum- 
mation über  alle  Massenpunkte  des  Körpers  zu  erstrecken,  um  die 
Impulsgleichungen  in  expliziter  Form  zu  erhalten.  Nun  ist  aber  (vgl.  die 
Einleitung): 

x{öx')  — X^  ‘6  — (x6)  • X. 

Gewöhnlich  zerlegt  man  x nach  drei  rechtwinkligen  Achsen,  welche  mit 
dem  System  fest  verbunden  sind,  indem  man 

5 = ät  + äg  + äj 

setzt.  Auf  diese  Weise  folgen  die  entsprechenden  Komponenten  des 
Vektors  M»,  nämlich: 

Mp,i  = Em{a\  -j-  fl|)  • — Ema^a^  • 6^  - Ema^a^  • dg, 

Mp, 2 = + a\)  • tfj  — Ema^a^  • 6^  — Ema^a^  • 

Mp, 8 = Em{al  -f  a|)  • — Ema^a^  • — Ema^a^  • Uj, 

worin  man  noch  zur  Abkürzung 

Etn{al  + aj)  = A^,  Em(al  + aj)  = Aj,  Em(a\  -f  a|)  = A, 

und 

Ema^a^  = Dj,  EmagUi  = Dg,  Ema^a^  = D, 
setzt  und  diese  Gröfsen  als  Triigheitsmoraente  und  Deviationsmomente 
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bezeichnet.  Die  kinetischen  Impulsgleichungen  erhalten  demnach 
die  übliche  Form: 


(18) 


— Aj  * Dj  • (Tg  Dg  • 

~ Aj  • ffg  Dj  • (?3  Dg  • öj, 

M*,3  = Ag  • tf,  — Dj  • (Jj  — Dj  • (Jj . 


Zur  Herstellung  der  Eulerschen  Gleichungen  haben  wir  nur  den 

Differentialquotienten  zu  bilden.  Statt  dessen  kann  man  auch  den 
Elementarvektor 

Mr,  = {xx)  • ö — (x^  • X 
nach  der  Zeit  differentiieren  und  erhält 


dMr 

dt 


= 2 (ü)  • 6 + (ara:)  • b — {xb)  • x — {xa)  • x 


(^ö)  • X. 


Nun  ist  aber  offenbar  xx  = 0 und  x6  = 0,  da  die  betreffenden 
Vektoren  auf  einander  senkrecht  stehen.  Folglich  wird 

' b — {xb)x  — (iö)  • X = (xx)  • b — (xb)  x öM, 


und  dementsprechend: 

(19)  Ä = 

wo  die  Klammem  um  die  Derivierte  von  M„  andeuten,  dafs  man  bei 
dieser  Differentiation  nur  die  Gröfse  b als  veränderlich  zu  betrachten 
hat.  Die  Eulerschen  Gleichungen  heifsen  also  in  unserer  Bezeich- 
nungsweise: 

(20)  M.  = + ?m;. 


Sie  wurden  in  dieser  Form  (natürlich  ohne  die  Symbolik  der  Vektor- 
analysis) zuerst  von  Lagrange  in  seiner  „Mecan.  anal.“  2.  ed.  Bd.  2, 
p.  239  mitgeteilt,  wo  er  dieselben  aus  dem  kinetischen  Prinzip 
(vgl.  Nr.  13  dieser  Arbeit)  der  virtuellen  Verschiebungen  abgeleitet  hat. 
Lagrange  benutzt  dort  die  kinetische  Energie  E des  rotierenden 
Systems,  welche  wegen  der  Gleichung  x = 6X  die  Form  hat: 


E = \i:m  (6x-  6x)  = ; (A,oJ  -I-  AjO*  -}-  AgO*)-  D,  Ojffg-DgOgO,  -DgO,(j,. 
Nach  den  Gleichungen  (18)  ist  dann 


M,.2  = 


aE  . 


M 


p,3 


aE 


Infolgedessen  (oder  eigentlich  wegen  der  prinzipiell  verschiedenen 

20* 
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Karl  Hbun: 


Herleitung)  stehen  bei  Lagrange  statt  der  Komponenten  der  relativen 

n L • J-  1 -i.  J-  n -P  <i  rf  , c/  ?E 

Qeschwmdigkeit  die  Groreen  ^ ^ und 

Bezieht  man  den  Vektor  a auf  die  Hauptachsen,  so  verschwinden 
die  Deviationsmomente  in  dem  Ausdrucke  für  Mp,  und  man  erhält  aus 
der  Gleichung  (20)  die  gewöhnlichen  Eulerschen  Gleichungen: 


(21) 


•A,-|i"‘  + (A,-A,)<i,<i.-M,,„ 


Die  Gleichung  (19)  hätte  man  sofort  hinschreiben  können,  da  sie 
unmittelbar  aus  dem  Prinzip  der  relativen  Bewegung  folgt. 
ist  offenbar  der  Vektor  der  relativen  Änderungsgeschwindigkeit  von  M, 


in  Bezug  auf  das  rotierende  System,  öMp  ist  der  Vektor  der  zugehörigen 
Führungsgeschwindigkeit.  Genau  genommen,  hat  schon  Euler  zur 
Ableitung  seiner  Gleichungen  denselben  Gedanken  benutzt,  ohne  ihn 
jedoch  in  eine  bestimmte  analytische  Form  zu  kleiden. 


17.  Lagranges  Transitivitätsgleichungen  für  das  starre  System.  — 
Das  D’Alembertsche  Prinzip  in  der  von  Lagrange  und  Hamilton 
benutzten  Integralform: 

I 

(22)  r 


verursacht  bei  der  Verwendung  eines  Geschwindigkeitssystems,  welches 
durch  kinematische  Parameter  ausgedrückt  ist,  die  nicht  gleichzeitig 
die  Zeitderivierten  von  Koordinaten  sind,  eine  bemerkenswerte  Schwierig- 
keit, die  von  Lagrange  zuerst  klar  erkannt  und  — für  den  Fall  des 
rotierenden  starren  Systems  — mit  dem  ihm  eigenen  Geschick  über- 
wimden  wurde.  In  dem  Ausdrucke 


(23)  dE  = da,  + p P dtf, 

müssen  nämlich  die  Variationen  der,-  so  transformiert  werden,  dals  sie 
nur  die  dd,-  und  die  vollständigen  Zeitderivierten  dieser  Grö&en  ent- 
halten. Lagrange  (Mecan.  anal.  2.  ed.  Bd.  2,  p.  229)  hat  dies  durch 
Benutzung  der  Relationen,  welche  zwischen  den  9 Achsenkosinus  bestehen, 
erreicht.  Wir  schlagen  statt  dessen  einen  direkteren  und  bequemeren 
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Weg  ein,  indem  wir  unmittelbar  von  der  Konzeption  des  Systems 
möglicher  Geschwindigkeiten  ausgehen.  Infolge  der  Gleichung  i;  = ist 

dx  = dO  • X und  öx  — 66  x. 

Hieraus  erhält  man  durch  Variieren  und  Dififerentiieren 


ddx  = ödO  ‘ X + dd  ' äx  und  ddx  = ddd  • a;  + dö  • dx. 


Da  nun  offenbar  ödx  = dSx  ist,  so  folgt  aus  den  vorstehenden 
Gleichungen  durch  Subtraktion: 

{Öde  - ddo) . X = de  {dB  >x)  - de{de-x)  = (de  • dö)T^ 

oder,  da  x ganz  beliebig  ist, 

(24)  öd^~  die  = de  • öe. 


Dies  ist  die  Lagrangesche  Transitivitätsglewhung  fftr  ein  rotieren- 
des starres  System.  Sie  ist  eine  unmittelbare  Folgerung  aus  dem  kine- 
matischen Ausdruck  des  Geschwindigkeitssystems.  Wir  schliefsen 
hieraus,  dafs  jeder  charakteristischen  Form  eines  Geschwindigkeits- 
Systems  als  Funktion  wesentlich  kinematischer  Parameter  eine  besondere  — 
fär  das  materielle  System  ebenso  charakteristische  — Transitivitats- 
gleichung  entsprechen  mufs. 

Aus  der  Gleichung  (24)  folgen  die  Beziehungen  zwischen  den 
Achsenkomponenten : 


(25) 


drföj  = döB^  -j-  rföj  • döj  — rföj  • döj, 
ödB^  = rfdö,  -f-  rföj  • döj  — dB^  ♦ dÖj, 
drföj  = dSe^  de^  • döj  — rfög  • dOj, 


wie  sie  Lagrange  a.  a.  0.  mitgeteilt  hat. 

Diese  Werte,  in  Verbindung  mit  der  Gleichung  (23),  setzen  wir 
in  den  Integralausdruck 

t 

(26)  f («E  + d'A»)d< 

ein.  Nun  besteht  die  Relation: 


dOi 

worin  nach  der  Gleichung  (24) 


d -T7. 


(27)  do  = ^^dö-f  o-dö 

zu  setzen  ist.  Folglich  wird: 

= M,.  ^ dB  -f  (M. . IB) 


dM, 

di 


• ÖB  — oM,  8B. 
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Die  Gleichung  (26)  geht  also  über  in 

t 

/Kfr)  + - “*} 


denn  es  ist  Mp  • dö  = und  M*d0  = d'A*,  da  Translationen  aus- 
geschlossen sind.  Mithin  miifs 


sein,  woraus  man  durch  die  Zerlegung  in  Komponenten  die  L agrangesche 
Form  der  Bewegungsgleichungen: 


(28) 


dt\dOi/  ' 


+ 


A (PA\ 

dt\dßj 

A _L 

dt\da,}  ^ 


aE 


aE 


aE 

O*  ^ Ol  — 

aE 
^»'aa. 


Offg 

aE 


dci 


Mm, 

Mt,  8, 

Mt  ,3 


gewinnt. 

18.  Die  kinetischen  Gleichungen  von  Lagrange  in  aUgemeinen 
Positionskoordinaten.  — Wir  setzen  zunächst  ein  beliebiges  System 
möglicher  Geschwindigkeiten  voraus,  welches  wir  durch  die  symbolische 
Gleichung 

(29)  X = funkt,  (^j,  • > .;  gi) 


andeuten.  Hierin  sollen  die  1 Vektoren  im  gewöhnlichen  Sinne,  die  q 
dagegen  reelle  von  einander  unabhängige  Positionskoordinaten  sein. 
Die  Anzahl  der  letzteren  wird  gleich  der  Anzahl  der  Freiheitsgrade 
angenommen,  so  dafs  die  Bewegung  des  Systems  durch  keine  Be- 
dingungsgleichungen  beschränkt  ist.  Die  Vektoren  e sind  im  all- 
gemeinen eindeutige  Funktionen  dieser  Koordinaten.  Aus  der  sym- 
bolischen Gleichung  (29)  folgt: 


(30)  dx  — funct.  (£j,  «2, . . .,  dg',,  . . .,  dg,). 


Für  einen  freien  materiellen  Punkt  ist  immer 

^ + h • «2  + • 5s 

und  dementsprechend 

d^  = • dg,  -f  £2  • dg,  -f  i,  • dg,. 

Folglich 

»=s 

ö'Äe  = xdx  — ^€,x  • dq,y 

1=1 
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oder,  wenn  wir  in  üblicher  Weise  zur  Abkürzung 

£,x  = p, 

i = S 


setzen: 


d'A„=-  gpr  dg,. 


1 


Die  Gröfsen  p sind  lineare  Funktionen  der  Gröfsen  q.  Die 
funktionale  Beziehung  in  Gleichung  (29)  oder  die  damit  überein- 
stimmende in  Gleichung  (30)  unterwerfen  wir  nun  für  Systeme  der 
Bedingung,  dafs  die  daraus  abgeleitete  skalare  Gröfse  ö' A„  die  Form 


1=1 


(31) 


i'A,= 


, = 1 


< = 1 


Pi  = K 

(<  = 1,  S,  S, 


erhalten  mufs  und  dafs  die  p lineare  Funktionen  der  q werden. 

Unter  dieser  Voraussetzung  kann  man  immer  d'AA=  g /i,  • dg, 

l- 

setzen,  wodurch  die  Grundgleichung  der  impulsiven  Wirkung: 

(I) 

die  einfache  Form 
(32) 

erhält. 

ln  der  Integralgleichung  für  Zeitkräfte: 

t 

(II)  J 

ist  nach  der  durch  die  Gleichung  (31)  ausgedrückten  Voraussetzung  die 
kinetische  Energie  E des  ganzen  Systems  eine  quadratische  Funktion 
der  g;  denn  diese  Gleichung  mufs  auch  gütig  bleiben,  wenn  öq  durch 
dq  ersetzt  wird.  Folglich  wird 


(33) 

Ohnedies  ist: 


1 = 1 

AV  A-  1 A 

S?j7  •'*«'+  S 

I=sl  ( = 1 


1 = 1 


W'ir  setzen  ferner,  ganz  analog  der  Gleichung  d'A)i=  ^h, -dg,  auch 
für  die  Zeitkräftc 

1=»# 

(34)  d'A*  = ^Ä -Äi=  gk,-is, 


1 = 1 
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und  nennen  nach  dem  Vorgänge  von  Hertz  (Prinzipien,  p.  218)  die 
Gröfsen  kj,  kj,  . . k,-  die  Komponenten  der  Lagrangeschen  Kraft, 
welche  wir  symbolisch  mit  k bezeichnen  wollen.  Das  Symbol  k nennt 
Hertz  bekanntlich  einen  „Vektor  in  Bezug  auf  das  ganze  System“. 
Da  nun  die  q Koordinaten,  d.  h.  die  q vollständige  Deri vierte  nach 
der  Zeit  sind,  so  besteht  immer  die  Gleichung: 

und  die  Grundgleichung  (U)  geht  über  in 

[Sp.-  <5?]'=  [S^l  • S{-^H  + If  + 


Diese  Gleichung  kann  für  beliebige  Werte  der  Öq  nur  identisch  erfiillt 

aE 


sein,  wenn 


(35) 
und 

(36) 


P.= 


dp,  _(>J^  _ 1. 
dt  'dq~  ^ 


ist.  Dies  sind  die  Gleichungen  von  Lagrange.  Ausdrücklich  be- 
merken möchte  ich  noch,  dals  auch  die  Impulsgleichungen,  welche  sich 
durch  Kombination  der  Formeln  (32)  und  (35)  ergeben,  nämlich 


(37) 


aE 

dq. 


h, 


von  Lagrange  (Mec.  anal.  2.  ed.  Bd.  2,  p.  183)  und  nicht  von 
Niven  herrühren,  wie  Routh  in  seinen  „Rigid  Dynamics“  bemerkt, 
imd  zwar  stehen  sie  an  der  zitierten  Stelle  genau  in  der  Form,  welche 
Routh  gebraucht.  £s  ist  nämlich  dort  die  Existenz  einer  Funktion 
vorausgesetzt,  welche  die  Komponenten 


ergiebt. 


Clifford  hat  in  seinen  „Elements  of  Dynamic“  (2.  Bd.  der  post- 
humen Veröffentlichung,  p.  81)  eine  Ableitung  der  Lagrangeschen 
Gleichungen  gegeben,  deren  Grundgedanken  wir  hier  wiederholen.  Das 
Geschwindigkeitssystem  sei  nur  von  zwei  Koordinaten  q^  und  ab- 
hängig. Unter  dieser  Voraussetzung  ist 


^ 

Clifford  setzt  zunächst  = 1 und  q^  — 0,  darauf  = 0 und  jj-  I- 


I 
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Die  entsprechenden  Werte  Yon  v sind:  und  Nun 

beweist  er,  dals  Energie  des  Systems  hat  den  Wert: 


= i qI  + 2 ♦ ^g). 


Daraus  folgt 


dE  -- 


dE  - - 

= fjt’. 

dq^  * 


de, 

dt 


Nun  giebt  es  — ohne  weitere  Bedingungen  — die  Gleichungen: 

dv  ds.  , dv 

?T, 

Aus  der  Energiegleichung 

E — \vv 

folgert  er  dann 


oder 


Nun  ist  aber: 


dE 

dqi 


dv 

Wi 


V 


und 


dE 

~dq. 


dv 

dTi 


V 


dE 

dq^ 


■Hl  de.  - j 

— = -jt  • V und  s—  = 

dt 


dE 

dq^ 


d t,  - 

i • i) 

dt 


^dE 

dtdqi 


E de,  - , - dv  j 


d dE 


dt  d'q^  dt  ^ d < 


_ dv 


dt 


Hieraus  erhält  man  unmittelbar  die  Lagran  ge  sehen  Gleichungen 

d dE  dE - dv  d dE  dE - dv 

dtd'q,  dq,  dt*  dtd'q^  dq^  dt 

Man  kann  die  Lagrangeschen  Gleichungen  für  einen  freien  Punkt 
streng  kinematisch  ableiten.  Denn  in  diesem  einfachen  Falle  hat  v die 
Form 

V = ♦ gj  + ij  • + ^3  • • 

Hieraus  folgt  £,v  = p,  und  durch  Differentiation  nach  der  Zeit 


- dv  dp 


det  - 

dt  ~li^' 


Da  V eine  vollständige  Derivierte  nach  der  Zeit  ist,  so  bestehen,  wegen 
der  Integrabilitätsbedingungen,  die  Gleichungen 

djx  _ djt 
dqi  dq» 


Mithin  ist: 
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Hieraus  erhält  man  sofort  die  Gleichungen  von  Lagrange  in  der 
kinematischen  Form 

- dv dpi  cE 

dt  dt  dqt 


Die  „begriffliche  Bedeutung"  der  Lagrange  sehen  Gleichungen  ist 
schon  wiederholt  Gegenstand  von  Untersuchungen  gewesen.  Doch 
scheinen  diese  noch  kein  befriedigendes  Resultat  ergeben  zu  haben. 
Es  handelt  sich  dabei  wesentlich  um  die  Frage,  wie  dieselben  aus  den 
Impulsgleichungen  p,  — h,  hervorgehen.  Differentiieren  wir  diese  nach 
der  Zeit,  so  müssen  die  so  erhaltenen  Gleichungen 


mit  den  Gleichungen 


Dp,  = Dh, 


oqt 


identisch  sein.  Nun  ist 


Pi  — ^ 


also 


<>P,= 


I X 


dE 


oder  durch  Berücksichtigung  des  zweiten  Termes  — - dt: 


dp,  = g + S S 

X Ix 


Das  erste  Glied  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  können  wir,  wie  bei 
der  Ableitung  der  Eul ersehen  Gleichungen,  mit  {dp^  • dt  bezeichnen, 
indem  wir  durch  die  Klammern  eine  reine  Impulsdifferentiation  an- 
deuten, bei  welcher  die  Koordinaten  — dem  Begriff  des  Impulses 
entsprechend  — unverändert  bleiben.  Wir  erhalten  also 

^Ih  = C,=  l\‘  dt. 

Die  ganze  Schwierigkeit  ist  jetzt  auf  die  Interpretation  der  Funktionen 

;i  X 


reduziert.  Alle  Wahrscheinlichkeit  spricht  dafür,  dafs  diese  Funktionen 
(7,,  in  denen  die  Koeffizienten  mit  den  Christoffelschen  Sym- 
bolen identisch  sind 

binationen  der  Komponenten  — einer  Zentrifugalbeschleunigung  sind. 
Doch  ist  es  mir  bisher  nicht  gelimgen,  dies  nachzuweisen  und  damit 
den  speziellen  Sachverhalt  vollständig  klarzulegen.  Vielleicht  dienen 


, Komponenten  — oder  doch  einfache  Kom- 
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diese  Bemerkungen  zur  Anregung  weiterer  Untersuchungen  über  diesen 
für  die  Kinetik  durchaus  nicht  unwesentlichen  Gegenstand, 

19.  Explizite  Form  der  Lagrangeschen  Gleichungen.  — Hamilton 
benutzt  bekanntlich  neben  der  Funktion  J ^ noch  die 

t X 

reziproke  Funktion  welche  mit  der  ersten  durch 

I X 

die  linearen  Beziehungen  l,v  ~ p,  verbunden  ist.  Wir  verwenden  nun 
die  Gleichungen 

dE  _ dF  _ . ^ 

ap.  dq.~  cqi 


zu  einer  expliziten  Darstellung  der  Lagrangeschen  Bewegungs- 
gleichungen, die  wir  den  Untersuchungen  über  die  Kinetostatik  der 
Gelenksysteme  zu  Grunde  legen.  Zunächst  ist 


d dF 
dtcpi 


CI  E ^ (^Pje  I Q d^F 
^dpidpx  dt  ^dpxdqx 


qx- 


Aus  der  gewöhnlichen  Form  der  Lagrangeschen  Gleichungen  folgt: 

dp,  . dF 
dt  - • 


Hierdurch  geht  die  vorige  Gleichung  über  in: 

'hl  - of  d^F  dF  _ d'F  dFl  q d*F  , 
dt  >,[dp,dqjp^  ^Pt^Px^^xj'^  x^P,^Px' 

Das  erste  Glied  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  ist  eine  homogene 
Funktion  zweiten  Grades  der  Gröfsen  pi,  p^j . . also  auch  der  Gröfsen 
qa  • ”f  ?'•  nachfolgende  Glied  enthält  aufser  den  Lagrangeschen 
allgemeinen  Kraftkomponenten  Z.*i,  k^,  , . Ä*,  nur  die  Koordinaten 
q\i  qi)  • • •;  qi'  können  deshalb  die  Gleichung  (38)  auch  noch  in 

der  folgenden  Form  schreiben: 

(39)  = + 

X X X 

Hierin  sind  die  Koeffizienten  «i'\x  und  rji^x  bekannte  Funktionen  der 
Koordinaten.  Die  Gröfsen  ui\x  lassen  sich  unmittelbar  durch  die 

Christoffel  sehen  Symbole  zweiter  Art,  welche  durch  bezeichnet 

werden,  ausdrücken.  Doch  scheint  es  nicht  nötig,  jetzt  schon  auf 
diese  Beziehungen  weiter  einzugehen.  Die  sind  die  Koeffizienten 
in  der  reziproken  Funktion  F. 
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20.  Die  Rodrigues-Cayley sehen  Positionskoordinatai  für  das 
starre  System.  — Hier  knüpfe  ich,  um  die  Ableitungen  möglichst  ab- 
zukürzen, an  die  Theorie  des  Kreisels  von  F.  Klein  und  A.  Sommer- 
feld an.  In  diesem  Werke  (S.  21  und  43)  sind  die  Komponenten 
cfj,  Uj,  tfg  des  Vektors  der  Rotationsgeschwindigkeit  durch  4 Quat€r- 
nionenkomponenten  Ä,  B,  C,  D in  der  folgenden  Weise  ausgedrückt: 


(40) 


jtf,  = DÄ-Ai)-  {BÖ  - CB), 
= DB-BD-  {CÄ  - AC), 
\<s^  = DC-  Cb -{AB- BÄ). 


Eigentlich  stehen  dort  auf  S.  43  komplexe  Verbindungen  der  <?,  aber 
die  Gleichungen  (40)  ergeben  sich  ohne  weiteres  daraus.  Wir  nehmen 

nun  an,  A^  B,  C seien  die  Komponenten  eines  Vektors  X.  Dann  lassen 
sich  die  Gleichungen  (40)  in  eine  einzige  Vektorgleichung  zusammen- 
ziohen,  nämlich: 

(41)  - n, 

WO  zur  Abkürzung 

1 - ÄÄ  = 1 - A*  = 


gesetzt  ist.  Führen  wir  noch  einen  zweiten  Vektor  x durch  die 
Gleichung 

X = (IX 

ein,  dann  wird  (P  -f-  |a*x*  = 1 und 


(42) 


6 = 


1 

1 4-  X 


Diese  schöne  Gleichung,  welche  die  Ö durch  die  hinreichende  und  not- 
wendige Anzahl  von  Koordinaten  ausdrückt,  hat  Cayley  (Cambr.  and 
Dublin  J.  voL  1.  1846)  mitgeteilt  und  darauf  eine  sehr  elegante 
Theorie  der  Rotation  starrer  Körper  aufgebaut.  Obwohl  in  Somoffs 
Kinematik  auf  diese  Arbeit  verwiesen  ist,  so  scheint  sie  doch  nicht 
diejenige  Beachtung  gefunden  zu  haben,  die  sie  nach  unserer  Ansicht 
verdient.  Aus  der  Gleichung  (42)  ergeben  sich  die  Komponenten  der 
Rotationsgeschwindigkeit  in  der  übersichtlichen  und  symmetrischen 
Form: 

[^1  (^8^3  ^3^s)l  f 

- (^1^2  - 
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Setzt  man  diese  Gröfsen  in  den  Wert  für  die  kinetische  Energie  E 
ein,  so  kann  man  aus  dem  so  erhaltenen  Ausdrucke  ohne  weiteres  die  Be- 
wegungsgleichungen von  Lagrange  ableiten,  da  die  Xj,  x,  unab- 
hängige Positionskoordinaten  sind. 

21.  Der  Vektor  B.  — Ebenso  wie  wir  die  Energie  E eines  Systems 
mit  einer  endlichen  Anzahl  von  Freiheitsgraden  in  den  allgemeinen 
Lagrange  sehen  Koordinaten  q^y  q^,  . . qi  darstellen  konnten,  ist 
dies  auch  für  den  Systemvektor  B ausführbar.  Wir  wollen  uns  jedoch 

hier  auf  den  Elementarvektor  B für  einen  freien  materiellen  Punkt 
(m  = 1)  beschränken.  Dann  ist  in  der  Definitionsgleichung 

B = Fx 

zu  setzen 

^ = ^1^1  + hki  + = V 

tmd  dementsprechend 


Die  Ausführung  dieser  Substitution  ergiebt  unmittelbar: 

^ + «2^3  08^3  — kiii)  + — yiW 

+ («1«2  + 

+ («2^3  + 

-h  (^3^1  + + «3«3^S- 

Bedenkt  man  nun,  dals  die  Gleichungen 


Zv  ~ Zv 

W,  ’ ^ ft 


bestehen,  so  erkennt  man  ohne  weiteres,  dafs  B in  die  folgende  Form 
gebracht  werden  kann: 


^ = «2«3Ös53  - Mi)  + h^iiMx  - Ms)  + ^x^ÄMi  - Ml)  + tfy 


worin  H eine  homogene  Funktion  dritten  Grades  der  Geschwindig- 
keitskomponenten (jiy  q^y  q^  bedeutet  Setzt  man  noch 


so  ist 


Siy  ^8^1  "i*  ^2;  ^1^2 

V = «iPi  + BiP^  -f-  SsPs  , 


so  dafs  man  B auch  durch  die  Gröfsen  q^y  q^y  q^  und  p^y  aus- 
drücken  kann.  Die  ein  tretenden  Gröfsen  b[  und  sind  Funktionen 
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Als  SystemveJctor  wollen  wir  B nur  für  den  rotierenden  starren 
Körper  bestimmen.  Wir  setzen  hierzu  in 

B = 2Jmxx 

die  Werte  von  x und  x ein,  nämlich 

X = 6x  und  X = 6x  (öx)  • ö — ö“  • i 
und  erhalten  nach  einigen  Reduktionen: 

B = Zm  (öx  • ö)  -X  — Zm(öxy  + Zm(ö^x^)  • ö. 

Nun  ist  aber 

Zm(ö^x^  — Zm(öxy  = Zniöxöx  = 2E. 

Mithin  wird 

B = 2 E • ö -{-  G, 

wenn  wir  zur  Abkürzung 

G = Em{öö  • x)x 

setzen. 

Die  Komponenten  dieses  Vektors  sind: 

Gj  = (dgffj  ^3  ^2)  *^11  (^3^1  ~ ^1^3)  ^12  (^1^2  ^2^1)  ^13» 

G2  = (0^2  ^3  ^2)  *^21  "b  (^3^1  ^1^8)*^22  “b  (^1^2  ^2^1) ^23» 

G3  = ^3<^2)'^si  "b  (^3^1  ^i^s)'^s2  ~b  (^1*^2  ^2^i)*^sa> 

worin 

T ^ ^ = Z tn  Xi  Xfi 

bedeutet. 

Ist  die  Winkelbeschleunigung  Null,  oder  fällt  der  Vektor  derselben  in 
die  Richtung  der  Winkelgeschwindigkeit,  so  verschwindet  der  Vektor  G, 

und  B erhält  alsdann  die  Richtung  der  Momentanachse.  B ist  dann  so- 
wohl der  kinetischen  Energie  als  auch  der  Winkelgeschwindigkeit  des 

Systems  proportional.  Die  Komponenten  von  B sind  also  in  diesem 
besonderen  Falle  homogene  Funktionen  dritten  Grades  der  Komponenten 
der  Winkelgeschwindigkeit. 

22.  Die  EulerscJien  Gleichungen  für  Geletikketten.  — Im  ersten 
Hefte  der  „Theorie  des  Kreisels"  von  F.  Klein  imd  A.  Sommerfeld 
auf  S.  154  finden  wir  den  folgenden  Gesichtspunkt  von  allgemeinerem 
kinetischen  Interesse  dargelegt:  „Die  Euler  sehen  Gleichungen  nehmen 
in  dem  System  der  Mechanik  eine  ganz  singuläre  Stellung  ein  und 
ordnen  sich  dem  allgemeinen  Typus  der  mechanischen  Differential- 
gleichungen, wie  er  von  Lagrange  aufgestellt  ist,  nicht  unter.  Auch 
ist  es  nicht  möglich,  bei  beliebigen  mechanischen  Systemen  Gleichungen 
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aufzustellen,  welche  ähnliche  Vorteile  darbieten,  wie  die  Eule  rächen 
Gleichungen  bei  dem  starren  Körper.^‘ 

Die  Frage,  ob  für  ein  gegebenes  System  kinetische  Gleichungen 
in  der  typischen  Eulerschen  Form  aufgestellt  werden  können,  ist  für 
uns  im  Anschluls  an  die  bisherige  allgemeine  Auseinandersetzung  in 
bestimmter  Weise  beantwortbar.  Ist  es  nämlich  gelungen,  die  für  das 
System  charakteristischen  analytischen  Ausdrücke  des  Geschwindigkeits- 
systems durch  die  hinreichende  und  notwendige  Anzahl  rein  kineim- 
tischer  Vektoren  (Parameter)  aufzufinden  und  aufserdem  die  erforder- 
lichen Transitivitätsgleichungen  für  die  letzteren  aufzustellen,  so  ergiebt 
das  D’Alembertsche  Prinzip  in  der  Integralform 

Ld'A,y,^=/(dE-f-d^A*)rf< 

oder  für  Impulse  in  der  einfacheren  Form 

d'A,  = d'A* 

stets  die  notwendige  Anzahl  von  Vektorgleichungen,  welche  zur 
Gattung  der  Eulerschen  Bewegungsgleichungen  resp.  Impulsgleichungeu 
gehören. 

Die  Lagrangeschen  Gleichungen  — im  engeren  Sinne  des  Wortes 
— kann  man  im  allgeraeinen  nur  aufstellen,  wenn  das  Geschwindigkeits- 
system durch  die  hinreichende  und  notwendige  Anzahl  von  Koordi- 
naten und  ihrer  ersten  Derivirten  nach  der  Zeit  darstellbar  ist. 

Gelingen  also  für  ein  bestimmtes  materielles  System  beide  Dar- 
stellungen: die  kinematische  und  die  geometrische,  so  steht  nichts  im 
Wege,  die  kinetischen  Grundgleichungen  in  beiderlei  Form  aufzustellen, 
vorausgesetzt,  dafs  nötigenfalls  die  Transitivitätsgleichungen  bekamit 
sind.  Für  die  Impulsgleichungen  ist  natürlich  die  letzte  Forderung 
überflüssig. 

Eine  besonders  wichtige  Klasse  von  Systemen,  für  welche  zunächst 
Gleichungen  von  dem  Typus  der  Eulerschen  existieren,  sind  die  Ge- 
lenkkettcn,  da  sich  ihnen  die  technischen  Maschinen  — im  allgemeinen 
Sinne  — unterordnen.  Die  Gelenkverbindungen  starrer  Teilsysteme  sind 
allerdings  in  der  Praxis  sehr  beschränkt.  Sie  reduzieren  sich  im 
wesentlichen  auf  Kugelgelenke,  zylindrische  Zapfenführungen  und  ebene 
Geradführungen.  Wir  betrachten  im  folgenden  nur  Kugelgelenke,  weil 
die  anderen  Fälle  leicht  auf  diesen  Fall  zurückführbar  sind,  oder  doch 
jedenfalls  auf  kinetische  Gleichungen  führen,  welche  von  den  hier  zu 
behandelnden  prinzipiell  nicht  abweichen. 

Wir  denken  uns,  um  die  Vorstellung  des  Systems  zu  präzisieren, 
als  Ausgangspunkt  ein  festes  Kugelgelenk  (oder  auch  mehrere  solcher 


312 


Karl  Hrux: 


— wodurch  die  Behandlung  nicht  erschwert  wird).  In  dieses  möge 
ein  beliebig  gestalteter  fester  Körper  mit  einem  Kugelzapfen  dauernd 
eingreifen.  Dieser  erste  Körper  stützt  in  gleicher  Weise  einen  zweiten 
oder  anderen  und  so  weiter.  Diese  mehrgliedrige  Gelenkkette  kann 
offen  sein;  d.  h.  das  letzte  Glied  ist  nicht  weiter  gestützt;  oder  es 
kann  geschlossen  sein,  indem  man  es  noch  zwingt,  sich  in  einer 
vorgeschriebenen  Führung  zu  bewegen. 

Der  Einfachheit  wegen  wollen  wir  für  die  nsichfolgende  Rechnung 
eine  am  Ende  offene  Gelenkkette  aus  zwei  starren  Gliedern  bestehend 
betrachten,  da  dieser  Fall  schon  hinreicht,  um  das  Charakteristische 
der  kinetischen  Grundgleichungen  zur  Anschauung  zu  bringen. 

Das  erste  Glied  der  Kette  kann  also  nur  Rotationen  ausführen, 
welche  durch  einen  Drehvektor  a'  darstellbar  sind.  Das  entsprechende 
Geschwindigkeitssystem  ist  denmach  x = o'a',  wenn  wir  den  orts- 
bestimmenden Vektor  eines  beliebigen  materiellen  Punktes  dieses  Teil- 
systems mit  a'  bezeichnen.  Der  Bezugspunkt  des  a'  ist  selbstverständ- 
lich der  Mittelpunkt  des  festen  Kugelgelenkes.  Von  demselben  Punkte 
ziehen  wir  einen  Vektor  c'  nach  dem  Mittelpunkte  des  beweglichen 
Kugelgelenkes  und  nennen  den  Vektor  der  Geschwindigkeit  dieses 
zweiten  Punktes  c\  Dann  ist  c'  = a'c'.  Die  Punkte  des  zweiten 
Systemteiles  mögen  durch  die  Gleichung 

//  “V  1 Vf 

X = c -f  « 

im  Raume  festgelegt  sein.  Die  relativen  Vektoren  a"  sind  also  auf 
den  Mittelpunkt  des  beweglichen  Kugelgelenkes  bezogen.  Bezeichnen 
wir  noch  den  zugehörigen  Drehvektor  mit  o",  so  besteht  die  Gleichung: 

• • ft  / I _ ff  ft 

X = 0 c + o a , 

und  man  erhält  die  zugehörigen  Elementarbewegungen  in  der  Form: 
dF  = = dö'.  c'  -f  dö"ä^ 

Mit  Hilfe  dieser  Beziehungen  lassen  sich  die  kinetischen  Impuls- 
gleichungen für  das  zusammengesetzte  System  aufstellen.  Für  einen 
materiellen  Punkt  des  ersten  Teilsystems  (mit  der  Masse  = Eins)  ist 

d'^i;  = FdV  = ÖV  . d^  ä' 

oder 

Nun  ist  aber  das  Moment  der  Geschwindigkeit  di^es  Systempunktes 
Mi  = a{6'a)  = ö'  • (tt'a')  — a'* 
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Folglich  wird 

(45)  d'A\  = W;,  • W. 

Für  einen  Punkt  {tn"  = 1)  des  zweiten  Teilsystems  haben  wir: 

d'A';  = = [{6'c')  + (d"ÖJ[(dFT7)~+  (dÖ"  • a")J 

oder  entwickelt: 


ö'A:'  = 6'c'  • dd'>  c'  + a'c'  dO' 


a 


+ ö"a"  dO'c  + 6"a"  dß 


ff  ff 

a . 


Das  erste  und  das  vierte  Glied  dieses  Ausdruckes  für  ß'A’J  lassen  sich 
sich  schreiben: 

Wc'W~c  = (ö'dö')(c'c')  - 

= c'  (d^')  dö'  = M'cöß', 


worin  3/0  und  3f«  hinreichend  definierte  Geschwindigkeitsmomente  sind. 
Weniger  einfach  ist  die  Auffassung  der  beiden  mittleren  Glieder  des 
Ausdruckes  für  öAi>'.  Hier  wollen  wir  zwei  neue  Vektoren  A"  und  C" 
einführen,  deren  Gröfse  und  Richtung  aus  den  Gleichungen 

ö^c'WW'  ==Ä"öß",  Wc'=C"T0' 


zu  ermitteln  sind.  Auf  diese  Weise  erhalten  wir  den  Ausdruck: 


(46)  d"A;’  = 3/;dö'+  3/;dö"+  c"de'+  A"de". 


Von  den  Gleichungen  (45)  und  (46)  ist  jetzt  zu  den  entsprechenden 
Systemgleichungen  durch  Summation  der  Elementargröfsen  überzugehen. 
Wir  setzen 


2:  w'3/a  = M«, 


^ff  ft 

X m 


3/;  = M;,  E"m"A'^  = k 


ff 

L m 


C"  = C ' 


und  erhalten 


(47)  d'A,  = + m;  + M"  . dd'  + MJ' + A"  • dö". 


Ferner  ist  mit  Berücksichtigung  des  Geschwindigkeitssystems  für 
die  eingep ragten  Impulse: 


d'AI,  = h'de'a  ==a'h'dß', 

ö' a;: = Jr W~c  -{■  irWH" 

= ^".dd'  + FÄ".dd" 

ÄrchiT  der  Mathematik  and  Pbjrsik.  111  Reib«  IT. 
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und  durch  Übergang  zu  den  Teilsystemen: 

d'A;  = d0'=  Mi,  ■ 

Ö'A,:'  = Z"c'i?'  • 86" 

wo  2J"h"  = h"  gesetzt  ist. 

Führt  man  diese  Werte  in  die  Gleichung 

d'A^^Ö'A, 

ein,  so  erhält  man  die  Iinpulsfonneln : 

M'  + TJr  = M’  + + C", 

Mn  ^m:a-a". 

Aus  diesen  Gleichungen  können  die  0 Gröfsen  <?',  Oj,  o,  und  ö",  tf",  ff,' 
bestimmt  werden,  sobald  die  wirkenden  Impulse  gegeben  sind.  Die 
Vektoren  May  M'ä,  A"  und  (7"  sind  natürlich  von  den  Trägheits- 
momenten und  Deviationsmomenten  der  Teilsysteme  abhängig. 

Der  Übergang  zu  den  Eulerschen  Bewegungsgleichungen 
ist  nun  verhältnismäfsig  einfach.  Denn  wir  haben  nur  in  der 
Gleichung 

t 

[<i'.4,];  = f[6E  + dA],il 

* t./ 

noch  den  Ausdruck  für  die  Gröfse  8E  zu.  bilden.  Nun  ist  für  einzelne 
materielle  Punkte  (mit  den  Massen  m ' = 1 und  m " — 1 ) : 

E = j (ff'a')  (ff'«')  und  8E'  — Mä  -da', 

sowie 

Mithin  wird 

8 E"  = Jf; + 'M: d ff"  4-  ('"8~6'  + ~Ä"86". 

Daraus  folgt  durch  Einführung  der  Massen  und  Summation  über  die 
Teilsysteme: 

dE  = Mr+l^rTpC".  dff'4 

Die  Transitivitätsgleichungen  sind 

^'=  ll-TÖ‘  + u'dÖ', 

Führt  man  diese  Werte  in  die  Integralgleichung  ein,  und  berück- 


(48) 
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sichtigt  man,  dafs  die  Reduktion  der  Zeitkräfte  V und  /.*"  dieselbe  ist, 
wie  in  dem  Falle  der  Impulse,  so  erhält  man  die  Eulerschen  Be- 
wegungsgleichungen für  das  zweigliedrige  Gelenksystem  in  der  Vektorform: 

(^)  + 

i-f?)  + = Mm 

wobei  noch  zur  Abkürzung  gesetzt  ist: 

Mj  + 'm;  4-  C"  = R',  Aß'  4-  = R",  i:k"  = k". 

Die  Vektoren  tind 

zu  der  zusammengesetzten  Zentripetalbeschleunigung,  welche  Coriolis 
bei  der  Betrachtung  der  relativen  Bewegung  eines  einzelnen  Massen- 
punktes eingeführt  hat. 

Für  unsere  aus  starren  Gliedern  bestehenden  Gelenkketten  lassen 
sich  natürlich  auch  Lagrangesche  Gleichungen  in  allgemeinen  Koor- 
dinaten aufstellen.  Man  könnte  dazu  die  Rodrigues-Cayleyschen 
Ausdrücke  für  jedes  Teilsystem  aufstellen,  die  kinetische  Energie  E 
des  ganzen  Systems  bilden  und  würde  nach  den  bekannten  Vorschriften 
die  expliziten  Bewegungsgleichungen  gewinnen.  In  dem  oben  durch- 
geführten speziellen  Beispiele  würden  6 Lagrangesche  Gleichungen 
resultieren,  die  zur  Bestimmung  der  Bewegung  des  Systems  vollständig 
ausreichen. 

Die  Gleichungen  (49)  sind  immer  vorzuziehen,  wenn  die  Bewegung 
ohne  Einwirkung  äufserer  Kräfte  erfolgt.  Für  die  technische  Mechanik 
ist  dieser  theoretisch  interessante  Fall  ohne  Bedeutung,  denn  hier 
fehlen  die  treibenden  Kräfte  niemals.  Doch  wird  man  bei  der  Be- 
handlung kinetischer  Maschinenprobleme  auch  ebensowenig  veranlalst, 
so  allgemeine  Geschwindigkeitssysteme  zu  betrachten,  wie  wir  sie  in 
der  obigen  Auseinandersetzung  vorausgesetzt  haben.  Jedenfalls  aber 
ist  die  bestimmte  Auffassung  allgemeinerer  Bewegungsvor^nge  auch 
dann  von  einer  gewissen  Bedeutung,  wenn  ihre  praktische  Realisierung 
femliegt. 


(-^t)  haben  eine  gewisse  Analogie 


(49) 


£.  Die  Bestimnmng  der  Reaktionen. 

23.  Einführung  der  Schnittreahtionen.  — Wenn  ein  einfacher  starrer 
Körper  sich  in  seiner  allgemeinsten  Bewegungsform  befindet,  so  wird  die 
Kohäsion  seiner  Teile  in  veränderlicher  Weise  in  Anspruch  genommen. 
Diese  inneren  Kräfte  können  bei  den  idealen  Gebilden,  welche  wir  starre 
Systeme  nennen,  jeden  beliebigen  Wert  annehmen,  da  wir  die  Widerstands- 
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fähigkeit  derselben  stillschweigend  als  eine  unbegrenzte  annehmen. 
Der  Wirklichkeit  entspricht  aber  diese  Systemhjpothese  keineswegs. 
Wird  vielmehr  ein  fester  Körper  in  eine  allgemeine  Bewegung  (Trans- 
lation und  Rotation)  versetzt,  so  können  die  inneren  Spannungen  so 
grofse  Werte  erreichen,  dafs  die  Kohäsionskrafle  an  einzelnen  Stellen 
oder  in  bestimmten  Flächengebieten  nicht  mehr  ausreichen,  um  das 
Zusammenhalten  der  Teile  aufrecht  zu  erhalten.  Der  Körper  zerspringt, 
und  es  entsteht  eine  neue  Bewegimgserscheinung.  Aber  selbst,  wenn 
wir  bei  wirklichen  — als  starr  vorausgesetzten  — Systemen  von  dieser 
Katastrophe  absehen,  welche  einem  bestimmten  Geschwindigkeitszustande 
entspricht,  so  wird  doch  bei  wachsender  Geschwindigkeit  eine  Ver- 
mehrung der  Spannungen  eintreten,  die  es  nicht  mehr  gestattet,  die 
Hypothese  der  „Starrheit"  des  Systems  aufrecht  zu  erhalten,  indem 
elastische  oder  plastische  Deformationen  von  merklicher  Gröfse  eintreten. 
Dasselbe  gUt  in  noch  höherem  Mafse  für  Gelenksysteme,  welche  aus 
„starren",  d.  h.  in  erster  Annäherung  als  starr  vorausgesetzten  Ghedem 
bestehen.  In  diesem  Sinne  hat  auch  die  Kinetik  der  Maschinen,  und 
insbesondere  der  Kraftmaschinen  mit  hin-  und  hergehenden  Teilen 
Anlafs  gegeben,  den  Spannungen  eine  gesonderte  Aufmerksamkeit  neben 
den  Bewegungsbegriffen  einzuräumen.  Die  quantitative  Bestimmung  der 
Reaktionen  bewegter  Massensysteme  ist  also  ein  wichtiges  Kapitel  der  tech- 
nischen Mechanik  und  verdient  als  solche  eine  systematische  Bearbeitung. 

Um  die  Vorstellung  der  Systemreaktionen  zu  fixieren,  denken  wir 
uns  das  ganze  zusammenhängende  materielle  System  durch  einen 
Flächenschnitt  geometrisch  in  zwei  Teile  zerlegt,  ohne  an  dem  Kräfle- 
system  und  dem  bestehenden  Geschwmdigkeitszustande  irgend  etwas  zu 
ändern.  Wird  der  physische  Zusammenhang  längs  der  trennenden 
Schnittfläche  plötzlich  aufgehoben,  so  mufs  im  allgemeinen  jedes  Teil- 
system von  diesem  Augenblicke  an  eine  neue  Bewegungsform  beginnen. 
Alle  Reaktionen  des  einen  Stückes  setzen  sich  zu  einem  Resultanten- 
system zusammen,  das  nach  dem  D’Alembertschen  Prinzip  oder  dem 
Newtonschen  Grundsätze  der  Gleichheit  von  Wirkung  und  Gegen- 
wirkimg,  dem  Resultantensystem  der  Reaktionen  des  anderen  Stückes 
äquivalent  im  entgegengesetzten  Sinne  ist.  Der  System  Zerlegung  in 
zwei  Stücke  entspricht  die  Zerlegung  der  Gesamtenergie  E in  zwei 
Teile  E'  und  E’\  sodafs 

E = E'-\-  E" 


wird.  Wir  wollen  ferner  annehmen,  das  ganze  System  sei  durch  Koordinaten 
so  festgelegt,  dafs  für  die  Impulswirkung  die  La gran gesehen  Gleichungen 


BE  , 
P.  = --  = li, 
Cq, 


(1  = 1.  S,  3.  . . ,0 
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bestehen.  Aus  den  Energieteilen  E'  und  E"  leiten  wir  ebenfalls 
Gröfsen  von  dem  kinetischen  Charakter  der  ab,  indem  wir  setzen 


Aus  dem  D’Alembertschen  Prinzip  folgt  dann  unmittelbar 

p,  = Ä.  — r. , =h,  —r,, 

wo  die  (Jröfsen  r',,  r"  Komponenten  der  Resultantensysteme  der  Reak- 
tionen nach  den  allgemeinen  Koordinaten  q,  bedeuten.  Da  r”  = — r', 
sein  mufs,  so  genügt  zur  Bestimmung  dieser  Reaktionskomponenten 
eines  der  vorstehenden  Gleichungssysteme,  etwa 

(50)  r;  = K - p:. 

Die  zur  Berechnung  der  r,'  erforderlichen  Impulskomponenten  hl 
bestimmt  man  aus  der  Formel 


d'ÄH  = E'h-dx, 


indem  man  darin  die  8x  durch  die  q,  und  dq,  ausdrückt,  wodurch  man 
die  Gleichung 

erhält. 

Ist  das  System  der  Wirkung  zeitlicher  Kräfte  (h)  unterworfen,  so 
benutzt  man  zur  Bestimmung  der^  Komponenten  s’,  die  gewöhnlichen 
Lagrangeschen  Gleichungen 


Pi- 


dE  , 
cqi 


(‘=1.  s,  5 0 


und  gewinnt  durch  die  erwähnte  Systemspaltung  die  Reaktionsformeln 


. , dE'  1 , , j • ' 

P.  — - .9,  und  p, 


djr 

dqt 


==ä;'  + s;, 


wo  wieder 


P.  = 


dE' 

dqt 


und  p! 


dE" 

dqt 


ZU  setzen  ist. 

ln  ganz  ähnlicher  Weise  kann  man  auch  die  Euler  sehen  Be- 
wegungsgleichungen zur  Bestimmung  der  entsprechenden  Komponenten 
der  Schnittreaktionen  verwenden.  Im  Falle  eines  einfachen  starren 
Körpers,  der  nicht  unter  dem  Einflufs  äufserer  Kräfte  steht,  ist  dieser 
Weg  entschieden  der  einfachere. 

24.  Explizite  Darstellung  der  Schnittreaktionen.  — Bei  Impuls- 
problemen hängen  die  Schnittreaktionen  nur  von  den  Positionskoordinaten 
und  den  auf  das  materieUe  System  einwirkenden  äufseren  Impulsen  ab. 
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Wirken  aber  auf  das  System  Zeitkräfte,  so  ist  auch  noch  der  Ge- 
schwindigkeitszustand auf  die  Schnittreaktionen  mafsgebend.  Es  können 
also  in  den  Reaktionsgleichungen,  welche  wir  oben  durch  aUgemeine 
Koordinaten  ausgedrückt  haben,  im  ersten  Falle  die  allgemeinen 
Geschwindigkeitskomponenten  qi  mittelst  der  Gleichungen  p,  = h„  im 
zweiten  Falle  die  Beschleunigungskomponenten  q,  durch  Benutzung  der 
Lagr angesehen  Bewegungsgleichungen  eliminiert  werden,  wodurch  man 
zu  expliziten  Darstellungen  der  Schnittreaktionskomponenten  gelangt. 

Für  die  Impulsreaktionen 

r,  = h,  — p, 

ist  dies  aufserordentlich  einfach.  Transformieren  wir  die  kinetische 
Energie  E durch  Einführung  der  h,  = p,  an  Stelle  der  q,  in  die 
Hamiltonsche  reziproke  Funktion  F,  die  nun  eine  homogene  Funktion 
zweiten  Grades  der  h,  wird,  so  ist 

dF 


Diese  Werte  setzt  man  in  die  nach  den  g*  lineare  Gleichung 


ein  und  erhält  die  Endgleichuiigen 


(51) 


, dF 


zur  expliziten  Darstellung  der  Schnittreaktionen  für  Impulse.  Die 
Koeffizienten  sind  bekannte  Funktionen  der  Positionskoordinaten 


2i>  Qi)  • • •; 

Die  analoge  Betrachtung  für  Zeitkräfte  vereinfacht  sich  sehr,  wenn 
wir  die  Bewegungsgleichungen  von  Lagrange  in  der  expliziten  Form 
annehmen,  die  in  Nr.  19  durch  die  Gleichungen  (38)  oder  (39)  dar- 
gestellt ist.  Diese  gestattet,  die  Gröfsen  g^,  g,  . . .,  g,-  unmittelbar  in 
die  Reaktionsformel 


(52) 

einzusetzen. 


Denn  es  ist 


s; = k:  + 


und  infolgedessen 


pi=  S 5* 

X 


X i 


I 
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Durch  Substitution  dieses  Ausdruckes  in  die  Gleichung  (52) 
und  durch  Zusammeufassen  der  Glieder  gleicher  Art  erhält  man  für 
die  Reaktionskomponenten  die  Endformeln 

(53)  «; = - s + S S . 

x = l x = l = l 

wo  die  Koeffizienten  und  nur  von  den  Positionskoordinaten 

Qu  Qif  '-’fQi  abhängig  sind.  Dieses  Resultat  lautet  in  Worten: 

Die  Lagr angesehen  Komponenten  der  Schnittreaktion  für  ein 
Gelenksystem,  auf  welches  heliehige  äufsere  Kräfte  eintvirken,  setzen  sich 
atis  je  zwei  Teilen  zusammen.  Der  erste  Teil  hängt  nur  von  den  be- 
wegenden Kräften  und  den  Positionskoordinafen  ab,  während  der  zweite  — 
ebenso  wie  die  kinetische  Energie  de^  ganzen  Systems  — durch  eine 
homogene  Funktion  zweiten  Grades  der  allgemeinen  Geschwindigkeits- 
komponenten dargcstellt  teird. 

Über  die  Gestalt  des  Systemschnittes  haben  wir  bisher  keine 
besonderen  Voraussetzungen  gemacht.  Sind  einzelne  Glieder  des 
Gelenksystemes  cylindrisch  gestreckte  Körper,  wie  es  bei  Maschinen 
häufig  ist,  so  wird  man  zur  Erforschung  der  Querschnittsspannungen, 
welche  in  diesen  Gliedern  auftreten,  meistens  ebene  Schnitte  senkrecht 
zur  Längsachse  wählen.  Will  man  dagegen  die  Drucke  in  den  beweg- 
lichen Gelenken  finden,  deren  Kenntnis  für  die  Technik  äufserst  wichtig 
ist,  so  führt  man  den  Systemschnitt  längs  der  betreffenden  Lagerfläche. 
Die  Drücke  in  den  unbeweglichen  Lagern  müssen  besonders  berechnet 
werden. 

Hier  kam  es  nur  darauf  an,  die  allgemeinen  Ansätze  zu  geben, 
nach  welchen  auf  Grund  des  D’Alembertschen  Prinzips  die  System- 
reaktionen bestimmbar  sind,  und  damit  zu  zeigen,  dafs  die  Lag  ran  ge  sehen 
Ideen  zur  Lösung  solcher  Aufgaben  vollständig  ausreichen.  Jedenfalls 
wird  die  rationelle  Mechanik  durch  Aufnahme  allgemeiner  kinetosta- 
tischer  Probleme  neben  den  spezifisch  statischen  und  kinetischen  ihr 
Gebiet  in  fruchtbarer  Weise  erweitern  können  und  damit  durchaus 
berechtigten  Anforderungen  der  Technik  entgegenkommen. 

26.  Die  Fundamentreaktionen  einfach  oder  mehrfach  gestützter 
Gelenksysteme.  — Aus  der  D’Alembertschen  Grundgleichung  für 
Impulse 

r = h — mx 

leiten  wir  zunächst  mit  Berücksichtigung  des  ganzen  Gelenksystems 
die  Ausdrücke 

Zr  = Zh  — Zmx 
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und 


£xr  = Zxh  — Zmxx 


ab  und  schreiben  dieselben  in  der  Form 


(54) 


r = h — mi, 


Das  starre  und  unbewegliche  Fimdament  bildet  mit  dem  Gelenksystem 
einen  gröfseren  materiellen  Komplex.  Folglich  werden  nach  dem 
D’Alembertschen  Prinzip  die  resultierenden  Reaktionskomponenten 

r und  Mr,  welche  sich  nur  auf  die  beweglichen  Teile  beziehen,  im 
allgemeinen  nicht  verschwinden.  Sie  werden  von  dem  ruhenden 
Fundament  als  Druck  und  virtuelles  drehendes  Moment  aufgenommen. 

Hierbei  ist  zu  beachten,  dafs  der  Vektor  Mr  sich  auf  einen  bestimmten 
statischen  Reduktionspunkt  bezieht  und  seinen  Wert  und  seine  Rich- 
tung ändert,  sobald  dieser  Bezugspunkt  seine  Lage  zum  Fundament 
wechselt.  Man  wird  aber  wie  bei  jedem  statischen  Problem,  welches 
den  starren  Körper  betrifft,  auch  hier  die  Zentralachse  bestimmen 

können  und  dadurch  die  Vektoren  r und  Mr  in  dner  Richtung  er- 
halten. 

Stützt  das  starre  Fundament  das  bewegliche  System  mit  mehr 
als  einem  Auflagegelenk,  so  kann  man  die  Frage  stellen,  wie  sich  in 
diesem  Falle  die  Fundamentreaktionen  auf  die  einzelnen  Stützen  ?er- 
teilen.  Man  zerteilt  jetzt  die  gemeinsame  Unterlage  in  so  viele 
Stücke,  als  Stützen  vorhanden  sind,  giebt  jedem  Teile  die  entsprechenden 
virtuellen  Bewegungen  in  Bezug  auf  das  absolute  Koordinatensystem 
und  wendet  zur  Bestimmung  der  Einzelreaktionen  das  Lagrangesche 
Prinzip  der  virtuellen  Arbeiten  an. 

Für  die  totalen  Fundamentreaktionen  bei  zeitlich  wirkenden 
Kräften  treten  an  Stelle  der  Gleichungen  (54)  die  folgenden: 

(55)  |."  “ "’i’ 

lM,  = M, -Mi*. 

Dieser  Fall  ist  in  der  Maschinentheorie  in  einem  speziellen  Beispiele 
(parallele  Kurbelgetriebe,  welche  auf  eine  gemeinsame  Welle  wirken) 
eingehender  untersucht  worden,  weshalb  wir  im  folgenden  etwas  näher 
darauf  eingehen  wollen. 

26.  Bas  Probletn  der  Ausgleichung  der  Massenwirlcungen  bei  Gelenk- 

Systemen.  — Die  Grölsen  s und  M,  in  den  Gleichimgen  (55)  bestehen 
aus  je  zwei  Gliedern.  Die  ersten  werden  aus  den  auf  das  System 
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wirkenden  äufseren  Kräften  abgeleitet  und  hängen  deshalb  yon  der 
Massenverteilung  des  ganzen  Systems  nicht  ab.  Die  zweiten  Glieder 
hat  man  durch  passende  Anordnung  des  Systems  in  dem  Falle  der 
mehrkurbeligen  Dampfmaschine  bis  auf  verschwindend  kleine  Restbeträge 
gleich  Null  gemacht  und  dadurch  die  Massenwirktmg  auf  das  Fundament 
praktisch  eliminiert  Wir  wollen  nun  in  dem  allgemeinen  Falle  die 
Bedingungen  für  das  Verschwinden  der  Vektoren  mx  imd  Mi*  bei  Ge- 
lenkketten untersuchen.  Zu  diesem  Zwecke  bestimmen  wir  in  jedem 
starren  Teilsystem  den  Schwerpunkt.  Die  von  dem  absoluten  Bezugs- 
pimkte  (0)  gerechneten  Vektoren  der  einzelnen  Schwerpunkte  seien 
der  Reihe  nach 


Wählen  wir  dieselben  als  relative  Bezugspunkte  (0',  0",  etc.)  für  Vek- 
toren a',  a\  etc.,  welche  die  einzelnen  materiellen  Punkte  der  Teil- 
systeme festlegen,  dann  sind  die  absoluten  Vektoren  dieser  Punkte: 

= xW  4-  äW 


Der  Vektor  des  Schwerpunktes  des  ganzen  Systems  sei  x^. 
also 

Zmx  = mx. 


und 


Dann  ist 


mx  = mx, . 


Folglich  verschwindet  die  Reaktion  mx  nur,  wenn  die  Geschwindigkeit 
des  gemeinsamen  Schwerpunktes  aller  Teilsysteme  während  der  Be- 
wegung unverändert  bleibt. 

Zur  Untersuchung  der  Momente  bilden  wir  die  Gleichung 

-I-  4- 

= _j_  ^ 

$ i * 9 ' 9 * 

und  erhalten  durch  Summation 


da  die  Gröfsen 

9 ' 9 

für  den  starren  Körper  verschwinden.  Demnach  wird 

r = n y = n 

Mi*  = g x^^U;^  -h  g 

r = 1 t = 1 

wo  zur  Abkürzung  = m(,.)  gesetzt  ist.  Bei  mehrzylindrigen 
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Dampfmafichirien  bleibt  der  Wert  des  zweiten  Gliedes  dieser  Gleichnng 
stets  innerhalb  enger  Grenzen,  weil  sie  die  GrÖfsenordnung  der  Ro- 
tationsbeschleunigungen hat.  In  diesem  speziellen  Falle  sind  aber  die 
Bedingungen  für  den  Ausgleich  der  Massenwirkung  auf  ein  starree 
Fundament  darstellbar  in  der  Form 

* = 1 

Die  weitere  Diskussion  dieser  Gleichungen  ist  Aufgabe  der  technischen 
Mechanik.  Eine  ausführliche  Darstellung  des  Problems  der  Massen- 
ausgleichung giebt  H.  Lorenz  in  seiner  „Dynamik  der  Kurbelgetriebe 
mit  besonderer  Berücksichtigung  der  Schiffsmaschinen“  (1901). 

F.  Die  kinetostatischen  Beanspmchnngen. 

27.  Normal  Spannungen  uml  Schubspannungen.  — Die  Theorie  der 
statischen  Beanspruchungen  wurde  zuert  an  elastischen  prismatischen 
Stäben  (Balken)  entwickelt.  Im  einfachsten  Falle  wirken  nur  Kräfte 
in  der  Richtung  der  Längsachse,  welche  man  als  Zug-  und  Druckkräfte 
unterscheidet.  Sie  erzeugen  einen  inneren  Spannungszustand,  indem 
elastische  Kräfte  längs  dieser  Axe  hervorgerufen  werden.  In  einem 
zweiten  Falle  reduzieren  sich  die  äufseren  Kräfte  auf  ein  Kräftepaar, 
dessen  Ebene  den  Querschnitt  in  einer  der  beiden  Hauptachsen  senkrecht 
durchdringt.  Die  elastische  Wirkung  äufsert  sich  in  einer  Biegung 
des  Balkens.  Zug-  und  Biegungsspannung  werden  gemeinsam  als 
„Normalspannungen“  bezeichnet.  Liegt  die  Achse  des  Kräftepaares  in 
der  Längsachse  des  Stabes,  so  treten  neben  den  Dehnungen  in  den  als 
rechtwinklige  ParaUelepipeda  vorausgesetzten  Korperelementen  Winkel- 
veränderungen ein,  die  man  Schiebung  oder  Gleitung  nennt.  Es  ent- 
steht eine  Torsionsspannung,  welche  mit  dem  deformierenden  Krafte- 
})aar  statisch  gleichwertig  ist.  Endlich  können  wir  uns  auch  vorstellen, 
dafs  die  wirkenden  Kräfte  ganz  in  die  Ebene  eines  Stabquerschnittes 
fallen  und  das  Bestreben  haben,  den  einen  Körperteil  von  dem 
anderen  längs  der  Schnittebene  zum  Abgleiten  zu  bringen.  Es  ent- 
steht jetzt  eine  scheerende  Spannung  in  dem  betrachteten  Querschnitte. 
Torsionsspannung  und  Scheenmgsspannimg  werden  gemeinsam  als 
Schubspannungen  bezeichnet.  Diese  elementaren  Begriffe  der  Festig- 
keitslehre wenden  wir  jetzt  auf  den  starren  Körper  und  die  Gelenk- 
ketten mit  starren  Gliedern  an.  Obwohl  hierbei  tbe  Deformationen 
ausgeschlossen  sind,  so  kann  man  doch  die  Reduktion  der  inneren 
Reaktionskräfte  in  einer  solchen  Weise  durchfuhren,  dafs  die  Kompo* 
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nenten  den  üblichen  Beanspruchungskategorien  entsprechen.  Man  ge- 
winnt hierdurch  gleichzeitig  eine  anschauliche  Übersicht  der  Resultate, 
welche  den  allgemeinen  Reduktionen  mit  Benutzung  der  Lagrangeschen 
Koordinaten  nicht  eigen  ist. 

28,  Die  Bestimmung  der  BeanspmchungsJcomponenien.  — Aus  der 
D’Alembertschen  Grundgleichung  für  zeitlich  wirkende  Kräfte: 


folgt 

k = mx  -f  s 

(57) 

und 

£'s  = Z'k-  Z'mx 

(58) 

2:'^- 

wobei  alle  Summationen  über  denjenigen  Teil  eines  starren  Körpers 
zu  erstrecken  sind,  welcher  durch  eine  Schnittebene  virtuell  abgetrennt 
wird.  Nun  ist  aber  für  jedes  starre  System  (ohne  Translation): 

X = 6X, 

und  hieraus  folgt  durch  Differentiation  nach  der  Zeit 

X — 6X  -{■  ö(0x), 

oder  nach  Ausführung  des  ternären  Vektorproduktes: 

.r  = -f  (dx)  • 6 — (öö)  • X, 

Diese  Beschleunigung  zerlegen  wir  nach  drei  rechtwinkligen  Achsen 
welche  mit  dem  starren  Körper  fest  verbimden  sind,  und  bezeichnen 
die  betreffenden  Projektionen  des  Vektors  x mit  a^,  a,,  a^.  Dann 
wird 

ir,  = dg«!  — djaj  + (tf?  + 

==  ^2^  ^3  ^3^1  ^'1  ~t“  ^3®2^2* 

In  diesen  Ausdrücken  müssen  nun  die  Komponenten  dj,  dj,  d, 
mit  Hilfe  der  Eulerschen  Rotationsgleichungen  (21): 

.Aj  dj  = -j-  A/a,!; 

-4,  dg  = (..dg  — 

■^3^3  “ (-^1  — -^2)^1  ^^2  “b  Af*,s 
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eliminiert  werden.  Dies  giebt: 

-^2-^8  ’ ~ -^2 -^3  (^2  ^s)  * •^(''^3  "^l  *^2)  *^1^2  * ®2 

-|-  A.^  -f-  tfj  • Cfj  -}■  -^3 -^*,2  * ^3  Ag  J/*^3  • flj, 

* ^2  ~ '^3'^l(*^3  “f“  ^l)®2  *^2  ' ^3 

4*  — A^A  A^)6^6i  • «1  + A^Mk^s  ‘ öl  — -^3  ^f^k,  1 • «3, 

A^A^  ■ -Tß  = .t4j./l2((yj  -j-  ^|)®8  "I"  "^1  "^s  ”b  ■^i)^3^i  * ^1 

4~  A^  (-^1  -^2  ”1"  ^3  ^2  ®2  ~b  -^2  ^^k,  1 * ^2  -^3  t,  2 ■ 

Setzen  wir  noch  zur  Abkürzung 


der  inneren  Spannungen  in  der  expliziten  Form: 

A,Aß  • Sj'  = AjAßkj'  + m'(AßM*,8  • a\  — AßMt.^a;) 

■b  { -^2(-^i  -^3)^1  ^2  * ^2  -^2) *^1^3  ■ “^3 

- A,A3((f|4-<y|)a;), 

und  zwei  analoge  Ausdrücke  für  sj,  sj,  welche  durch  zyklische  Ver- 
tauschung der  Indices  hieraus  folgen. 

Der  besseren  Ühersicht  wegen  schreiben  wir 

(59)  s'  = k'  -f  m'  • ö 4-  m'w. 

Dann  bedeutet  ü einen  Vektor,  welcher  im  wesentlichen  von  den 
Totalmomenten  der  drehenden  Kräfte  abhängt  und  w einen  zweiten 
Vektor,  der  hauptsächlich  durch  den  Geschwindigkeitszustand  des 
Systems  bestimmt  ist.  In  den  Komponenten  von  ü und  w treten 
aufserdem  noch  die  Komponenten  a*,  a^,  aj  des  Schwerpunktvektors 
ä*  des  virtuell  abgetrennten  Korperstückes  gröfsenbestimmend  auf.  Geht 
man  von  einer  Trennungsebene  zu  einer  anderen  über,  so  ändert  dieser 
Schwerpunkt  seine  Lj^e,  imd  die  Komponenten  von  s'  werden  in  leicht 
übersehbarer  Weise  beeinflufst. 

Nach  unserer  Bezeichnungsweise  können  wir  die  Gleichung  (58), 
welche  das  Moment  der  Reaktionskräfte  in  Bezug  auf  den  festen  Punkt 
bestimmt,  schreiben: 


2:'«  = i',  2:'A:  = k',  Z'w  = m', 

so  ergeben  die  Gleichungen  (57)  die  Komponenten  der  Resultantkraft 


oder 


Nun  ist  aber  nach  Nr.  16  Gleichung  (19) 
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Demnach  wird 

(60)  m:  ('^) 

oder  in  Komponenten  zerlegt: 

il/,,1  = il/*,i  — {Äs  — A‘^ö<iOs  — 
il/,,2  = il/*,2  — (-dll  — — Äi<Ssy 

il/,,3  = il/*,3  — {Äi  — yli^)Oi<y2  — -4s  Ö3. 

Ai,  Ai,  Ai  sind  die  Hauptträgheitsmomente  des  virtuell  abgetrennten 
Körperstückes. 

Durch  Elimination  der  Komponenten  der  Winkelbeschleunigung 
mit  Hilfe  der  Eulerschen  Bewegungsgleichungen,  welche  für  das  ganze 
System  gelten,  erhalten  wir  ohne  weiteres: 

il/,,1  = yliil/*,i  — ^i3/*,i  -j“  Di  • öiös, 

AiAIf^s  = AiMk,\  — A^Afk^i  + D«  • 

AsM,^s  = AsMk^s  — AsMk^s  -f*  Di  • O1O2, 

D[  = {A,Ai  - AiA,)  - {A,Ai  - A;A,), 

Di  = (A,Ai  - AiA,}  - (A,A;  - AiA,), 

Di  = (A,A;  - AiA,)  - (A,Ai  - AiA,) 

zu  setzen  ist.  Der  Vektor  il/,  hat  also  die  Form 

m;  = p+q. 

P hängt  im  wesentlichen  von  den  äufseren  Kräften  ab,  wälirend 
Q hauptsächlich  durch  den  Geschwindigkeitszustand  des  Systems  be- 
dingt ist.  Die  Trägheitsmomente  des  virtuell  abgetrennten  Körperteiles 
beeinflussen  beide  Vektoren. 

Bis  jetzt  ist  üf,  auf  den  festen  Punkt  bezogen.  Nehmen  wir  also 
das  Moment  in  Bezug  auf  einen  Punkt  des  Querschnittes,  so  gelten 
für  diese  Transformation  die  bekannten  Regeln  der  Statik.  Nun  läfst 
sich  aber  dieser  neue  Bezugspunkt  in  der  Ebene  des  Querschnittes  so 
wählen,  dafs  die  Resultante  und  das  Moment  der  Reaktionen  in  eine 
Ebene  fallen,  welche  auf  der  Schnittebene  senkrecht  stehen.  Da  der 
Ort  für  diese  Bezugspunkte  eine  Gerade  ist,  so  behält  man  noch  die 
Wahl  frei,  welcher  ihrer  Punkte  als  definitiver  Reduktionspunkt  an- 
zunehmen ist.  Nach  der  Entscheidung  zerlegt  man  die  Resultante 
und  das  Moment  in  Komponenten,  welche  bezw.  in  die  Schnittebene 
fallen  oder  darauf  senkrecht  stehen,  und  erhält  so  die  Gröfsen,  welche 


(61) 

worin 
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den  virtuell  abgetrennten  Körperteil  in  Bezug  auf  Zug  (oder  Druck) 
Biegung,  Torsion  und  Scheerung  beanspruchen. 

Sollen  die  Komponenten  der  kinetostatischen  Beanspruchung  für 
ein  Gelenksysiem  bestimmt  werden,  so  verfährt  man  in  ähnlicher 
Weise  wie  bei  einem  einzelnen  starren  Körper.  Der  einzige  Unter- 
schied besteht  darin,  dafs  man  zu  den  äufseren  Kräften  des  betrachteten 
Gelenkstückes  noch  die  bekannten  Reaktionen  des  nächstliegenden  Ge- 
lenkes — oder  allgemein  aller  ihm  auf  derselben  Seite  der  Schnittfläche 
ungehörigen  Gelenke  — hinzufügt.  Da  wir  diese  Gelenkreaktionen  voll- 
ständig berechnet  haben,  so  können  wir  auch  diese  allgemeine  Aufgabe 
als  erledigt  betrachten. 

Berlin,  den  1.  Februar  1901. 
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Synthetische  Theorie  der  Zentrifugal-  und  Trägheitsmomente 

eines  ebenen  Flächenstiickes. 

Von  Stanislaus  Jolles  in  Berlin. 

1.  Parallele  Kräfte  in  einer  Ebene  £,  deren  Intensitäten  proportional 
sind  den  Abständen  ihrer  Augrilfspunkte  von  einem  in  £ gelegenen 
Strahle,  bestimmen  ein  mit  ihrer  Theorie  eng  verknüpftes  polares  Feld 

Auf  dieses  polare  Feld  hat  Culmann')  zuerst  hingewiesen;  Herr 
Reje*)  erkannte  daun  seinen  Zusammenhang  mit  der  Theorie  der 
Hauptträgheitsachsen,  als  er  diejenigen  Dreiecke  aufsuchte,  in  deren 
Eckpunkten  bezw.  drei  Flächenstücke  derart  konzentriert  werden 
können,  dafs  sie  ein  Flächenstück  in  Bezug  auf  seine  Trägheitsmomente 
ersetzen.  Bald  nach  ihm  kam  Hesse^)  durch  eine  glückliche  Intuition 
auf  dasselbe  polare  Feld,  ohne  auch  nur,  wie  seine  beiden  Vorgänger, 
von  den  Eigenschaften  der  Trägheitsellipse  irgend  welchen  Gebrauch 
zu  machen.  Diese  Arbeiten  sind  analytisch.  Ausgehend  von  der 

Theorie  der  Trägheitsellipse  sind  später  die  Eigenschaften  des  polaren 
Feldes  F*  und  der  Trägheits-  und  Hauptträgheitsachsen  von  mir^) 
durch  elementare  Betrachtungen  synthetisch  abgeleitet  worden. 

Gelangt  man  von  der  Theorie  der  Trägheitsellipsen  zu  der  des 
polaren  Feldes  und  der  Trägheits-  und  Hauptträgheitsachsen,  so  ist 
dies,  wie  im  Laufe  der  Untersuchung  bald  erkannt  wird,  ein  störender 
Umweg.  Gelangt  man  umgekehrt  vom  polaren  Felde  F^  aus  zu  diesen 
Achsen,  so  fehlte  bisher  der  Nachweis  des  organischen  Zusammenhanges 
zwischen  ihm  und  den  Trägheitsellipsen.  Bezeichnend  für  Binets 
Scharfsinn  ist  es  übrigens,  dafs  er  — der  Entdecker  der  Trägheits- 

1)  Culmann:  Die  graphische  Statik.  Zürich  1866,  2.  Abschnitt,  7.  Kapitel, 
§ 63 — 67.  Die  ersten  beiden  Abschnitte  erschienen,  wie  aus  der  Vorrede  S.  XI 
zu  ersehen  ist,  als  erste  Lieferung  schon  1864. 

2)  Reye:  Beitrag  zu  der  Lehre  von  den  Trilgheitsmomenten.  Zeitschrift  für 
Math.  u.  Physik  10  (1865)  S.  43.3. 

3)  Hesse:  Vorlesungen  über  analytische  Geometrie  des  Raumes,  ü.  Auflage, 
Leipzig  1869,  26.  Vorlesung. 

4)  Jolles:  Die  Beziehungen  der  Zentralellipse  eines  ebenen  Fläcbenstückes 
zu  seinem  imaginären  Bilde.  Diese  Zeitschrift  (3)  1 (1901),  S.  91, 
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ellipse  — sie  in  seiner  grundlegenden  Arbeit  nur  am  Schlüsse  beiläufig 
erwähnt,  ihr  somit  nicht  die  Bedeutung  beimifst,  die  sie  später  bei 
anderen  erlangt  hat.  Es  ist  meines  Erachtens  auch  eine  Willkür,  auf 
irgend  eine  der  bisher  eingeführten  Trägheitsellipsen  die  Theorie  der 
Trägheitsmomente  in  der  Ebene  aufzubauen. 

In  den  folgenden  Untersuchungen  wird,  ausgehend  vom  Zentri* 
fugalmoment,  synthetisch  sofort  das  polare  Feld  und  sein  Zusammen- 
hang mit  der  Theorie  der  Trägheits-  und  Hauptträgheitsachsen  dar- 
gethan  und  die  organische  Verbindung  mit  der  Theorie  der  Trägheits- 
ellipsen entwickelt.  Hierbei  erweist  es  sich  von  grofsem  Nutzen,  nicht 
nur  zwei  sich  schneidende,  sondern  auch  zwei  parallele  Strahlen  als 
Trägheitsachsen  eines  ebenen  Flächenstückes  zu  bezeichnen,  sobald  in 
Bezug  auf  sie  das  Zentrifugalmoment  gleich  Null  ist.  Beschreibt  ein 
Strahl  einen  Strahlenbüschel  I.  Ordnung,  so  umhüllen  die  von  ihm  gleich- 
weit abstehenden  und  zu  ihm  parallelen  Trägheitsachsen  die  Trägheits- 
ellipse seines  Mittelpunktes.  Zwischen  den  Strahlen  der  Ebene  und  den 
zu  ihnen  parallelen  und  von  ihnen  gleichweit  abstehenden  Trägheits- 
achsen besteht  eine  ein -zweideutige  Verwandtschaft.  Zum  Schlüsse  er- 
geben sich  die  bekannten  metrischen  Eigenschaften  der  Trägheits- 
momente als  eine  unmittelbare  Folge  der  Brennpunkteigenschaflen  von  F*. 

Die  Hilfsmittel  ' der  Untersuchung  liefert,  wie  schon  hervorgehoben, 
die  synthetische  Geometrie.  Sie  gestaltet  die  Theorie  der  Trägheits- 
momente, vor  allem  die  Ableitung  des  polaren  Feldes  JT*  und  seiner 
Eigenschaften,  äuTserst  einfach  und  übersichtlich.  Für  die  geometrische 
Mechanik,  der  man  immer  mehr  zustrebt,  bedarf  diese  Forschungs- 
methode keiner  Empfehlung.  Besonders  der  Ingenieur  wird  sich  ihrer 
gerade  hier  gern  bedienen,  führt  sie  ihn  doch  ohne  jeden  Umweg  zu 
dem  so  häufig  abzuleitenden  Kerne  eines  ebenen  Querschnitts.  — D» 
in  meiner  oben  angeführten  Abhandlung  die  Litteratnr,  welche  sich 
auf  die  Hauptsätze  aus  der  Theorie  der  Trägheitsmomente  eines  ebenen 
Flächenstückes  bezieht,  angeführt  und  besprochen  worden  ist,  so  konnten 
im  Folgenden  weitere  Angaben  unterbleiben. 

2.  Jedem  Elemente  eines  ebenen  endlichen  Flächenstückes  5 
kommt  in  Bezug  auf  einen  in  seiner  Ebene  c gelegenen  Strahl  g ein  parallel 
einer  Strecke  r gemessener  Abstand  zu.  In  gleicher  Weise  entspricht 
dem  Elemente  in  Bezug  auf  einen  zweiten  Strahl  h von  i ein 
parallel  der  Strecke  s gemefsener  Abstand  s,^.  Jenachdem  und  s» 
gleichen  oder  entgegengesetzten  Sinn  wie  r und  s haben,  wird  ihnen 
ein  positiver  oder  negativer  Wert  beigelegt.  Unter  diesen  Voraos- 

1)  Binet:  Memoire  sur  la  th^orie  des  axes  conjugu^s  et  des  momens  d'mertie  des 
corps.  Joum.  de  TEcole  Polyt.  ü,  16.  Heft  (1813),  S.  41.  (Lu  ä rinstitut,  en  Mai  1811-) 
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Setzungen  heilst  bekanntlich  das  über  das  endb’che  Flächenstück  aus- 
gedehnte Integral: 


das  Zentrifugalmoment  des  Flächenstückes  5 bezüglich  der  Strahlen 
Qy  h.  Es  werde,  wenn  r und  s beliebige  Neigungswinkel  mit  ihrer  Be- 
zugsgeraden g bezw.  h einschlielsen,  durch: 

bezeichnet,  hingegen,  wenn  sie  bezw.  auf  ihr  senkrecht  stehen,  durch: 

Sowie  h mit  g zusammenfallt,  geht  das  Zentrifugalmoment  des 
Flächenstückes  ^ bezüglich  der  Strahlen  h in  sein  Trägheitsmoment: 

/ 'frfg 

bezüglich  des  Strahles  g über.  Es  werde  für  eine  beliebige  bezw.  zu 
g senkrechte  Richtstrecke  r durch: 

bezw.  iW,,(g) 

dargestellt. 

3.  Wird  im  Integral: 

\fr.d% 

der  Abstand  des  Fluchenelementes  vom  Strahle  x als  Mafs  einer 
auf  ruhenden  Masse  aufgefafst,  so  ist  hierdurch  ein  Massensjatein : 

'^2».  = 

bestimmt,  und  zwar  entspricht  dem  Strahle  x eindeutig  der  Schwer- 
punkt X von  Nun  verschwindet  der  Ausdruck: 

"HR,,  = -f s,(r,dg) 

für  das  statische  Moment  von  in  Bezug  auf  einen  Strahl  y,  wenn 
y durch  den  Schwerpunkt  X von  geht,  ferner  ist: 

folglich  geht  ein  Strahl  y durch  den  Schwerpunkt  X von  Hol)al(l 
der  Schwerpunkt  Y von  *9Ky  auf  x liegt.  Jedem  Strahle  des  Büschels 
X entspricht  hiernach  ein  Punkt  von  x,  dem  Punkte  X ist  also  auch 
der  Strahl  x eindeutig  zugeordnet. 

Archiv  der  Mathomatik  und  Phyiik.  111.  Koihe.  11.  22 
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Zwischen  den  Punkten  und  Strahlen  des  ebenen  Feldes  t besteht 
nunmehr  folgende  Beziehung.  Ein  Punkt  X bestimmt  eindeutig  einen 
Strahl  X und  dieser  eindeutig  jenen,  ferner  ein  Strahl  y,  der  durch  X 
geht,  einen  Punkt  Y,  der  auf  x liegt.  Eine  solche  Verwandtschaft 
zwischen  Punkten  und  Strahlen  eines  ebenen  Feldes  heifst  eine  involu- 
torische  Korrelation,  und  das  Feld  selbst,  dessen  Punkte  und  Strahlen 
derart  verknüpft  sind,  ein  polares  Feld.  Die  Punkte  A,  2?,  . . ., 
X,  . . . imd  die  Strahlen  a,  6,  . . .,  a:,  . . . von  s sind  also  als  Pole  und 
Polaren  in  einem  polaren  Felde  F*  einander  zugeordnet. 

Bezüglich  zweier  konjugierten  Strahlen  von  F*  ist  das  Zentrifugal* 
moment  von  % gleich  Null.  Als  ein  Paar  solcher  konjugierten  zusammen- 
fallenden Strahlen  kann  jede  Tangente  t der  Inzidenzkurve  (Ordnungs- 
kurve) von  aufgefafst  werden.  Das  Trägheitsmoment  von  ^ bezüglich 
eines  reellen  Strahles  t ist  aber  niemals  gleich  Null,  folglich  hat  das 
polare  Feld  F*  keine  reelle  Inzidenzkurve,  oder  die  seinen  Durch- 
messern zukommenden  Punktinvolutionen  sind  elliptisch. 

Einem  durch  den  Schwerpunkt  S von  % gehenden  Strahle  x ent- 
spricht ein  Massensystem  mit  der  Gesamtmasse  Null,  das  sich  aui* 
zwei  gleich  grofsen  Massen  mit  verschiedenen  Vorzeichen  und  Schwer- 
punkten zusammensetzt.  Sein  Schwerpunkt  X liegt  also  im  Un- 
endlichen, und  X ist  somit  ein  Durchmesser  und  S der  Mittelpunkt  des 
polaren  Feldes  F*. 

4,  Hat  in  Bezug  auf  zwei  Strahlen  von  b das  Zentrifugalmoment 
von  den  Wert  NuU,  so  heifsen  diese  Strahlen,  wenn  sie  sich  schnei- 
den, ein  Paar  Trägheitsachsen  ihres  Schnittpunktes  P und,  wenn  sie 
parallel  laufen,  ein  Paar  parallele  Trägheitsachsen.  Ein  Punkt  P ist 
der  Schnittpunkt  von  oo*  Paaren  von  Trägheitsachsen,  sie  sind  nach  3. 
die  Strahlenpaare  der  ihm  im  polaren  Felde  F*  zukommenden  Strahlen- 
involution, folglich  gehen  durch  jeden  Punkt,  als  Achsen  dieser  Strahlen- 
involution, ein  Paar  zu  einander  senkrechter  Trägheitsachsen,  sie  heifsen 
seine  Hauptträgheitsachsen.  Durch  die  Brennpunkte  P,  F'  von  F*  als 
Träger  zirkularer  Strahleninvolutionen  gehen  jedoch  unendlich  viele  Paare 
von  Hauptträgheitsachsen.  P,  F'  heifsen  deswegen  wohl  auch  die  Trägheits- 
brennpunkte des  Flächenstückes  — Die  Hauptträgheitsachsen  eines 
Punktes  P hälften  die  Winkel  der  von  P nach  den  Trägheitsbrenn- 
punkten  führenden  Strahlen.  Ein  Strahl  g von  b ist  Hauptträgheits- 
achse für  den  Fufspunkt  der  von  seinem  Pole  G in  F*  auf  ihn  gefällten 
Normale.  Dreht  sich  g um  einen  Punkt  P,  so  umhüllen  die  Strahlen, 
die  mit  g zusammen  je  ein  Paar  Hauptträgheitsachsen  bilden,  i.  a.  eine 
Parabel,  sie  berührt  die  Polare  p von  P in  F*  und  die  Achsen  dieses 
polaren  Feldes.  Ihre  Leitlinie  ist  der  Durchmesser  SF.  Die  Haupt- 
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tragheitsachsen  von  ^ vermitteln  also  zwischen-  den  Punkten  und 
Strahlen  des  ebenen  Feldes  £ eine  involutorische  quadratische  Ver- 
wandtschaft. Alle  diese  Sätze  von  den  konjugierten  zu  einander  nor- 
malen Strahlen  sind  längst  bekannt,  ihre  Beweise  finden  sich  aufserdem 
in  vielen  Lehrbüchern,  z.  B.  in  der  vierten  Auflage  des  ersten  Teiles 
von  Herrn  Reyes  Geometrie  der  Lage. 

5.  Der  zur  Richtstrecke  r parallele  Abstand  Qck  eines  Punktes 
G von  einem  Strahle  h,  ebenso  wie  der  zur  Richtstrecke  s parallele 
Abstand  Qsg  des  Schwerpunktes  S von  der  Polare  g von  G im  polaren 
Felde  P*,  sind  positiv,  wenn  sie  gleichen,  negativ,  weim  sie  entgegen- 
gesetzten Sinn,  wie  die  zugehörigen  Richtstrecken  haben.  Nun  ist 
nach  3,  das  statische  Moment  des  in  G konzentrierten  Massen- 

systemes: 

in  Bezug  auf  h gleich  dem  Zentrifugalmomente: 

von  5 Bezug  auf  g und  h.  Folglich  läfst  sich  dieses  in  der  Form: 

'■"3/,;,, (5)  = 

schreiben.  Da  aber: 
ist,  so  kann  auch: 

= QlIgQshi^) 

gesetzt  werden. 

Das  Zentrifugalmoment  von  ^ in  Bezug  auf  g und  h wird  zum 
Trägheitsmomente  von  ^ in  Bezug  auf  (/,  wenn  h mit  g 

identisch  ist,  sein  Ausdruck  lautet  also: 

= QfJgQSg^^ 

Fallen  Qsg  und  Qog  auf  den  zu  g konjugierten  Durchmesser  d des 
polaren  Feldes  F‘  (Fig.  1),  ist  also  die  Richtstrecke  r zu  ihm  parallel, 
so  sind  G und  der  Schnittpunkt  (r/,  g)  = (tj  in  konjugiert.  Nun 
besteht  zwischen  den  Strecken  S G und  S G^  und  der  Potenz  — der 
(I  nach  3.  in  F*  zugehörigen  elliptischen  Punktinvolution  die  Be- 
ziehung: 

SG  . = - c*. 

Sie  liefert,  wenn  der  Mittelpunkt  S von  F“  insbesondere  den  Ab- 
stand der  konjugierten  Punkte  G,  öj  hälftet,  diese  also  in  den  Punkten 
i’,  zusammenfallen: 

SJl>^  ==  QS  g 

EE^  = Qag==-  2c; 

22* 
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somit  für  den  Sfrahl  g: 

= 2e»g, 

und  für  den  zu  d konjugierten,  also  zu  g parallelen  Durchmesser  e: 

= e»S. 

Die  konjugierten  Punkte  jB,  jEJj  aller  Durchmesser  d von  F*,  deren 
Abstand  durch  den  Mittelpunkt  S von  F*  gehälftet  wird,  liegen  nun 


auf  einer  Ellipse  <y®,  deren  konjugierte  Durchmesser  die  von  F-  smd. 
Folglich  gilt,  wenn  die  Strecken  SE,  SE^  die  dem  Strahle  e bezüglich 
S konjugierten  Tragheitshalbmesser  heifsen:  Werden  die  den  Durch- 
messern des  polaren  Feldes  F*  bezüglich  S konjugierten  Tragheitshalb- 
messer, vom  Mittelpunkte  S von  F*  aus,  ihrer  Grofse  und  Richtung 
nach  abgetragen,  so  liegen  ihre  Endpunkte  auf  einer  Ellipse  ff*,  deren 
konjugierte  Durchmesser  mit  denen  von  F*  zusammenfallen.  Dw 
Ellipse  ff*  heifst  die  ZentraleUipse  des  Flächenstückes  ihre  parallelen 
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Tangenten  sind  in  T*  konjugiert,  also  paarweise  parallele  Trägheits- 
achsen. 

Die  Zentralellipse  tf*  und  die  imaginäre  Inzidenzkurve  von  T* 
gehen  in  sich  selbst  über,  wenn  einer  dieser  Kegelschnitte  in  Bezug 
auf  den  andern  polarisiert  wird.  Sie  sind  harmonisch  einander  zuge- 
ordnet, jeder  also  eine  Imaginärprojektion  des  andern. 

6.  Der  Schnittpunkt  (^^ig-  1)  ©ines  beliebigen  Strahles  g mit 
dem  ihm  in  F*  konjugierten  Durchmesser  d ist  die  Mitte  zweier  be- 
stimmten auf  d gelegenen  konjugierten  Punkte  P,  Pj  von  Sie 

werden  auf  d durch  einen  Kreis  mit  dem  Mittelpunkte  ausgeschnitten, 
dessen  durch  den  Schwerpunkt  S gehende,  zu  d senkrechte  Sehne  so 
grofs  ist,  wie  die  auf  d gelegene  Durchmessersehne  EE^  ==  2e  der 
Zentralellipse  ö*  Für  die  Abstände  GjP  imd  G^P^  der  Punkte  P,  Pj 
von  Gj  gilt  folglich  die  Beziehung: 

und  sonach  sind  sie  die  dem  Strahle  g bezüglich  des  Punktes  Gj  kon- 
jugierten Trägheitshalbmesser.  Die  Endpunkte  3E,  der  einem  belie- 
bigen Punkte  X von  g bezüglich  g konjugierten  Trägheitshalbmesser 
werden  also,  von  ihm  aus  gemessen,  erhalten,  indem  man  die  Ver- 
bindungsgerade des  Punktes  X und  des  Poles  G von  g mit  den  durch 
Pj  und  P laufenden  Parallelen  p,  Pj  zu  ^ in  S,  zum  Schnitt 
bringt,  p und  stehen  gleich  weit  vom  Punkte  X ab  imd  sind  als  die 
Polaren  von  P,  Pj  in  F*  konjugiert,  sie  sind  folglich  die  gleich  weit 
von  g abstehenden  zu  ihm  parallelen  Trägheitsachsen  von 

Schneiden  zwei  Strahlen  sich  auf  der  Symmetrieachse  zweier  Pa- 
rallelen, so  schneiden  sie  die  Parallelen  selbst  in  den  Eckpunkten  eines 
vollständigen  Viereckes,  dessen  drittes  Paar  Gegenseiten  ebenfalls  parallel 
laufen.  Je  zwei  durch  einen  beliebigen  Punkt  X von  g gehende  kon- 
jugierte Strahlen  von  F*  bestimmen  also  mit  den  in  F*  konjugierten 
parallelen  Strahlen  p,  pj  je  ein  Polviereck  von  F*,  dessen  drittes  Paar 
Gegenseiten  x,  x^  parallel  laufen  und  von  X gleich  weit  abstehen.  Die 
konjugierten  Strahlen  j*,  x^  treffen  den  Strahl  p bezw.  p^  in  den  Punkte- 
paaren einer  Involution,  die  perspektiv  ist  zu  der  dem  Punkte  X in 
F*  zugehörigen  Strahleninvolution.  Sie  verbinden  folglich  entsprechende 
Punkte  projektiver  Punktreihen,  die  keinen  Punkt  entsprechend  gemein 
haben,  und  umhüllen  sonach  einen  Kegelsclmitt  Sein  Mittelpunkt 
ist  X.  Er  ist,  da  das  Polarsystem  F“  nach  3.  keine  reelle  Inzidenz- 
kurve hat,  und  folglich  die  einem  Punkte  X zugehörige  Strahleninvo- 
lution  keine  reellen  Doppelstrahlen  besitzt,  eine  Ellipse. 
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Konjugierte  Durchmesser  und  parallele  Tangenten  von  sind 
konjugierte  Strahlen  in  F*.  Der  Mittelpunkt  X von  und  die  beiden 
zu  einem  Durchmesser  w parallelen  Tangenten  begrenzen  demnach  auf 
dem  zu  w konjugierten  Durchmesser  v zwei  Strecken,  die  gleich  sind 
den  X bezüglich  u konjugierten  Trägheitshalbmessem.  Aus  diesem 
Grunde  heilst  die  Ellipse  die  durch  das  Flächenstück  5 bestimmte 
Trägheitsellipse  des  Punktes  X.  Die  TrUgheitsellipse  des  Schwer- 
punktes S ist  die  in  5.  gefimdene  Zentralellipse  Dreht  sich  ein 
Strahl  X in  e um  einen  Punkt  X,  so  umhüllen  die  zu  x parallelen 
von  ihm  gleich  weit  abstehenden  Trägheitsachsen  die  TrägheitseUipse 
von  X 

Die  Trägheitsellipsen  der  Punkte  eines  Durchmessers  d von  F* 
schneiden  ihn  in  Punktepaaren  der  ihm  in  F*  nach  3.  zukommenden 
elliptischen  Involution,  somit  umschliefsen  die  Trägheitsellipsen  aller 
Punkte  der  Ebene  e den  Schwerpunkt  S von  5-  Sie  schneiden  auiser- 
dem  die  Zentralellipse  6^  in  Punktepaaren,  die  auf  Parallelen  zu  dem 
d konjugierten  Durchmesser  e liegen.  Die  Trägheitsellipsen  der  Punkte 
einer  beliebigen  Geraden  g berühren  die  zu  ihr  parallelen  und  von  ihr 
gleich  weit  abstehenden  Trägheitsachsen  in  Punktepaaren,  deren  Verbin- 
dungsgeraden  durch  den  Pol  von  <7  in  F*  gehen.  Diese  Verbindungs- 
geraden laufen  parallel,  wenn  g ein  Durchmesser  von  F^  ist. 

7,  Die  Brennpunkte  eines  polaren  Feldes  sind  in  ihm  die  Triiger 
zirkularer  Strahleninvolutionen,  folglich  sind  die  Trägheitsellipsen  der 
Brennpunkte  F,  F'  von  F*  Kreise.  Sie  berühren  die  zur  Verbindungs 
geraden  von  F,  F'  — also  zur  Hauptachse  a von  F*  — parallelen  und  von 
ihr  gleich  weit  abstehenden  Trägheitsachsen  und  haben  sonach  gleich 
grofse  Halbmesser.  Ihre  absolute  Länge  ist  die  des  zu  a konjugierten 
senkrechten  Trägheitshalbmessers  ± a. 

Wird  zu  einem  beliebigen  Strahle  g von  e durch  den  Brennpunkt 
F von  F*  eine  Parallele  g'  gezogen,  so  läfst  sich  das  Trägheitsmoment 
in  Bezug  auf  g nach  Fig.  2 in  der  Form: 

=f  ('V  + -f  '^QFg  f ryd%  -f 

schreiben.  Nun  ist: 

= «’S, 

ferner: 


folglich  ergiebt  sich: 
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oder  da: 

Qrg  = QSg  — QSg’  und  — QSg  QSg' 

ist;  auch: 

(ß)  = (a*  + eh  - eh)%- 

Die  rechte  Seite  der  Gleichungen  («)  oder  (ß)  behält  denselben 
Wert  für  alle  Tangenten  des  durch  die  Brennpunkte  F,  F'  und  die 
Tangente  g bestimmten  Kegelschnittes  demnach  sind  alle  Kurven, 
zu  deren  Tangenten  je  gleich  lange  senkrechte  Trägheitshalbmesser  ge- 
hören, konfokale  Kegelschnitte  mit  den  Brennpunkten  F,  F\  Durch 
einen  beliebigen  Punkt  P geht  eine  Ellipse  und  eine  Hyperbel  der 
durch  die  Brennpunkte  F,  F'  bestimmten  Schar  konfokaler  Kegel- 
schnitte. Ihre  Tangenten  in  P sind  zu  einander  senkrecht  und  kon- 
jugiert in  allen  polaren  Feldern  mit  den  Brennpunkten  F,  F'.  Sie 


fallen  also  mit  den  Achsen  der  P in  P*  zukommenden  Strahleninvo- 
lution oder  mit  den  Hauptträgheitsachsen  von  P zusammen. 

Der  Abstand  des  Mittelpunktes  S von  yl  vom  Fufspunkte  F^  des 
Lotes  welches  vom  Brennpunkte  F auf  den  Strahl  g gefällt  wird, 
ist  bekanntlich  gleich  der  halben  Hauptsehne  dieses  Kegel- 
schnittes. 

Der  um  S mit  dem  Halbmesser  SF^  beschriebene  Kreis  schneidet 
also  die  zusammenfallenden  Hauptachsen  von  P*  und  y*  in  den  End- 
punkten Ty  T'  der  Hauptsehne  ag  von  yj  und  bestimmt  die  in  T,  T' 
auf  der  Hauptachse  a senkrechten  Strahlen  t,  t'  als  zugehörige  Scheitel- 
taiigCnten.  Ihnen  entsprechen,  da  ST  = T'S  ist,  gleich  grofse  Träg- 
heitsmomente Mit ; und  Mrt’,  deren  Wert  sich  als: 

{ST^  -f  = {SFl  + a«)g  = («5  -f 

ergiebt.  Das  dem  Strahle  g^  sowie  den  Tangenten  des  Kegelschnittes 
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zukommende  Trägheitsmoment  kann  demnach  auch  drittens  durch 
den  Ausdruck: 

W JIf„(S)  = (a*  + o')g 

dargestellt  werden.  Es  gestattet,  wenn  a und  die  Brennpunkte  F,  F' 
bekannt  sind,  eine  ausnehmend  einfache  Konstruktion  des  einem  Strahle 
g konjugierten  senkrechten  Trägheitshalbmessers. 

8.  Die  Hauptträgheitsachsen  k,  e eines  Punktes  P (Fig.  3)  werden 
durch  die  Brennpunkte  F,  F'  von  F®  harmonisch  getrennt,  h schneidet 
die  Hauptachse  a von  innerhalb,  e auTserhalb  der  endlichen  Strecke 


FF',  wenn  h in  P die  Hyperbel  yl,  e die  Ellipse  y,  mit  den  Brenn- 
punkten F,  F'  berührt.  Sind  nun  a*  und  a,  die  halben  Hauptsehnen 
von  und  y«,  so  ist: 

ÖA  < üe 

oder  auch: 

U'  ÖA  <C  ö“  + öe  . 

Folglich  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung  (y)  in  7.,  dafs  die  Haupt- 
achsen der  Trägheitsellipsen  aller  Punkte  des  ebenen  Feldes  £ die 
Hauptachse  von  innerhalb,  die  Nebenachsen  aufserhalb  der  endlichen 
Strecke  FF'  schneiden. 

Die  halben  Hauptsehnen  an  und  a,  von  yj  und  yj  sind  gleich 
den  Strecken,  die  den  Mittelpunkt  S von  P*  mit  den  Fufspunkten  H 
und  E der  vom  Brennpunkte  F auf  h und  c gefällten  Lote  verbinden. 
Nun  besteht  für  die  Schnittpunkte  T imd  ü der  in  F‘  konjugierten 
imd  zu  einander  normalen  Strahlen  h und  e mit  der  Hauptachse  von 
F^  die  Beziehung: 

ST:SF=  SF:SU 

imd  ferner  gilt  für  die  homologen  Punkte  S,  S'  der  durch  die  ähnlichen 
Dreiecke  FHT  und  ÜEF  auf  einander  bezogenen  ähnlichen  Felder 
0,  0'  die  Proportion: 

ST:SF=S'F:S'U. 
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Die  linken  Seiten  dieser  Gleichungen  sind  identisch,  also  auch  die 
rechten,  demnach  fallen  die  entsprechenden  Punkte  S,  S'  und  folglich 
auch  die  entsprechenden  Strahlen  HS  und  ES  beider  ähnlichen  Felder 
zusammen. 

Die  drei  Punkte  S,  H und  E liegen  sonach  in  einer  Geraden,  und 
für  die  halben  Hauptsehnen  Oa  und  a,  von  yl  und  ergiebt  sich 
ebenfalls: 

a,:ae  = ST:SF^SF:SU. 

Kurz:  zwischen  den  halben  Hauptsehnen  «a  und  a<  der  sich  in  einem 
Punkte  P von  e schneidenden  Hyperbel  y1  und  Ellipse  yl  mit  den 
Brennpunkten  P,  F'  und  der  halben  Haupt-  und  Nebensehne  a„  und 
h„  der  Trägheitsellipse  von  P bestehen  die  Beziehungen: 

= Q“  + ö;  , 

Ci"  af., 

a,:a,  = ST:SF==SF:SU. 

9.  Aus  dem  in  7.  (ß)  gewonnenen  Ausdrucke: 

(fl*  + Q%g  — 

für  das  Trägheitsmoment  lassen  sich  recht  einfach  die  Haupt- 

sätze über  Trägheits-  und  Zentrifugalmomente  ableiten,  die  sich  auf 
zu  einander  senkrechte  und  durch  den  nämlichen  Punkt  gehende  Strahlen 
von  s beziehen. 

a.  Zwischen  den  Strecken  Qsgj  Qsg'  und  Qshf  Qsh',  die  bezw.  zu 
zwei  beliebigen  zu  einander  senkrechten  Strahlen  g,  h gehören,  bestehen 
nach  Fig.  4 die  Gleichungen: 

Qsg  + Q^h  — SF^ 

und: 

Qly  + Qh’  = - h\ 

Mit  Rücksicht  hierauf  kann  nunmehr  die  Summe  der  Trägheits- 
momente: 

und: 

-d/AA(l}r)  ==  (fl*  -f  P*  A — Qsh')% 

in  der  Fwm: 

^4.(3)  + ^^a(3)  = (fl^  + 4-  SP^)‘S 

geschrieben  werden.  Hierin  bleibt  der  Klammerausdruck  für  je  zwei 
zu  einander  rechtwinklige  Strahlen  h,  g des  Büschels  P unveränderlich, 
also  auch  die  Summe  der  auf  sie  bezogenen  Trägheitsmomente  Mggi^^ 
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und  Die  Punkte,  für  welche  diese  Summen  ein  und  denselben 

Wert  haben,  liegen  je  auf  Kreisen  mit  dem  Mittelpunkte  S. 

b.  Das  Zentrifugalmoment: 

==frgSHd% 

in  Bezug  auf  zwei  Strahlen  h nimmt,  wenn  an  die  Stelle  der 
r,j,  Sh  die  Abstande  r*>  von  zwei  zu  g,  h parallelen  Strahlen 


g',  h'  treten,  und  Qh't,  die  in  Richtung  der  rg,  Sh  gemessenen 

Abstände  der  Parallelen  g,  g'  imd  h,  h'  bedeuten,  die  Gestalt  an: 

{^a’  + -f  Qh'h)d% 

=frg'Sk‘d^  + Qgg'f  Sk'd'^  4-  Qkh‘  frg  d%  + Qgg  Qkh  % 

Nun  ist: 

fsh'd^  = Qsh'%  und  frgd%  = Qsg'%, 

ferner: 

Qa'a^^Qsg  — Qsg'  und  Qh'k  — Qsh  — 

folglich  wird: 

d"  [(P-Sj7  — QSg')QSh’  + {Qsh  — QSh')QSg'  4-  ((>S?  — — PSA')]5 

oder: 

= Jrg'Sh'd^  = [(>5j7()5*  — 

Stehen  g und  h senkrecht  auf  einander,  imd  schneiden  sich  die  zu 
ihnen  parallelen  Strahlen  g\  h'  in  einem  Brennpunkte  — etwa  in  F 
— von  r\  so  ist: 

j*rg’Sh’d%  = 0 
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und  sonach  endlich: 

(a) 

Für  zwei  sich  in  S schneidende  zu  einander  senkrechte  Strahlen 
g,  h ergiebt  sich  hiernach: 

= — Qsg’Qsh‘%- 

Da  ferner  nach  («)  nur  verschwinden  kann,  sobald: 

0^)  PS^(>5A  — (>5p'(>SA'  = 0 

wird,  so  drückt  {ß)  die  Bedingung  aus,  unter  welcher  die  zu  einander 
senkrechten  Strahlen  g,  h mit  einem  Paar  Haupttragheitsachsen  von  ^ 
zusammenfallen. 


Pig  b. 


C.  Für  einen  beliebigen  Strahl  x,  der  durch  den  Schnittpunkt  P 
zweier  zu  einander  senkrechten  Strahlen  h hindurch  geht,  gelten  nach 
Fig.  5 die  Beziehungen: 

Qsx  = Qsh  sin  ^ + Qsg  cos  I, 

Qsx'  — PsA'sin^-f  psy'COs^. 

Folglich  wird  aus: 

J/xx(g)  = [a>+pL-pL'15 

3fr, (g)  = [q*  + (p5Asin|  + ps^cosl)*  — (p5A’Sin|  -f  psj,-cos|)>]g 
oder: 

3fxx(g) 

= l(a'-'+  Q%g—  )C0S*H-  (qH  pl  A—  pL  +(pSA  pfiTy—  P5A 'P^y Osi»  2 |Jg. 

Die  Faktoren  von  cos*  sin*  | und  sin2§  sind  ^3fyj,(g), 
^3fAA(5)  o®ch  (a)  ^-3fj,*(g),  es  ergiebt  sich  also: 

(y)  3f„(g)  = M,,(<S)cosn  + 3fAA(g)sin*|  -f  3f,A(S)sin25. 


>1 
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Ist  insbesondere  g,  h ein  Paar  Hauptträgheitsachsen,  so  ist  nach 
iß)  gleich  Null  und  folglich: 

= K„(g)co8»i  + jjf**(g)8m=|. 

Diese  Gleichung  geht,  wenn: 

und  = 

gesetzt  wird,  in: 

jS  _ g2  (,Qg3  I -j-  ^2  sin*  I 

über.  Sie  stellt,  wenn  unter  2^  und  2g  die  Haupt-  und  Nebensehne 
einer  Ellipse  mit  der  Hauptachse  g und  der  Nebenachse  h verstanden 
wird,  bekanntlich  das  Quadrat  des  halben  Abstandes  j der  beiden  zu  x 
parallelen  Tangenten  von  sr*  dar.  Aus  ihr  folgt  demnach  für  einen 
sich  um  P drehenden  Strahl  x von  e ebenfalls  die  in  6,  gefundene 
Trägheitsellipse  des  Punktes  P. 

Dem  in  P auf  x senkrechten  Strahle  y entspricht  als  Trägheits- 
moment Afyy(f5)  nach  (y)  der  Ausdruck: 

(d)  Afyy(g)  = Afyy(g)sin^|  -f  ~ Afy * (g)  siu  2 1. 

Ferner  kommt  den  in  P zu  einander  senkrechten  Strahlen  x,  y 
nach  (a)  das  Zentrifugalmoment: 

— Qsx'Qsv']^ 

zu.  Es  läfst  sich  auf  gleiche  Weise,  wie  in  die  Gestalt: 

(S)  Af,y(g)  = - Jfyy(g>]  SiU  2|  + A/y,(g)  COS  2| 

überführen. 

10.  Gleichwertig  in  Bezug  auf  ihre  Trägheitsmomente  sind  zwei 
Flächenstücke  g,  g'  eines  ebenen  Feldes  s,  denen  in  Bezug  auf  seine 
Strahlen  je  gleiche  Trägheitsmomente  zukommen.  Nach  7.  entspricht 
zwei  solchen  Flächenstücken  g,  g'  die  gleiche  Schar  konfokaler  Kegel- 
schnitte, bezüglich  deren  Tangenten  t die  Trägheitsmomente 
und  '■'■il/,<(g')  je  den  gleichen  Wert  haben.  Zu  dieser  Schar  gehören 
die  g und  g'  bezw.  zugewiesenen  polaren  Felder  P und  F',  g und  %’ 
haben  demnach  gemeinsame  Hauptträgheitsachsen  und  gemeinsamen 
Schwerpunkt  S.  Ist  der  parallel  zur  Richtstrecke  r gemessene 
Abstand  zweier  Parallelen  g',  g des  ebenen  Feldes  s,  von  denen  die 
eine  — etwa  g'  — durch  den  Schwerpunkt  S geht,  so  gelten  die  Be- 
ziehungen: 

'•'•^»^,,(5)  +p5',5. 

= '-M.yAW)  + 
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Nach  der  Voraussetzung  ist  aber: 

und: 

folglich  wird: 


- 5')  = 0 


oder: 


5-r- 


Hiernach  sind  den  zusammenfallenden  Achsen  der  polaren  Felder  F*  und 
F'*  in  Bezug  auf  S bezw.  gleich  grofse  Trägheitshalbmesser  konjugiert. 
Beiden  Achsen  kommen  also  in  beiden  polaren  Feldern  die  nämlichen 
Punktinvolutionen  zu,  F*  kann  folglich  nur  mit  F'*  identisch  sein. 
Kurz:  zwei  in  Bezug  auf  ihre  Trägheitsmomente  gleichwertige  Flächen- 
stücke sind  gleich  grofs  und  bestimmen  ein  imd  dasselbe  polare  Feld  F*. 

Das  zu  einem  Flächenstücke  ^ gehörige  polare  Feld  F*  ist  durch 
einen  Mittelpunkt  S und  durch  ein  Poldreieck  PjPjP,  eindeutig  fest- 
gelegt. In  seinen  Eckpunkten  P^,  P,,  P^  lassen  sich  nun  bezw.  drei 
Flächenstücke  derart  konzentrieren,  dafs  sie  die  Gesamt- 

fläche 5 und  den  Schwerpunkt  S haben.  Das  mit  diesem  Flächen- 
systeme verbundene  polare  Feld  F'*  hat  ebenfaUs  PjPjPg  zum  Pol- 
dreieck und  S zum  Mittelpunkte;  folglich  fällt  es  mit  dem  von  ^ 
zusammen,  oder  das  Flächenstück  % und  die  bezw.  in  P^,  -P.,  F,  kon- 
zentrierten Flächenstücke  gi;  bezüglich  ihrer  Trägheits- 

momente gleichwertig.  Es  lassen  sich  also  in  den  Eckpunkten  jedes 
Poldreiecks  PjP,Pj  von  F^  bezw.  drei  Flächenstücke  Sj,  Ss  derart 
konzentrieren,  dafs  sie  % bezüglich  seiner  Trägheitsmomente  ersetzen. 

Halensee -Berlin,  16.  Juli  1901. 
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Historisclie  und  kritische  Bemerkungeii  über  den  Begriff 
der  ähnlichen  und  ähnlich  liegenden  Kegelschnitte. 

Von  Richard  Müller  in  Berlin. 

Die  Absicht  dieser  Zeilen  ist,  auf  die  seltsame  Unsicherheit  hin- 
zuweisen, welche  bei  der  Behandlung  der  ähnlichen  und  ähnlich  gelegenen 
Kegelschnitte  in  einigen  der  verbreitetsten  Lehrbücher  zur  Erscheinung 
kommt. 

Der  natürliche  Ausgangspunkt  für  diesen  Begriff  liegt  in  der 
Elementargeometrie  des  Ahnlichkeitspunktes  zweier  Polygone;  daher 
sind  allgemein  zwei  krumme  Linien  ähnlich  und  ähnlich  liegend,  wenn 
in  ihnen  durch  die  von  einem  gewissen  Punkte,  dem  Ahnlichkeitspunkte, 
ausgehenden  Strahlen  homologe  parallele  Sehnen  projiziert  werden. 
Daraus  ergiebt  sich  im  besonderen  für  zwei  ähnliche  und  ähnlich  ge- 
legene Kegdschnitte,  dafs  irgend  zwei  konjugierte  Durchmesser  des  einen 
den  entsprechenden  konjugierten  Durchmessern  des  andern  parallel  sein 
müssen,  oder  mit  andern  Worten,  dafs  diese  Kegelschnitte  auf  der  un- 
endlich fernen  Geraden  dieselbe  Involution  bestimmen. 

Dieser  Satz  darf  aber  nicht  umgekehrt  werden,  wie  wir  schon 
bei  Poncelet  lesen  können,  Traitd  des  proprietes  projectives  (Paris 
1822,  Art.  91):  „il  est  evident,  en  effet,  que,  pour  que  des  hyperboles 
aient  une  secante  commune  ä rinfini,  il  suffit  que  leurs  asymptotes 
soient  paralleles;  or  elles  ne  seront  nuUement  semblables,  si  elles  se 
trouvent  comprises  dans  des  angles  d’asymptotes  differens.“ 

Sonderbarer  Weise  wird  etwa  50  Jahre  später  mehrfach  das 
Gegenteil  gelehrt.  Z.  B.  heifst  es  in  dem  für  die  französischen  Schulen 
mafsgebenden  Traite  de  geometrie  elementaire  von  Rouche  und  de 
Comberousse  (3.  Aufl.,  Paris  1873,  II.  Nr.  1170,  und  zwar  in 
wörtlicher  Anlehnung  an  Chasles,  Traite  des  sections  coniques,  Paris 
1865,  I.  Nr.  374):  „Reciproquement,  lorsque  la  droite  de  rinfini  est 
une  corde  commune  ä dem  coniques,  ces  courbes  sont  homoth^ 
tiques.“  Der  angefügte  Beweis  enthält  eine  Lücke,  weil  er  die  von 
den  Verfassern  (in  Nr.  1168)  direkt  ausgesprochene  Forderung  der 
gleichzeitigen  Realität  homologer  Punkte  der  ähnlichen  Kurven  un- 
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berücksichtigt  läfst.  Noch  auffälliger  erscheint  es,  wenn  in  den  von 
H.  Schröter  herausgegebenen  Steinerschen  Vorlesungen:  „Die  Theorie 
der  Kegelschnitte,  gestützt  auf  projektivische  Eigenschaften"  (2.  Aufl., 
Leipzig  1876,  § 43  Schlufs)  unter  Verzicht  auf  jede  geometrische 
Begründung  in  Parenthese  gesagt  wird:  „Zwei  Kegelschnitte  heifsen 
nämlich  ähnlich  und  ähnlich  liegend,  wenn  ihnen  dasselbe  Punktsystem 
auf  der  unendlich  entfernten  Geraden  G»  zugehört,  d.  h.  ö®  eine 
reelle  oder  ideelle  gemeinschaftliche  Sekante  derselben  ist."  Dem  gleichen 
Gedanken  begegnen  wir  endlich  auch  bei  Salmon-Fiedler,  Analytische 
Geometrie  der  Kegelschnitte  (4.  Aufl.,  Leipzig  1878,  Art.  242):  „Zwei 
Kegelschnitte  sind  demnach  ähnlich  und  ähnlich  gelegen,  wenn  die 
Koeffizienten  der  höchsten  Potenzen  der  Veränderlichen  in  beiden  über- 
einstimmen, oder  nur  durch  einen  konstanten  Faktor  verschieden 
sind.“  Zum  Beweise  wird  für  zwei  parallele  Halbmesser  r und  r'  das 
Verhältnis  r* : r'*  gebildet,  jedoch  über  das  Vorzeichen  dieses  Bruches 
nichts  gesagt.  Dem  rein  analytisch  denkenden  Mathematiker  mag  es  ja 
vielleicht  unbedenklich  erscheinen,  die  reelle  und  die  imaginäre  Ellipse: 

I = 1 und  j y^ ! = — 1 

ähnlich  und  ähnlich  gelegen  zu  nennen,  weil  ihre  Axenlängen  den  Propor- 
tionalitätsfaktor i zeigen;  aber  die  alsdann  konsequente  Anwendung 
auf  die  beiden  konjugierten  Hyperbeln; 

— y^  jh^  = 1 und  x^  j — y-  / b“  — — 1 

dürfte  doch  der  geometrischen  Anschauung  zu  sehr  widerstreben,  weil 
diese  immer  die  Ähnlichkeit  in  den  sichtbaren  Zweigen  verlangen  würde. 

Die  genannten  Lehrbücher  sind  inzwischen  (zum  Teil  wiederholt) 
neu  aufgelegt  worden.  Das  französische  Werk  enthält  die  beanstandete 
Stelle  noch  jetzt  unverändert  (7.  Aufl.,  Paris  1900,  Art.  1180);  die 
deutschen  Autoren  aber  sind  kritischer  gewesen.  Herr  Fiedler  hat 
sich  der  Mitwirkung  seines  Sohnes  versichert,  der  nach  der  Vorrede 
besonders  das  Imaginäre  systematischer  behandelt  hat;  daher  wurde 
auch  der  fragliche  Art.  242  (6.  Aufl.,  Leipzig  1898)  völlig  verändert; 
durch  den  Zusatz:  „Man  pflegt  in  der  Regel  nur  den  Fall  eines  reellen 
Proportionalitätsfaktors  r :r'  in  Betracht  zu  ziehen"  ist  eine  An- 
näherung an  die  von  Poncelet  vertretene  Auffassung  vollzogen.  Die 
darauf  folgenden  beiden  Absätze  enthalten  eine  scharfe  Darstellung  der 
Frage.  Auch  die  Steinerschen  Vorlesungen  haben  nach  Schröters 
Tode  in  Herrn  R.  Sturm  einen  neuen  Herausgeber  gefunden,  dem  der 
Mangel  der  fniheren  Darstellung  nicht  entgangen  ist;  in  dem  völlig 
umgearbeiteten  § 43  (3.  Aufl.,  Leipzig  1898)  wird  nun  entsprechend  den 
beiden  Fällen  des  reellen  und  imaginären  Proportionalitätsfaktors 
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Ähnlichkeit  der  Kegelschnitte  im  engeren  und  weiteren  Sinne  unter- 
schieden, und  dazu  bemerkt:  „Mau  macht  diese  eigentlich  nicht 
erlaubte  Erweiterung,  um  manche  Sätze  bequemer  aussprechen  zu 
können"  (S,  254).^) 

Gewifs  ist  eine  Ausdehnung  eines  ursprünglich  engeren  mathe- 
matischen Begriffes  oft  von  höchstem  Nutzen  (man  denke  z.  B.  an  den 
Potenzhegriff  oder  an  den  sogenannten  unendlich  fernen  Schnittpunkt 
zweier  Parallelen),  aber  über  die  Zulässigkeit  einer  solchen  Erweiterung 
entscheidet  nicht  blofs  die  Anzahl  und  Wichtigkeit  der  dadurch  ein- 
heitlich zusammengefafsten  Sätze,  sondern  vor  allem  die  widerspruchslose 
Einfügung  in  den  Rahmen  derjenigen  Gesetze,  welche  den  engeren 
Begriff  beherrschen.  Herr  Reye.hat  in  seinem  Lehrbuche  (Geometrie 
der  Lage,  I,  4.  Aufl.,  1899,  S.  197)  die  von  Herrn  Sturm  vorgeschlagene 
Begriffserweiterung  nicht  angenommen;  er  bleibt  dabei,  dafs  Hyperbeln 
mit  derselben  Durchmesser-Involution  nur  dann  ähnlich  sind,  „wenn  sie 
in  demselben  Asymptoten -Winkel  liegen".  Übrigens  hat  an  dieser 
Stelle  das  Wort  homothetisch  eine  andere  Bedeutung  als  bei  den 
französischen  Autoren,  wodurch  die  B^larheit  auf  diesem  Gebiete  aber- 
mals erschwert  wird. 

Berlin,  19.  Juni  1901. 

1)  lu  Anknüpfung  an  diese  Bemerkung  des  Herrn  Sturm  ist  es  vielleicht 
am  Platze,  auf  den  Satz  hinzuweisen:  Parallele  Ebenen  schneiden  eine  Fläche 
zweiter  Ordnung  in  ähnlichen  und  ähnlich  liegenden  Kegelschnitten.  Der  Satz 
verlangt,  dafs  man  den  Begriff  der  Ähnlichkeit  „im  weiteren  Sinne“  auffasse. 
Vielleicht  hat  gerade  die  „bequeme“  Fassung  dieses  viel  gebrauchten  Satzes  dazu 
mitgewirkt,  der  von  dem  Herrn  Verf.  der  vorliegenden  Note  mit  Recht  gerügten 
Ungenauigkeit  des  Ausdrucks  Bürgerrecht  in  dem  Sprachgebrauche  der  Mathe- 
matik zu  verschaffen.  Jedenfalls  sollte  aber  stets  auf  die  Erweiterung  des  Be- 
griffes der  Ähnlichkeit  in  ihm  aufmerksam  gemacht  werden;  so  sind  z.  B.  beim 
hyperbolischen  Paraboloid  x*  j a — y*  / b — 2z  die  zur  xy- Ebene  parallelen 
ebenen  Schnitte  nur  „im  weiteren  Sinne“  für  positive  und  negative  Abstände  von 
der  xy-Ebene  als  ähnlich  zu  bezeichnen.  Um  zwei  der  bekanntesten  Werke  an- 
zuführen, in  denen  ein  derartiger  Hinweis  fehlt,  nennen  wir  Hägens  Synopsis, 
Bd.  n,  S.  328  (1894)  und  Salmon-Fiedlers  Analytische  Geometrie  des  Raumes, 
6.  Aufl. , I.  Teil,  S.  94  (1898). 

0.  Hesse  dagegen  drückt  sich  in  seinen  „Vorlesungen  über  analytische 
Geometrie  des  Raumes  insbesondere  über  Oberflächen  zweiter  Ordnung“  (Leipzig. 
1861)  S.  334  so  aus:  ,J^arallelo  Ebenen  schneiden  eine  Oberfläche  zweiter  Ord- 
nung in  ähnlichen  und  ähnlich  liegenden  Kegelschnitten.  Wir  verstehen  nämlich 
unter  ähnlichen  Kegelschnitten  solche,  deren  Hauptachsen  dasselbe  Verhältnis 
haben,  und  unter  ähnlich  liegenden  Kegelschnitten  solche,  deren  Hauptachsen 
parallele  Richtung  haben.“  Doch  ist  der  Sinn  des  letzten  Satzes  in  Bezug  auf 
die  vorliegende  Frage  nicht  ganz  klar.  E.  Lampe. 
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Bibllotheca  Mathematioa.  Zeitschrift  für  Geschichte  der  mathematischen 
Wissenschaften.  Herausgegeben  von  Gustav  Eneström  in  Stockholm. 
3.  Folge.  2.  Band.  476  S.  Mit  dem  Bildnisse  von  E.  Beltrami  als 
Titelbild,  und  den  in  den  Text  gedruckten  Bildnissen  von  K.  Peterson 
und  0.  Schlömilch,  sowie  18  Textfiguren.  1901.  Preis  des  Bandes  M.  20. 

Es  ist  eine  nicht  wegzuleugnende  Thatsache,  dafs  vielen  Mathematikern 
der  Sinn  für  die  Geschichte  ihrer  Wissenschaft  abgeht,  und  dafs  es  so  ist, 
kann  man  auch  leicht  begreifen.  Wer  eigne  Ideen  hat  und  Neues  findet 
oder  zu  finden  glaubt,  der  kümmert  sich  höchstens  um  das,  was  seine  un- 
mittelbaren Vorgänger  geleistet  haben,  kommt  aber  nicht  dazu,  sich  mit  den 
Untersuchungen  aus  älteren  Zeiten  zu  beschäftigen,  von  denen  er  sich  doch 
keinen  unmittelbaren  Nutzen  für  seine  eigenen  Arbeiten  versprechen  kann. 
Es  gehört  in  der  That  für  den,  der  Neues  produzieren  kann,  eine  gewisse 
Aufopferung  dazu,  sich  in  den  Ideenkreis  einer  längst  entschwundenen  Zeit 
zurückzuversetzen  und  mathematischen  Entwickelungen  nachzugehen,  die 
vom  heutigen  Standpunkte  aus  vielfach  sehr  unvollkommen  erscheinen, 
wenn  sie  auch  vielleicht  die  Keime  ausgedehnter  Theorien  enthalten,  auf 
die  wir  jetzt  mit  Bewunderung  blicken. 

Niemand  wird  verlangen,  dafs  jeder  Mathematiker  sich  selbst  als 
Forscher  mit  der  Geschichte  der  Mathematik  beschäftige,  aber  es  sollte 
doch  wenigstens  keiner  sich  der  Erkenntnis  verschliefsen , dafs  die  Ge- 
schichte der  Mathematik  auch  wert  ist,  betrieben  zu  werden,  ja  dafs  sie 
betrieben  werden  mufs,  wenn  nicht  bei  der  eben  so  sehr  in  die  Breite  wie 
in  die  Tiefe  gehenden  Entwickelung  der  Mathematik  die  Übersicht  über 
das  Ganze  und  über  den  Einflufs  der  einzelnen  Gebiete  auf  einander  ganz 
verloren  gehen  soll.  Und  dann,  wie  riele  der  landläufigen  Angaben  über 
die  Urheber  der  einzelnen  Sätze  erweisen  sich  bei  genauerer  Betrachtung 
als  irrtümlich,  obgleich  sie  immer  ein  Lehrbuch  vom  andern  abschreibt. 
Sollten  nicht  gerade  die  Mathematiker,  von  denen  man  sagt,  sie  pflegten 
ihre  Behauptungen  auch  zu  beweisen,  mehr  als  andere  das  Bedürfnis  haben, 
auch  in  diesem  Punkte  nur  solche  Angaben  zu  machen,  auf  die  man  sich 
wirklich  verlassen  kann? 

Erfreulichenveise  ist  aber  doch  die  Erkenntnis  der  Wichtigkeit  histo- 
rischer Studien  auf  dem  Gebiete  der  Mathematik  heutzutage  schon  viel 
weiter  verbreitet  als  noch  vor  wenigen  Jahrzehnten.  Ein  deutlicher  Beweis 
dafür  sind  die  Jahresberichte  der  deutschen  Mathematikervereinigung  mit 
ihren  zum  Teil  ganz  hervorragenden  Referaten  über  die  Entwickelung  ein- 
zelner Gebiete,  dann  aber  auch  das  grofsartige  Unternehmen  der  „Encj- 
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klopädio  der  mathematischen  Wissenschaften“,  das  in  (xestalt  einer  Kodifi- 
kation des  gegenwärtigen  Standes  der  Mathematik  zugleich  in  gewissem 
Sinne  eine  Art  Geschichte  wenigstens  der  Mathematik  des  neunzehnten 
Jahrhunderts  bietet.  Unter  diesen  Umständen  braucht  eine  ausschlieCslich 
der  Geschichte  der  mathematischen  Wissenschaften  gewidmete  Zeitschrift, 
wie  wir  sie  seit  zwei  Jahren  in  der  Bibliotheca  Mathemaika  besitzen,  ihre 
Existenzberechtigung  nicht  erst  zu  beweisen,  sondern  erscheint  vielmehr  als 
eine  geradezu  unentbehrliche  Ergänzung  der  übrigen  mathematischen  Zeit- 
schriften, die  ihrer  ganzen  Anlage  nach  historischen  Arbeiten  nur  ausnahms- 
weise Aufnahme  gewähren  können. 

Allerdings  ist  ja  die  Bibliotheca  Mathematica  an  sich  beträchtlich 
älter  als  diese  zwei  Jahre,  aber  in  ihrer  früheren  Gestalt  könnt«  sie  wegen 
ihres  äufserst  beschränkten  Umfangs  und  wegen  ihrer  geringen  Verbreitung 
— gar  mancher  Mathematiker  wufste  kaum,  dafs  sie  vorhanden  war  — 
dem  bestehenden  Bedürhiis  nicht  genügen.  Die  Mathematiker  sind  daher 
der  Verlagsbuchhandlung  von  B.  G.  Teubner  entschieden  zum  grölsten 
Danke  verpflichtet,  dafs  sie  es  dem  Gründer  der  Bibliotheca  Mathematica, 
Herrn  Eneström,  ermöglicht  hat,  seine  Zeitschrift  so  zu  erweitern  und 
ihr  einen  solchen  Zuschnitt  zu  geben,  dafs  sie  wirklich  als  Zentralstelle  für 
Alles,  was  auf  dem  Gebiete  der  Geschichte  der  Mathematik  geleistet  wird, 
dienen  kann.  Möchte  sich  dieser  Dank  nun  auch  dmreh  die  That  beweisen, 
indem  recht  viele  Mathematiker  die  Bibliotheca  Mathematica  unterstützen, 
sowohl  durch  Beiträge  als  auch  namentlich  dadurch,  dafs  sie  zu  ihren 
Abonnenten  werden. 

Der  zweite  Band  der  Bibliotheca  Mathematica,  der  jetzt  nach  dem 
Erscheinen  des  vierten  Heftes  vollständig  vorliegt,  ist  ebenso  wie  der  erste 
durch  Reichhaltigkeit  und  Vielseitigkeit  des  Inhalts  ausgezeichnet  Von 
gröfseren  Aufsätzen  ist  vor  allen  Dingen  zu  nennen  die  ausführliche  Darstel- 
lung, die  Loria  dem  Leben  und  den  mathematischen  Leistimgen  Beltramis 
gewidmet  hat,  das  beigegebene  vortreff'liche  Bild  Beltramis  ist  ein  be- 
sonderer Schmuck  des  Bandes.  Einen  Nachruf  an  0.  Schlömilch  (mit 
Bildnis)  hat  M.  Cantor  beigesteuert  und  eine  Würdigung  der  Arbeiten 
des  viel  zu  wenig  beachteten,  russischen  Mathematikers  K.  Peterson 
(1828 — 81)  giebt  Stäckel,  ebenfalls  mit  einem  Bildnisse.  Sehr  dankens- 
wert ist  auch  ein  vom  Herausgeber  bearbeitetes  Verzeichnis  der  1881 — 1900 
verstorbenen  Mathematiker  mit  Angabe  der  über  sie  erschienenen  Nekrologe. 
Die  sonstigen  Aufsätze  alle  aufzuzählen,  geht  hier  nicht  an,  ich  nenne  daher 
nur  einige:  F.  Hultsch  giebt  neue  Beiträge  zur  ägyptischen  Teilungs- 
rechnung, F.  Schmidt  handelt  über  Physikalisches  imd  Technisches  bei 
Philon  von  Byzanz.  M.  Koppe  schildert  die  Näherungsmethoden,  die 
Huygens  zur  Kreis-  und  Logarithmenberechnung  benutzt  hat.  M.  Kutt» 
handelt  über  elliptische  und  andere  Integrale  bei  Wallis.  G.  Heinrich 
zeigt,  dafs  James  Gregory  in  seiner  „Vera  circuli  et  hyperbolae  qua- 
dratura“  (1668)  thatsächlich  schon  den  Versuch  gemacht  hat,  zu  beweisen, 
dafs  die  Quadratur  des  Kreises  nicht  durch  algebraische  Hilfsmittel  aus- 
führbar ist.  In  drei  Aufsätzen  von  v.  Braunmühl,  „Historische  Untere 
suchung  der  ersten  Arbeiten  über  Interpolation“,  „Zur  Geschichte  der  Ent- 
stehung dos  sogenannten  Moivreschen  Satzes“,  „Zur  Geschichte  der  Trigono- 
metrie im  18.  Jahrhundert“,  werden  verschiedene  der  landläufigen,  in  den 


Digitized  by  Google 


Rezensionen. 


347 


Lehrbüchern  immer  wiederkehrenden  Angaben  über  diese  Dinge  als  falsch 
nachgewiesen  und  berichtigt.  In  der  Abhandlung:  , Beiträge  zur  Geschichte 
der  Funktionentheorie  im  18.  Jahrhundert“,  zeigt  Stäckel,  dafs  auch  die 
hydrodynamischen  Untersuchungen  von  Clairaut,  d'Alembert,  Euler  und 
Lagrange  eine  ganze  Reihe  von  Gedanken  enthalten,  die  die  moderne 
Theorie  der  hhinktionen  einer  komplexen  Veränderlichen  vorbereitet  haben. 
Eine  nicht  unwichtige  praktische  Frage  erörtert  derselbe  in  dem  Aufsatze: 
„Wie  sollen  die  Titel  der  mathematischen  Zeitschriften  abgekürzt  werden?“ 
Jedes  Heft  enthält  eine  Rubrik:  „Kleine  Bemerkungen  zur  zweiten  Auflage 
von  Cantors  Vorlesungen  über  die  Geschichte  der  Mathematik“,  ein  Ver- 
zeichnis neu  erschienener  Schriften  und  eine  kurze  wissenschaftliche  Chronik. 
Auch  mehrere  interessante  Rezensionen  findet  man;  besonders  erwähnenswert 
ist  eine  vom  Herausgeber  über  die  neue  Auflage  der  dritten  Abteilung  des 
dritten  Bandes  der  C an tor sehen  Geschichte,  erwähnenswert  namentlich  des- 
halb, weil  darin  die  Kritik  mehr  zur  Geltung  kommt,  als  in  den  bisher 
erschienenen  Besprechungen.  Dafs  der  Herausgeber  durch  Beifügung  eines 
Autorenregisters,  eines  Sachregisters  und  eines  Namenregisters  das  Zurecht- 
finden auf  jede  nur  denkbare  Weise  erleichtert  und  die  Benutzbarkeit  des 
Bandes  nach  Möglichkeit  gesteigert  hat,  war  nicht  anders  zu  erwarten,  es 
mufs  aber  ausdrücklich  erwähnt  werden,  denn  es  wäre  nur  zu  wünschen, 
dafs  recht  viele  Herausgeber  von  Zeitschriften  und  auch  von  Büchern  sich 
daran  ein  Beispiel  nähmen. 

Möchten  diese  Zeilen  dazu  beitragen,  recht  viele  Mathematiker  auf  die 
Bibliotheca  Mathematica  aufmerksam  zu  machen,  und  möchten  dem  vor- 
liegenden Bande  noch  viele  andere  folgen.  An  Stoff  fehlt  es  ja  nicht. 

Leipzig,  im  Januar  1902.  F.  Engel. 


Vorreden  und  Einleitungen  su  klassischen  Werken  der  Mechanik: 
Galilei,  Newton,  D’Alembert,  Lagrange,  Kirchhoff,  Hertz, 
Helmholt z.  übersetzt  und  herausgegeben  von  Mitgliedern  der  Philo- 
sophischen Gesellschaft  an  der  Universität  Wien.  (II.  Band  der  Ver- 
öffentlichungen der  Philosophischen  Gesellschaft  an  der  Universität  zu 
Wien).  Leipzig  1899,  C.  E.  M.  Pfeiffer.  VII  + 258  S. 

Eine  Sammlung  von  Vorreden?  Diese  etwas  verwunderte  Frage  drängt 
sich  vermutlich  zuerst  auf  alle  Lippen,  wie  wir  sie  selbst  zu  stellen  uns 
nicht  enthalten  konnten.  Eine  Sammlung  von  Ansichtspostkarten  ersetzt 
keine  Reise,  eine  Sammlung  von  Speisefolgen  keine  Mahlzeit,  eine  Samm- 
lung von  Konzertzetteln  kein  Musikstück.  So  waren  unsere  ersten  Gedanken; 
aber  bald  ergänzten  sie  sich  dahin,  dafs,  wenn  eine  Sammlung  von  Ansichts- 
postkarten keine  Reise  ist,  sie  doch  die  Veranlassung  bieten  kann,  die 
Schritte  da  oder  dorthin  zu  richten.  Eine  Vorrede,  gedankenreich  und  in 
anmutender  Sprache  verfafst,  hat  nicht  selten  einem  neuen  Werke  Leser 
verschaflFt.  Um  wie  viel  mehr  mag  das  bei  schon  berühmten,  aber  darum 
doch  keineswegs  allgemein  bekannten  Werken  der  Fall  sein,  und  wenn  von 
denen,  welche  hier  erstmalig  die  Darstellungs weisen  der  grofsen  Förderer 
der  Mechanik  kennen  lernen,  einer  oder  der  andere  für  das  vollständige 
Studium  ihrer  Werke  gewonnen  wird,  so  liegt  darin  eine  Rechtfertigung 
der  Sammlung.  Neben  diesem  mehr  mittelbaren  Nutzen  bringt  die  Samm- 
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lung  aber  auch  unmittelbar  wertvolle  Kenntnisse  zum  Bewufstsein  des  Lesers. 
Steckt  doch  in  den  in  ihr  raitgeteilten  Vorreden  und  Einleitungen  eine  Fülle 
feiner  Bemerkungen,  teilweise  schon  weit  und  breit  bekannt  imd  fruchtbar 
geworden,  teilweise  vielleicht  noch  eines  Entdeckers  harrend,  der  den  wahren 
Sinn  ermittle.  Ging  es  doch  oft  genug  so,  dafs  unzählige  Leser  an  einem 
Satze  vorüber  eilten,  bis  Zufall  oder  ähnlich  geartete  Geistesrichtung  einen 
Leser  gerade  an  der  Stelle  verweilen  liefs,  sodafs  sie  in  ihm  ihren  Keim 
niederlegen  konnte.  Unter  allen  Umständen  ist  es  aber  lehrreicher,  einen 
Gedanken  unverfälscht  und  unverändert  kennen  zu  lernen,  wie  sein  Urheber 
ihn  aussprach,  als  in  absichtlicher  oder  unabsichtlicher  Umformung.  Darum 
haben  die  Herren  Herausgeber  sehr  richtig  gehandelt,  indem  sie  hinter  ihren 
Übersetzungen  auch  den  ursprünglichen  lateinischen  oder  französischen  Wort- 
laut zum  Abdruck  bringen  liefsen.  Als  Herausgeber  sind  genannt  die  Herren 
Zindler,  v.  Schmeidler,  v.  Sterneck,  Höfler. 

Heidelberg.  M.  Cantor. 


H.  Schubert.  MathematiBChe  Mufsestunden.  Eine  Sammlung  von  Ge- 
duldspielen, Kunststücken  und  Unterhaltungsaufgaben  mathematischer 
Natur.  Zweite,  stark  vermehrte  Auflage.  Leipzig  1900.  G.  J.  Göschen. 

Erster  Band;  Zahl-Probleme.  4 Mk. 

Zweiter  Band:  Anordnungs-  und  Wahrscheinlichkeitsprobleme.  4 Mk. 

Dritter  Band:  Reise-Probleme  und  geometrische  Probleme.  4 Mk. 

„Es  handelt  sich  hier  um  kein  streng  wissenschaftliches  Werk,  sondern 
um  ein  Buch,  in  dem  der  Verfasser  allerhand  Gedanken  über  Dinge  nieder- 
gelegt hat,  die  mit  der  Mathematik  in  Berührung  stehen  und  mit  denen 
sich  jeder  Gebildete  oft  und  gern  in  seinen  Mufsestunden  beschäftigt  Es 
sind  imgezwungene  kritisch-historische  Betrachtungen  und  unterhaltende 
Plaudereien  über  alle  möglichen  Probleme  und  Kunststücke,  die  in  einer 
auch  dem  Laien  leicht  fafslichen  Form  vorgeführt,  erklärt  und  ergänzt 
werden.“ 

Es  ist  ein  Werk,  wie  es  die  fVanzosen  in  den  Becr^tions  mathema- 
tiques  von  E.  Lucas  und  die  Engländer  in  den  Mathematical  Recreations  von 
R.  Ball  längst  besitzen.  Doch  ist  der  bei  weitem  gröfste  Teil  der  vor- 
liegenden Sammlung  aus  eignen  Studien  des  in  Schulkreisen  sowohl  wie  in 
der  wissenschaftlichen  Welt  rühmlichst  bekannten  Verfassers  hervorgegangen. 

Das  Werk  wird  übrigens  auch  mit  Vorteil  für  den  Unterricht  zu  ver- 
werten sein,  und  zwar  sowohl  für  das  algebraische  und  arithmetische  wie 
für  das  geometrische  Pensum.  Aus  dem  reichen  Inhalt  mögen  einige 
Probleme  hervorgehoben  werden,  welche  nach  dieser  Richtung  das  Interesse 
der  Schüler  zu  steigern  geeignet  sind. 

Erster  Band:  Erraten  gedachter  Zahlen.  Vorauswissen  erhaltener 

Resultate.  Über  sehr  grofse  Zahlen.  Neuner-Probe  imd  Neunerkunststück. 
Pythagoreische  und  heronische  Zahlen.  Arithmetische  Trugschlüsse. 

Zweiter  Band;  Die  Spaziergänge  der  Pensionatsdamen.  Aufgaben  der 
ei-schwerten  Überfahrt.  Anwendung  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  auf 
das  Skatspiel. 

Dritter  Band:  Gruppierung  von  Punkten,  so  dafs  immer  drei  von  ihnen 
in  gerader  Linie  liegen.  Der  goldene  Schnitt.  Teilxmg  des  Kreises.  Geo- 
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metrische  Trugschlüsse.  Die  Quadratur  des  Kreises.  Das  delische  Problem. 
Die  Trisektion  des  Winkels.  Die  vierte  Dimension. 

Ref.  schliefst  mit  dem  Wunsche,  dafs  das  interessante  und  anregende 
Werk  von  recht  vielen  Lehrern  und  Schülern  gelesen  werden,  insbesondere 
in  keiner  Schulbibliothek  fehlen  möge. 

Berlin.  E.  Jahnke. 


K.  Knhn.  Lelirbnoh  der  Elementar-Arithmetik.  I.  Teil.  Zweite  ver- 
besserte Auflage.  Hildburghausen,  1900.  0.  Petzoldt.  48  S. 

Das  Lehrbuch  handelt  in  dem  Rahmen  von  48  Seiten  von  den  vier 
Grundoperationen  und  den  linearen  Gleichungen  mit  mehreren  Unbekannten 
nebst  zahlreichen  Übungsaufgaben.  An  der  Darstellung  ist  die  knappe 
Ausdrucksweise  und  das  Fehlen  unnötigen  Ballastes  lobend  zu  erwähnen. 

Dem  Verfasser  ist  ein  Versehen  untergelaufen,  wenn  er  an  Stelle  des 
Ausdrucks  „mehrgliedrige  Gröfsen“  den  Ausdruck  „komplexe  Gröfsen“  anwendet. 
Berlin.  E.  Jahnke. 


K.  Schwering.  Stereometrie  für  höhere  Lehranstalten.  Zweite  Auf- 
lage. Freiburg  i.  B.,  1900.  Herder.  56  S.  M.  1,10. 

Das  Buch  ist  mustergiltig  für  den  stereometrischen  Unterricht.  Es 
zerfallt  in  zwei  Teile.  Im  ersten  giebt  der  Verfasser  einen  Lehrgang,  wie 
er  etwa  für  die  Unter-Sekunda  einer  Berliner  Realschule  geeignet  ist.  Der 
zweite  Teil  enthält  eine  breitere  Darstellung  des  gewöhnlichen  stereo- 
metrischen Pensums.  Hier  geht  der  Verfasser  in  einem  besonderen  Para- 
graphen auf  die  Schnitte  des  geraden  Kreiscylinders  und  des  geraden 
Kreiskegels  ein.  Ein  letzter  Paragraph  giebt  einige  Sätze  der  orthogonalen 
Projektion. 

Jeder  Paragraph  schliefst  mit  zahlreichen  Beispielen  und  Übungsaufgaben, 
die  der  Verfasser  der  „100  Aufgaben“  interessant  genug  auszuwählen  versteht. 

Berlin.  E.  Jahnke. 


K.  Schwering.  Trigonometrie  für  höhere  Lehransteüten.  Zweite  Auf- 
lage. Freiburg  i B.,  1900.  Herder.  53  S.  M.  1,10. 

Das  Buch  zerfällt  in  3 Lehrgänge.  „Den  amtlichen  Lehrvorschriften 
entsprechend  erfolgt  der  wissenschaftliche  Aufbau  der  Trigonometrie  erst  im 
dritten  und  letzten  Lehrgänge  des  vorliegenden  Buches.  Auf  den  beiden 
früheren  Stufen  werden  die  dem  Auge  des  Lernenden  am  meisten  auffallen- 
den Umrisse  des  Lehrgebäudes  nach  und  nach  sichtbar.“ 

Referent  ist  mit  dieser  Spaltung  nicht  einverstanden,  weil  sie  nach 
seiner  Meinung  in  das  trigonometrische  Pensum  Schwierigkeiten  hineinträgt, 
die  ihm  fremd  sind.  So  bringt  der  Verfasser  die  zweite  Definition  der 
trigonometrischen  Funktionen  am  Kreise  vom  Radius  Eins  erst  im  dritten 
Lehrgang  und  erschwert  sich  dadurch  die  Klarstellung  der  Thatsache,  dafs 
der  Sinus-  und  Cosinus-Satz  auch  für  stumpfwinklige  Dreiecke  gelten.  Aber 
auch  Unklarheiten  haften  der  Darstellung  des  Verfassers  an,  insofern  die 
Additionstheoreme  nur  für  spitze  Winkel  bewiesen,  aber  auch  für  stumpfe 
Winkel  angewendet  werden. 
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Im  einzelnen  bietet  das  Lehrbuch  eine  Fülle  des  Interessanten  und 
Brauchbaren,  insbesondere  was  die  Übungsaufgaben  anbetrifft,  weshalb  das 
Studium  des  Buches  den  Fachgenossen  nur  angelegentlichst  empfohlen 
werden  kann. 

Berlin.  E.  Jahnke. 

H.  Oanter  imd  F.  Rudio.  Die  analytische  Geometrie  der  Ebene. 

IV.  Auflage.  Leipzig  1900,  B.  G.  Teubner.  VIII,  180  S. 

Bei  der  Beliebtheit  des  in  der  Überschrift  genannten  Buches  dürfen  wir  uns 
mit  einigen  Daten  begnügen.  Im  35.  Bande  der  Zeitschrift  f.  Math.  u.  Phys. 
freuten  wir  uns  das  1888  erschienene  Werkchen  unseren  Lesern  empfehlen 
zu  können.  Febniar  1894  ist  die  Bezeichnung  der  Vorrede  zur  2.  Auflage, 
November  189G  die  der  Voirede  zur  3.  Auflage,  w'elche  in  einer  gröfseren 
Anzahl  von  Exemplaren  als  die  vorhergehenden  gedruckt  ^vurde.  Trotz- 
dem durften  die  Verfasser  schon  im  September  1899  die  Vorrede  zu  einer 
4.  Auflage  fertigstellen.  Das  der  neuen  Auflage  beigegebene  alphabetische 
Sachregister  wird  gewifs  den  meisten  Benutzern  sehr  willkommen  sein. 

Heidelberg,  M.  Cantoh, 


P.  L,  Tschebyscheff.  P.  L.  TBOhebyscheflf  und  seine  Wissenschaft* 
liehen  Leistungen  von  A.  Wassilief.  Die  Tschebysoheffschen 
Arbeiten  in  der  Theorie  der  Gelenkmechanismen  von  N.  Delaunay. 
Leipzig  1900,  B.  G.  Teubner.  70  S. 

In  dem  44.  Bande  der  Zeitschrift  f.  Math.  u.  Phys.,  Hist  Litter.  Abt  lg. 
S.  62  ist  ein  in  französischer  Sprache  verfafstes  Lebensbild  von  T scheib y- 
scheff  besprochen.  Ebendort  S.  101  — 111  findet  sich  eine  Darstellung 
der  Tschebyscheff  sehen  Arbeiten  über  Gelenkmechanismen.  Eine  deutsche 
Übersetzung  jenes  Lebensbildes,  der  Abdruck  jener  Abhandlung  sind  zu  einer 
kleinen  Schrift  vereinigt  worden,  welche  uns  heute  in  hübscher  Ausstattung 
vorliegt.  Auch  das  der  französischen  Ausgabe  angeheftete  Bildnis  Tscheby- 
scheffs  in  Heliogravüre  ist  der  deutschen  Bearbeitung  beigegeben. 

Heidelberg.  M.  Cantok. 


Adolf  Klas.  Die  Dreiteilung  und  Fünfteilung  des  Winkels  auf  dem 
Wege  der  elementaren  Geometrie  allein  mit  Lineal  und  Zirkel  gelöst 
und  dargelegt.  Wiesbaden  1900,  Hermann  Fergcr.  14  S.  9 Figuren- 
tafeln. 

Der  Verfasser  kennt  den  Beschlufs  der  Pariser  Akademie  der  Wissen- 
schaften von  1775,  Trisektionsversuche  ohne  weitere  Prüfung  zurückzuweisen. 
Nichtsdestoweniger  hat  er  seiner  Überzeugung  nach  die  Aufgabe  gelöst 
Wohlw’ollende  Freunde  scheint  er  auch  zu  besitzen,  welche  ihm  bedeuteten, 
ein  von  ihm  als  gleichschenklig  angenommenes  Dreieck  sei  thatsächlich 
nicht  gleichschenklig.  Dieser  besondere  Einwand  fruchtete  bei  Herrn  Klas 
nicht  mehr  als  der  allgemein  gehaltene  alte  Pariser  Beschlufs.  Wir  unter- 
lassen weitere  Bemühung  ihn  eines  Besseren  zu  belehren. 

Heidelberg.  M.  Cantob. 
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F,  Bohnert.  Ebene  und  sphärische  Trigonometrie.  VUI  -{-  160  Seiten 
mit  47  Textfigiiren.  Leipzig  1900,  Göschen. 

Im  vorliegenden  Bande  ÜI  der  „Sammlung  Schubert“  giebt  Herr 
Bohnert  in  Hamburg  möglichst  parallelgehende  Behandlungen  der  ebenen 
und  sphärischen  Trigonometrie  in  der  üblichen  Anordnung  imd  klarer, 
leicht  fafslicher  Darstellung,  Gegenüber  sonstigen  Lehrbüchern  der  Trigono- 
metrie, welche  in  der  Regel  direkt  als  Schulbücher  gelten,  tritt  hier  der 
Übungsstoff  etwas  zurück.  Der  Verfasser  hat  neben  die  ursprüngliche  Defi- 
nition der  trigonometrischen  Funktionen  im  Abschnitt  I auch  deren  Deutung 
durch  Kurven  auf  Grund  eines  rechtwinkligen  Koordinatensystems  gesetzt. 
Es  kann  zweifelhaft  sein,  ob  dies  pädagogisch  glücklich  ist.  Ausführlicheres 
über  Koordinatensysteme  wird  erst  später  (Abschnitt  lU)  erörtert.  Er- 
schwerend wirkt  auch  noch  die  Unabhängigkeit  der  Mafseinheiten  für  Ab- 
scissen-  und  Ordinatenachse,  Man  könnte  es  für  vorteilhafter  halten,  diese 
Betrachtung  erst  später  im  Verein  mit  der  Besprechung  des  Bogenmafses 
der  Winkel  (S.  142,  wo  übrigens  der  Druckfehler  stehen  geblieben  ist, 
dafs  der  Winkel  0®  0'  0"  in  Bogenmafs  gleich  0,000  005  sein  soll)  zu 
bringen.  Hier  wäre  es  dann  zugleich  leicht,  dieselbe  Mafseinheit  für  beide 
Achsen  zu  Gnmde  zu  legen,  die  Kurven  für  die  trigonometrischen  Funk- 
tionen würden  dabei  noch  etwas  bestimmter  und  deshalb  leichter  fafsbar 
herauskommen.  Für  den  allerersten  Anfang  aber  hätte  der  Leser  allein 
mit  der  Deutung  der  Funktionen  am  rechtwinkligen  Dreieck,  bez.  am  Kreise 
des  Radius  1 zu  arbeiten.  Immerhin  läfst  sich  über  solche  Fragen  streiten. 
Dagegen  glaube  ich,  dafs  eine  Bemerkung  zu  S.  108  keinen  Widerspruch 
finden  wird.  Die  Nepersche  Regel  wird  hier  unter  Zugrundelegung  eines 
regelmäfsigen  Fünfecks  in  äuiserlicher  Weise  gefafst.  Bei  Neper  selbst  und 
in  Gaufs’  „Pentagrarnraa  mirificum“  wird  auf  organischem  Wege  aus 
irgend  einem  ersten  rechtwinkligen  Dreieck  ein  sphärisches  Fünfeck  ge- 
wonnen, umgeben  von  fünf  rechtwinkligen  Dreiecken,  bei  denen  die  fünf 
Bestimmungsstücke  gerade  auf  alle  Arten  cyklisch  permutiert  erscheinen. 
In  dieser  Neperschen  Kon.struktion  liegt  der  Hauptreiz  der  Lehre  von  den 
rechtwinkligen  sphärischen  Dreiecken,  und  sie  wäre  dieserhalb  wirklich 
wert,  ihrer  Vergessenheit  entrissen  und  zum  eisernen  Bestand  der  sphärischen 
Trigonometrie  gemacht  zu  werden.  Natürlich  betrifft  diese  Bemerkung  in 
keiner  Weise  die  Brauchbarkeit  des  vorliegenden  Buches,  welches  sich 
namentlich  durch  grofse  Vollständigkeit  des  analytischen  Aufbaus  vorteilhaft 
auszeichnet. 

Braunschweig.  Fricke, 

Max  Simon.  Analytische  Geometrie  der  Ebene.  VII  -f-  372  Seiten 
mit  96  Textfiguren.  Leipzig  1900,  Göschen. 

Wenn  mit  dem  Bande  VTII  der  „Sammlung  Schubert“,  analytische 
Geometrie  der  Ebene,  auch  nicht  gerade  eine  Lücke  der  mathematischen 
Litteratur  ausgefüllt  wird,  so  wird  man  eine  Darstellung  der  analytischen 
Geometrie  aus  der  Feder  des  hochverehrten  Verfassers  doch  gerne  entgegen- 
nehmen, zumal  derselbe  in  der  Abfassung  von  Lehrbüchern  über  analytische 
Geometrie  nachgerade  die  nötige  Übung  besitzt.  Zur  Charakteristik  des 
Buches  diene  vor  allem  die  Angabe,  dafs  Herr  Simon  die  projektive  Be- 
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tmchtungsweise  stark  in  den  Vordergrund  rückt.  Dies  geht  so  weit,  dafs 
nach  Absolvierung  des  Kreises  sogleich  die  projektive  Behandlung  der  all- 
gemeinen Kurve  zweiten  Grades  als  Punkt-  und  als  Tangentengebilde 
gegeben  wird.  Daran  reiht  sich  die  projektive  Erzeugung  der  Kegelschnitte, 
die  Betrachtimg  der  Kegelschnittbüschel  und  Kegelschnittreihen,  und  erst 
nun  folgt  last,  not  least  die  spezielle  Behandlung  der  „eigentlichen“  Kegel- 
schnitte. Die  systematische  Behandlung  erstreckt  sich  in  der  Hauptsache 
nur  auf  Gerade  und  Kegelschnitte.  Von  höheren  Kurven  kommen,  abge- 
sehen von  einigen  wenigen  allgemeinen  Bemerkungen,  nur  einige  besonders 
wichtige  Typen  zur  Behandlung,  nUmlich  die  Cissoide,  die  Kardioide,  die 
Astroide,  die  dreispitzige  Hypocykloide,  die  Lemniskaten,  die  Spirale  des 
Archimedes  und  die  Cykloide.  Das  Buch  ist  aufs  reichste  mit  Übungs- 
aufgaben ausgestattet;  hierin  liegt  sogar  ein  Hauptwert  desselben. 

Braunschweig.  Fricke. 


Emil  Haentzschel.  über  die  versohiedenen  Grundlegungen  in  der 
Trigonometrie.  Wissenschaftliche  Beilage  zum  Jahresbericht  des 
Köllnischen  Gymnasiums  zu  Berlin.  Ostern  1900.  Mit  4 Figuren. 
31  S.  4®.  Berlin  1900,  B.  Gaertner’s  Verlagsbuchhandlung  (Hermann 
Heyfelder).  Programm  No.  58. 

In  der  Trigonometrie  werden  gewisse  Winkelfunktionen  spitzer  Winkel 
als  Quotienten  gewisser  Strecken  erklärt,  und  dann  mufs  man  später  den 
Übergang  zu  den  früher  der  Erklärung  nicht  unterworfenen  Winkelfunktionen 
nichtspitzer  Winkel  machen.  Irgendwo  ist  dazu  eine  Erweiterung  des  Be- 
griflfes  der  Winkelfunktion  vorzunehmen,  bei  welcher  die  sogenannte  Per- 
manenz der  formalen  Gesetze  gewahrt  bleibt.  An  welcher  Stelle  diese  Er- 
weiterung eintritt,  dürfte  an  und  für  sich  gleichgültig  sein.  Man  könnte 
z.  B.  die  für  spitze  Winkel  a,  jS,  a |3  bewiesenen  Formeln  für  sin  (a  -j-  ß) 
und  cos  ( « -f-  ß)  als  allgemeingültig  aussprechen  und  daraus  den  Wert  der 
Winkelfunktionen  nichtspitzer  Winkel  entnehmen.  Herr  Haentzschel  hat 
die  Erweiterung  an  eine  andere  Stelle  verlegt.  Er  zeigt  geometrisch,  dafs 
für  spitze  Winkel  a die  vier  Sätze  stattfinden: 

sm  a = 2 sin  - • cos  - , 

cos  a = 1 — 2 ^sin  , 

. sin « 

tg  a , 

tg  « • cotg  a = 1. 

Er  zeigt  aufserdem  wiederum  geometrisch,  dafs  in  dem  gleichen  Winkelbereiche 

sin  a*  -f-  cos  a*  = 1. 


Dadurch  nimmt  die  Gleichung  für  den  cos  u die  Gestalt  an : 

cosa  = 2 ^cos  0 — 1. 


Jetzt  werden  die  gewonnenen  Sätze  als  Definitionen  der  Winkelfunktionen  benutzt, 
und  mit  ihi-er  Hilfe  findet  man  die  Bedeutung  der  Funktionen  nichtspitzer  Winkel- 
Heidelberg.  M.  Caxtor. 
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Das  Stiftnngsfest  der  Kaiser  Wilhelm -Universität  Strafsburg  am 
L Mai  1900.  Strafsburg  1900.  Universitäts- Buchdruckerei  von  J.  H. 
Ed.  Heitz  (Heitz  & Mündel).  55  S. 

Eingeschlossen  zwischen  der  kurzen  Abschiedsrede  des  scheidenden 
Rektors,  Professor  Dr.  Th.  Ziegler,  und  einigen  Gedächnisworten  des  Pro- 
fessors Dr.  Windelband  auf  den  am  17.  Mär/  1900  bestatteten  Elwin 
Bruno  Christoffel  bietet  die  Programmschrift  eine  hochinteressante  Antritts- 
rede des  neuen  Rektors,  Professor  Dr.  Heinrich  Weber:  Über  die  Ent- 
wickelung unserer  mechanischen  Naturanschauung  im  19.  Jahrhundert.  Auf 
20  Druckseiten  hat  der  Redner  eine  fast  übergrofse  Fülle  von  Thatsachen 
und  von  Gedanken  zusammenzudrängen  gewuTst,  dem  Laien  einen  Einblick 
in  die  Aufgaben  der  heutigen  mathematischen  Physik  gestattend,  dem  Fach- 
manne geistvolle  Winke  bietend,  wohin  er  etwa  zu  streben  habe,  falls  die 
Beschaffenheit  seiner  Geisteskräfte  ihn  nach  philosophisch -mathematischen 
Bahnen  führt.  Aus  einem  Extrakte,  wie  Herr  Weber  ihn  bereitete,  durch 
nochmaliges  Ausziehen  des  Allerwesentlichsten  einen  Bericht  zu  fertigen, 
scheint  uns  unmöglich.  Wir  beschränken  uns  darauf,  xmseren  Lesern 
dringend  zu  empfehlen,  sich  mit  Webers  Rede  bekannt  zu  machen.  Eine 
schönere  Darstellung  der  geschichtlichen  Entwicklung,  welche  der  Satz  von 
der  Erhaltung  der  Energie  im  19.  Jahrhundert  durchgemacht  hat,  eine 
schärfere  Fassimg  der  von  Heinrich  Hertz  teils  neu  aufgeworfenen,  teils 
schon  beantworteten  Fragen,  eine  feinere  Würdigimg  der  Genügsamkeit 
welche  der  Aufgabe  der  Erklärung  von  Femwirkungen  sich  nachgrade  bei- 
gemengt hat,  wird  auf  dem  heutigen  Standpunkte  der  Wissenschaft  kaum 
gegeben  werden  können,  als  Herr  Weber  sie  in  formvollendeter  Sprache 
geschaffen  hat. 

Heidelberg.  M.  Cantor. 

M.  Schuster,  stereometrische  Aufgaben.  Ein  Lehr-  und  Übungsbuch 
zum  Gebrauch  beim  Unterricht  in  den  oberen  Klassen  höherer  Schulen. 
Mit  besonderer  Berücksichtigung  der  Methoden  der  darstellenden  Geo- 
metrie. Leipzig  und  Berlin,  B.  G.  Teubner  1901.  Fortführung  von 
des  Verfassers  früher  erschienenen  geometrischen  Aufgaben. 

Eine  neue  geometrische  Aufgabensammlung  bildet,  wenn  sie  wie  die 
vorliegende  sich  nicht  auf  ausgetretenen  Pfaden  bewegt,  sondern  neue 
Richtungen  einzuschlagen  strebt,  immer  ein  Ereignis  für  den  mathematischen 
Schulimterricht.  Gerade  für  diesen  sind  gute  Lehrbücher  ^ine  f^bsolute 
Notwendigkeit,  während  sie  andererseits  doch  nur  das  Material  liefern  können 
und  die  Auswahl  und  Verwertung  desselben  stets  dem  Lehrer  überlassen 
bleiben  mufs.  Geometrische  Begriffe  können  die  Schüler  nicht  aus  toten 
Buchstaben,  sondern  nur  aus  lebendiger,  klarer  Anschauung  gewinnen,  und 
diese  Anschauung  zu  wecken  und  auszubilden,  ist  eben  die  Aufgabe  des 
Lehrers.  Freilich  wird  er  gerade  hierin  bei  einer  grofsen  Anzahl  seiner 
Schüler  ein  unübersteigbares  Hindernis  finden.  So  lange  es  sich  um  endliche 
Körper  handelt,  die  sie  wirklich  vor  Augen  haben  oder  wenigstens  gehabt 
haben,  kann  ihr  Verständnis  folgen,  aber  das  ab.strakt  räumliche  Anschauungs- 
vermögen ist  ihnen  verschlossen,  bei  allem  Fleifs  imd  aller  Mühe  können 
sie  nicht  dazu  gelangen,  sich  Ebenen  und  gerade  Linien  an  und  für  sich. 
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in  ihrer  unbegrenzten  Ausdehnung  vorzustellen.  Wo  für  den  mathematisch 
begabten  Schüler  das  eigen'tliche  Interesse  erst  anföngt,  da  stirbt  es  für  die 
übrigen  völlig  ab.  Diese  brauchen  etwas  Handliches,  Greifbares,  das  Reich 
der  reinen  Formen  ist  ihnen  unzugänglich.  Es  ist  der  Gletscherwelt  des 
Hochgebirges  vergleichbar,  in  die  sich  nur  der  kühne  Bergsteiger  hinauf- 
wagt, während  sich  der  grofse  Haufe  unter  den  grünen  Wiesen  und  Wäldern 
wohlfühlt  und  die  Freude  an  der  starren,  strengen  Schönheit  jener  Höhen 
nicht  verstehen  kann.  Er  verlangt  einen  Platz,  auf  dem  etwas  wächst, 
eine  Beziehung  auf  das  reale,  praktische  Leben.  Eine  mathematische  Er- 
kenntnis ist  ihm  wertlos,  wenn  er  sie  nicht  in  die  Wirklichkeit  umsetzen 
kann.  So  findet  er  grofses  Interesse  an  der  Trigonometrie  und  gerade  an 
Fragen,  über  die  der  Mathematiker  rasch  hinweggleitet.  Es  wird  immer 
sein  Erstaunen  erregen,  wenn  er  erfährt,  wie  man  die  Höhe  eines  Berges 
bestimmt,  ohne  ihn  zu  besteigen,  oder  wie  man  die  Entfernung  zweier 
Orte  messen  kann,  die  jenseits  eines  unüberschreitbaren  Flusses  liegen,  n. 
a.  m.  Es  ist  eine  alte  Überlieferung,  die  jedermann  aus  dem  Schill  ersehen 
Epigramme  kennt,  dafs  Archimedes  wegen  seiner  technischen  Erfindungen 
allgemein  angestaunt  und  bewundert  wurde,  während  er  selbst  sie  gegenüber 
seinen  wissenschaftlichen  Arbeiten  für  wertlos  hielt.  „Wer  um  die  Göttin 
freit,  suche  in  ihr  nicht  das  Weib!“  Aber  wie  viele  wollen  denn  um  die 
Göttin  freien?  Es  kann  schliefslich  auch  kein  billig  denkender  Lehrer  er- 
warten, dafs  sich  aus  jedem  Schüler  ein  kleiner  Archimedes  machen  lasse. 
Es  mufs  vielmehr  seine  .\ufgabe  sein,  das  vorgeschriebene,  im  grofsen  und 
ganzen  nicht  zu  schwierige  und  umfangreiche  Pensmn  so  darzustellen  und 
einzuüben,  dafs  es  auch  von  dem  mathematisch  Unbegabten,  mit  blofser 
Hülfe  des  vielgerühmten  bon  sens,  bewältigt  werden  kann,  und  den  Schüler 
nicht  vor  Aufgaben  zu  setzen,  an  denen  er  sich  nutzlos  stundenlang  abraüht, 
weil  sie  seine  Kräfte  hoffnungslos  übersteigen. 

In  diesem  Sinne  ist  es  sehr  erfreulich,  dafs  die  vorliegende  Aufgaben- 
sammlimg  wirklich  die  Möglichkeit  bietet,  den  geometrischen  Unterricht  in 
einer  Weise  zu  gestalten,  die  aucli  den  schwächsten  Schülern  gerecht  wird, 
indem  sie  alle  Hülfsmittel,  die  sich  hierfür  darbieten,  das  Zeichnen  und 
Ausrechnen  von  Zahlbeispielen  auf  der  einen  Seite  und  andererseits  alle 
möglichen  praktischen,  sozusagen  materiellen  Anwendungen  energisch  heran- 
zieht. Die  Mehrzahl  der  Schüler  wird,  um  irgend  einen  Fall  herauszugreifen, 
eine  viel  lebendigere  Vorstellung  von  einem  Cylinder  bekommen,  wenn  sie 
ihn  sich  nach  und  nach  aus  den  verschiedensten  Materialien  hergestellt 
denkt,  einmal  als  hölzerne  Walze  (Aufg.  FV,  10  und  13a),  dann  als  einen 
Goldbarren  (IV,  11a),  eine  Münze  (llb),  weiter  als  cylindrisches  Hohlmals 
(8),  als  Cylinder  einer  Pumpe,  als  Röhre  (9)  u.  s.  w.  Ein  Eimer  ist 
immer  etwas  Anschaulicheres  als  ein  abgestumpfter  Kegel.  Den  Begriff  des 
Volumens  eines  Körpers  macht  man  sich  klarer,  wenn  ein  Hohlraum  von 
seiner  Gestalt  mit  irgend  einem  Stoffe  angefüllt  werden  soD,  wie  z.  B.  wenn 
die  Frage  lautet,  welche  Gasmenge  zur  Füllung  eines  kugelförmigen  Ballons 
von  gegebenem  Durchmesser  erforderlich  ist  (Aufg.  VI,  11a).  So  sind  auch 
die  in  grofser  Zahl  gegebenen  Aufgaben,  welche  das  Verhältnis  von  Ge- 
wicht und  Ausdehnung  betreffen,  also  mit  dem  spezifischen  Gewicht«  Zu- 
sammenhängen, von  grofsem  didaktischen  Werte.  Zu  den  ausgezeichnetsten 
mathematischen  Aufgaben  gehören  diejenigen,  bei  denen  es  sich  um  ein 
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Gröfstes  oder  Kleinstes  handelt.  Auch  hier  wird  man  eine  gute  Auswahl 
getroflfen  finden.  Es  ist  z.  B.  recht  hübsch  und  anschaulich,  wenn  ein  vor- 
gelegtes, viereckiges  Stück  Pappe  zu  einem  möglichst  grofsen,  offenen 
Kasten  zusammengebogen  w'erden  soll  ( IX,  86),  wenn  der  Kegel  von  gröfstera 
Volumen  bei  kleinster  Mantelfläche  als  Regenmesser  eingeführt  wird  (IX,  90) 
u.  s.  f. 

Es  liegt  in  Plan  und  Methode  des  Buches  begründet,  wenn  der  Ver- 
fasser mit  konkreten  Beispielen  beginnt.  Die  allgemeinen  Definitionen  und 
Lehrsätze  gehen  nicht  den  Aufgaben  vorauf,  sondern  sind,  nachdem  sie  an 
diesen  erst  entwickelt  worden,  in  besonderen  Abschnitten,  w'elche  die  Über- 
schrift „Zusaramenfas.sung“  tragen,  systematisch  zusammengestellt.  Diesem 
durchaus  auf  der  modellmäfsigen  Anschauung  und  der  zeichnerischen  Dar- 
stellung basierten  Verfahren  entspricht  es  auch,  wenn  z.  B.  die  Ebene  durch 
die  bekannte  Eigenschaft  eingefühi*t  wird,  dafs  sich  in  ihr  durch  jeden 
Punkt  unendlich  viele  gerade  Linien  ziehen  lassen.  Denn  den  Beweis,  den 
diese  Definition  erfordert,  dafs  es  solche  Flächen  überhaupt  giebt,  denkt 
sich  der  Verfasser  offenbar  induktiv  so  geführt,  dafs  sich  thatsächlich  die 
Schneide  eines  Lineals  auf  einer  ebenen  Fläche  nach  beliebiger  Richtung 
aiiflegen  und  nach  Willkür  verschieben  läCst.  Sonst  hätte  er  unbedingt  eine 
einwandfreie  Definition,  wie  die  als  6.  Lehrsatz  im  1.  Abschnitte  mitgeteilte, 
w'onach  die  Ebene  der  Ort  aller,  von  zw’ei  festen  Punkten  gleich  weit  ent- 
fernten Punkten  ist,  bevorzugt.  Indessen  ist  das  deduktive  Verfahren  keines- 
wegs aufgegeben.  Im  Gegenteil  wird  es  dem  Lehrer  an  der  Hand  des 
Buches  mühelos  gelingen,  Glied  für  Glied  zu  einer  lückenlosen  Kette  zu- 
samraenzufügen.  Einzelnes,  v\ne  das  Cavalie rische  Prinzip  und  seine  Not- 
wendigkeit zur  Herleitung  der  Volumenformel  für  die  Pyramide,  überhaupt 
die  Natur  der  Infinitesimalbetrachtung,  z.  B.  gelegentlich  der  gegen  Ende  ge- 
gebenen Guldinschen  Regel,  hätte  vielleicht  etwas  stärker  betont  werden 
können.  Neu  und  originell  ist  die  Zerlegung  des  Würfels  in  drei  kon- 
gruente vierseitige  Pyramiden  mit  quadratischer  Basis  an  Stelle  der  be- 
kannten Zerlegung  des  dreiseitigen  Prismas  in  drei  volumengleiche,  aber  nicht 
sämtlich  kongruente  Tetraeder.  Recht  nett  ist  die  Erläuterung  des  Reihen- 
begriflfes  durch  Reihen  von  stereometrischen  Körpern,  von  denen  jeder  aus  dem 
vorhergehenden  in  bestimmter  Weise  hervorgeht.  Praktisch  sind  die  Tabellen 
am  Schlafs  und  die  zum  Herausklappen  eingerichtete  Figurentafel.  Ob 
die  für  dieselbe  angewandte  Zentralprojektion  wirklich  den  Vorzug  gröfserer 
Deutlichkeit  besitzt,  darüber  liefse  sich  noch  streiten.  Einzelne  Ausdrücke, 
wie  Inkugel  und  Umkugel,  empfehlen  sich  durch  ihre  Kürze. 

Überhaupt  giebt  das  Buch  auf  sehr  beschränktem  Raume  sehr  viel, 
und  es  ist  wirklich,  wie  der  Verfasser  in  der  Vorrede  sagt,  nicht  blofs 
eine  Aufgabensammlung,  sondern  ein  richtiges  Lehrbuch,  das  sich  hoffentlich 
recht  bald  in  w'eiteren  Kreisen  einbürgern  wird.  So  wertvoll  jede  Ver- 
besserung auf  diesem  Gebiete  ist,  so  notwendig  ist  es  auch,  dafs  die  Herren 
Kollegen  sich  dieselbe  zu  Nutze  machen  und  das  Gute  dem  Besseren 
weichen  lassen. 

Strafsburg.  H.  E.  Timerüing. 
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1.  Aufgaben  nnd  Lehrsätze.  Lösungen. 

A.  Anfgraben  und  Lehrnätze. 

37,  Werden  durch  einen  festen  Punkt  (Q)  in  der  Ebene  einer  (all- 
gemeinen) Lemniscate  2 Geraden  gezogen,  welche  die  Kurve  beziehungs- 
weise in  den  Punkten  Pj,  Pg,  Pj,  P^  und  Pj,  Pg,  P3,  treffen,  so  ist 
QP^  ’ QP^  • QP^=  Qp^  • ^pg  • Qp^  • Qp^.  Dabei  sind  die  Strecken 
<?Ai  Qr,  etc.  von  gleichem  oder  ungleichem  Vorzeichen,  je  nachdem  sie 
von  Q aus  gleich  oder  ungleich  gerichtet  sind. 

Der  Satz  kann  ausgedehnt  werden  auf  jede  Kurve  2 nten  Grades, 
deren  Gleichung  f (x,  y)  = 0 in  rechtwinkligen  Koordinaten  xy  als  Glieder 
der  höchsten  2 nten  Ordnung  nur  den  Term  (r*  -j-  p*)"  enthält. 

Darmstadt,  den  7.  Mai  1901.  S.  Gundelfinoer. 


38.  Nach  der  Maskelyneschen  Regel  der  Trigonometrie  ist  für  kleine 
Bogen  X näherungsweise:  sin  ic  = r f/cös  rr.  Es  soll  mittels  des  Restgliedes 
der  Maclaurinschen  Reihe  gezeigt  werden,  dafs,  wenn  x ein  Bogen  der 
ersten  Quadranten  ist,  die  Ungleichungen  gelten: 

sin  X — ic  f/cos  X < (8  -}-  20  tg*  x -|-  1 6 tg*  x) , 

• • • x^ 

sin“  X — ar  cos  X < 77  • 

lo 

Königsberg  i.  Pr.  W.  Fr.  Meyer. 


39,  Es  bedeute  Z,x  den  i-mal  iterierten  natürlichen  Logarithmus 
von  X.  Man  bilde  die  unendliche  Reihe  mit  dem  allgemeinen  Gliede 

— \ , wo  die  Ux  = öx  (w)  beliebig  vorgegebene  zahlentheore- 

n H^n  ' . . • l.n  * 

tische  Funktionen  von  n sind,  die  für  lim  n = 00  — sei  es  von  unten,  sei 
es  von  oben  her  — gegen  den  Grenzwert  1 konvergieren.  Wann  konver- 
giert und  wann  divergiert  die  Reihe? 

Königsberg  i.  Pr. 


W.  Fr.  Meyer. 
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40.  Errichtet  man  in  jedem  Punkte  M einer  stetigen  und  rektifizier- 
baren Raumkurve  die  Normalebene  derselben  und  beschreibt  darin  von  M 
aus  einen  Kreis  mit  dem  festen  Radius  r,  wovon  ein  beliebiger  Punkt  mit 
tn  bezeichnet  sei,  so  erhält  man  eine  Fläche.  Damit  sie  einfach  sei,  ist 
notwendig  und  hinreichend,  dafs  der  Krümmungsradius  in  keinem  Punkte 
der  gegebenen  Kurve  verschwindet  und  r das  Minimum  desselben,  welches 
eine  positive  Zahl  sein  soll,  nicht  überschreitet.  Je  nachdem  die  Kurve 
geschlossen  ist  oder  nicht,  entsteht  ein  Ring  oder  ein  durch  zwei  auf  die- 
selbe senkrechte  Kreisflächen  und  eine  Mantelfläche  begrenzter  Schlauch. 
„Der  Inhalt  der  Oberfläche  des  Ringes  ttnd  der  der  Mantelfläche  des  Schlauches 
ist  das  Produkt  aus  2 rn  in  die  Länge  X der  LeitJeurve,  der  Inhalt  beider 
Körper  das  Produkt  aus  r^n  in  diese  Länge*' 

Innsbruck.  0.  Stolz. 


41.  Von  der  Spitze  0 einer  Kardioide  ziehe  man  den  Radius  OP  nach 
einem  beliebigen  Punkte  P derselben  und  beschreibe  über  OP  als  Durch- 
messer in  einer  zur  Ebene  der  Kurve  senkrechten  Ebene  den  Kreis. 
Welches  ist  die  Gleichung  der  krummen  Oberfläche,  die  durch  alle  so  kon- 
struierten Kreise  erzeugt  wird?  Welches  ist  das  Volumen  dieser  Oberfläche? 

Berlin.  E.  Lampe. 


B.  Losungen. 

Zu  19  (Bd.  I,  S.  371)  (Ed.  Janisch).  Krste  Lösung.  In  der  im  folgen- 
den Beweise  benutzten  Figur  liegt  s'  zwischen  AC  imd  .AB,  s"  aufserhalb; 
ferner  ist  AB'  < AB". 

Beweis:  Es  sei  BÄB"  = die  Mitten  von  BC  und  CA  seien  D 
und  B;  der  Schnittpunkt  der  durch  B[  und  Bi’  zu  s"  und  s'  gezogenen 
Parallelen  sei  P. 

Da  AB'  gleich  und  parallel  BB"  ist,  so  ist  ABi  = CB['  und  auch 
EB[  = BBi".  Nun  erhält  man  aus  Dreieck  AB' Bi  nach  dem  Sinnssatze 

. AB' • sin  AB'B,' 

1 J TI  I T>  ' * 

8in  ABiB 

Es  ist  aber:  ABiB'  = y;  sin  AB'Bi  = sin(ABiB'  -f-  B'ABi)  = 

sin  (y  -|-  a + 9 — 90®)  = cos  {ß  — g>);  A B'  = AB  sin  = 2 r sin  y sin  tp. 

Also:  ABi  = 2 r sin  9?  cos  (ß  — <p);  EBi  = EA  — ABi  ==  r sin/J  — 
— 2 r sin  9 cos  (|3  — 9)  = r fsin  |3  — (sin  ^ — sin  [|3  — 2 9])]  = r sin  (|3  — 2 9). 
Da  ^ Bi'PBi"  = 90»  und  EBi  = EBi\  so  ist  BP  = BB,' = r sin  (|3  - 2 9) 


1)  Umgekehrt  ist  die  Länge  der  erzeugenden  Kurve  gleich  dem  Quotienten 
des  in  Rede  stehenden  Körperinhaltes  durch  den  Querschnitt  r’7r,  braucht  also 
nicht  durch  den  Grenzwert  dieses  Quotienten  bei  lim  r = 0 erklärt  zu  werden, 
wie  es  in  der  That  geschehen  ist  (vgl.  Jahrbuch  über  die  Fortschritte  der  Mathe- 
matik 1892,  S.  649). 

Bemerkenswerte  Formeln  erhält  man  auch  noch,  wenn  man  den  Radius  des 
in  M auf  die  Leitkurve  senkrechten  Kreises  eine  Funktion  ihres  Bogens  ff  sein  läfst. 
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und  ^ PEB[  = 2 PB’^ B[  = 2 B' AB[  = 2 (a  + <p  - 90®).  Man  hat  nun 
im  Dreieck  PDE  nach  dem  Sinussatze 


iin  {D  EP I)PE)  PE 
sin  DPA’  ~ Ei) 


r sin  {ß  — 2 qp)  sin  (ß  — 2 qp) 


r sin  Y 


sin  Y 


oder: 


Bin  D EP  • cot  dpa;  + cos  DKP  = - “ ; 

sin  Y 


cot nPE 

sin  Y • 8in  DEP 


mithin: 

Es  ist  aber 

DEP  = AED  4-  PP^B[  = 180®  — a + 2 (a  + 9 — 90®)  = a + 2 9. 


Also: 


cot  DPE  = 


sin  (ß  — 2 <p)  — sin  y • cos  (a  -f*  2 qp) 


sin  7 • sin  (a  -j-  2 qp) 

Als  Zähler  dieses  Bruches  ergieht  sich  durch  Umformung 

sin  ß cos  2 qp  — cos  (3  sin  2 qp  — sin  y cos  a cos  2 qp  + sin  y sin  a sin  2 qp 
= (sin  ß — sin  y cos  a)  cos  2 qp  + (sin  y sin  a — cos  ß)  sin  2 qp  = 
= sin  a cos  y cos  2 qp  -|-  cos  a cos  y sin  2 qp  ==  cos  y sin  (cc  2 qp) . 

Es  ergieht  sich  demnach: 

cos  Y ein  («  -}-  2 qp) 


cot  DPE 


— coty;  DPE  = y. 


sin  Y sin  (a  -j-  2 qp) 

Hiernach  ist  der  Winkel  DPE  von  qp  unabhängig  und  hat  die  konstante 
Gröfse  y;  folglich  liegt  Punkt  P auf  dem  Kreise,  der  über  CD  als  Sehne 
ven  Peripherie  Winkel  y fafst,  d.  h.  auf  dem  Feuerhachschen  Kreise. 

Prenzlau.  W.  Stegemakn. 


Zu  19  (Bd.  I,  S.  371)  (Ed.  Janisch).  Zweite  Lösung.  Es  läfst  sich 
zeigen,  dafs  der  gefundene  Punkt  — er  sei  mit  0 bezeichnet  — der  Mittelpunkt 
einer  dem  Dreieck  ABC  umschriebenen  gleichseitigen  Hyperbel  ist,  deren 
Asymptoten  die  Linien  OB[^  OBi  sind.  Bezeichnen  wir  A mit  3,  B mit 
1,  C mit  2,  den  unendlich  fernen  Punkt  s'  mit  4*  und  den  unendlich 
fernen  Punkt  von  s"  mit  5«,  und  6*,  so  konstruieren  wir  nach  Pascal 
die  zu  s"  parallele  Asymptote  der  durch  die  Punkte  1,  2,  3,  4*,  5,  be- 
stimmten gleichseitigen  Hyperbel.  Wir  erhalten  als  Schnittpunkt  von 
12  und  4*5*  den  unendlich  fernen  Punkt  III*  von  DC,  als  Schnittpunkt 

von  34  und  6*1,  oder  also  von  s'  mit  dem  Lote  auf  s'  ans  2?,  den 
Punkt  B'  als  Punkt  II  und  die  Pascallinie  II  III*,  d.  i.  die  Parallele  durch 

B'  'in.  BC  trifit  die  23  {CA)  im  Punkte  I (Di),  durch  den  die  5*6*  idie 
zu  s"  parallele  Asymptote  unserer  Hyperbel)  geht. 

Prag.  Ed.  Janisch. 


2.  Anfragen  nnd  Antworten. 

Zu  3 (Bd.  I,  S.  343)  (W.  Veltmaun).  Es  konvergieren  zwar  die  Ge- 
raden MP  und  XA,  MQ  und  YD,  nicht  aber  die  Ebenen  XYAB  und 
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3fPQ.  Vielmehr  schneiden  sich  dieselben  in  der  zu  und  YB  gemein- 
samen Parallelen,  die  auch  zu  MP  und  31 Q parallel  ist.  üm  dies  einzusehen, 
fälle  man  das  Lot  MU  auf  XI'  und  lasse  den  Strahl  MP  uni  dasselbe 
rotieren.  Er  beschreibt  einen  Kegel,  des.sen  Mantellinien  alle  zur  Ebene  X YA  B 
parallel  sind.  Die  Ebene  MPQ  liegt  im  Innern  desselben,  mufs  daher  XY AB 
schneiden. 

In  der  Schwierigkeit,  sich  dies  vorzustellen,  liegt  das  aufserordentlich 
Frappante  an  Herrn  Veitmanns  Betrachtung.  Die  Fehler  derartiger  Schlüsse 
sind  trotzdem  sehr  leicht  aufzudecken,  wenn  man  das  projektivische  Bild 
des  nichtouklidischen  Raumes  im  Innern  einer  Kugel  betrachtet.  Die  den 
unendlich  fernen  Punkten  der  Geraden  XA^  MP  u.  s.  w.  entsprechenden 
Bildpunkte  c,  /",  g liegen  auf  der  Kugelfläche,  die  Ebenen  xayby  mpq  im 
Bilde  schneiden  sich  in  tf\  diese  Gerade  liegt  im  Innern  der  Kugel,  also 
schneiden  sich  in  Wirklichkeit  die  Ebenen  XAYB  und  MPQ  im  Endlichen. 

Charlottenburg.  G.  Hessenberg. 


3.  SprecKsaal  för  die  Encyklopädie  der  MatKematisclien  Wissenschaften. 

Zu  I B Ib:  Rationale  Funktionen  mehrerer  Veränderlichen. 

1.  S.  257,  Zeile  18  imd  17  von  unten  mufs  es  heifsen  und 

statt  ar-f^y-\ 

München.  A.  v.  Braunmühl. 


Zu  I B 2:  In variantentheorie. 

I,  S.  328,  Footnote  (38);  for  „de  Presle,  Par.  Soc.  math.  Bull.  15  (1857)^’ 
read  „de  Presle,  Par.  Soc.  math.  Bull.  15  (1887)". 

Same  footnote;  for  „Hensel,  J.  f.  Math.  113  (1894)  p.  113“  read 
„Hensol,  J.  f.  Math.  113  (1894)  p.  303", 

1.  S.  328,  Footnote  (41).  In  the  reference  to  Kronecker's  papers  in  the 
Berlin  Academy  Berichte,  delete  the  date  1891. 

1.  S.  329,  Footnote  (42);  for  „Hermite,  J.  f.  Math.  83  (1877)”  read 
„Hermite,  J.  f.  Math.  78  (1874)". 

I,  S.  329,  Footnote  (43);  for  „Gayley,  Phil.  Mag.  96,  (18,53)"  read  „Cayley, 
Phil.  Mag.  (4)  6,  (1853)”. 

I.  S.  329,  Footnote  (49).  The  reference  to  Brioschi,  Annali  di  Mat.  1, 
seems  erroneous;  there  is  a paper  by  this  author  Giornale  di  Mat.  1 
(1866)  p.  26. 

I.  S.  331,  Footnote  (56).  Kneser's  work  is  really  covered  by  Weierstrass’s 
1858  paper;  for  Kneser  finds  an  orthogonal  Substitution  to  reduce  a 
quadratic  form,  and  this  is  equivalent  to  reducing  a family  of  quadratic 
forms  of  which  one  is  definite,  as  done  by  Weierstrass. 

I.  S.  333,  Footnote  (68),  for  „Frobenius,  J.  f.  Math.  85"  read  „Frobenius, 
J.  f.  Math.  84". 

Cambridge  (England). 


T.  J.  I’a.  Bromwich. 
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Zu  I B 3a:  Separation  und  Approximation  der  Wurzeln. 

I.  Zu  Nr.  4.  Es  wäre  wünschenswert,  wenn  hier  die  Litteratur  über  die 
Beweise  von  Descartes’  Zeichenregel  zusammengestellt  wäre.  Ferner 
sollte  der  Satz  von  Rolle  angeführt  sein.  Bei  Nr.  10  ist  die  Arbeit 
zu  Newtons  Methode  von  S.  Spitzer,  Wien  1851,  unerwähnt  geblieben. 
Bei  Nr.  14,  wo  die  Gr  äffe  sehe  Methode  auseinandergesetzt  wird,  dürfte 
sich  ein  Hinweis  auf  die  in  der  bekannten  „Sammlung  von  Beispielen 
zur  Arithmetik  und  Algebra“  von  E.  Heis  (50.  Aufl.  S.  359 — 364)  mit 
dieser  Methode  vollständig  durchgerechneten  Beispiele  als  nützlich  er- 
weisen. Ferner  ist  das  von  demselben  Heis  herstammende  Verfahren 
der  Gleichungsauflösung  mittelst  „Teilbruchreihen“  nicht  envähnt  (ebenda 
S.  358 — 59).  Zu  Anmerk.  41  auf  S.  446,  woselbst  die  Auflösung  der 
trinomischen  Gleichungen  erwähnt  wird,  ist  noch  zu  bemerken:  Stern, 
Theorie  der  Kettenbrüche,  Berlin  1834;  S.  Günther,  Bericht  über  die 
34.  Versammlung  deutscher  Philologen  und  Schulmänner  zu  Trier  l88o 
S.  190;  K.  E.  Hoffmann,  Archiv  der  Math.  u.  Ph.  66,  1881,  S.  33; 
Netto,  Mathem.  Annalen  29,  1887,  S.  141  und  148  und  Isenkrahe, 
ebenda  31,  1888,  S.  309. 

München.  A.  v.  Brauxmühl. 


Zu  I D 3:  Interpolation. 

I.  S.  817,  Note  27.  Statt  Bord.  Mem.  11  lies  Prag  Archiv  1. 

Zürich.  H.  Burkhakdt. 


Zn  I D 3:  Interpolation  und  I E:  Differenzenrechnung. 

I.  S.  800  und  S.  918.  Die  Litteratur  ist  zu  ergänzen  durch: 

Herbert  L.  Rice,  the  theory  and  practice  of  interpolation,  including 
mechanical  quadrature  and  other  important  problems  concemed  with  the 
tabular  values  of  functions.  Lynn,  Mass.,  1899. 

Zürich.  H.  BrRKHABDT. 


Zu  n A 3:  Bestimmte  Integrale. 

II.  S.  158.  In  der  semikonvergenten  Entwicklung  von  Q{a)  mufs  der 
Faktor  vor  der  Klammer  e“*"  statt  logoi  heifsen. 

Innsbruck.  W.  Wirtlsoeb. 


Aus  Anlafs  eines  Nekrologes  auf  Schlömilch,  der  sich  im  letzten 
Bande  der  Berichte  der  Königl.  Sächs.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu 
Leipzig  befindet,  bin  ich  zu  einigen  Bemerkungen  in  Bezug  auf  das  Referat 
von  Herrn  Brunei  über  bestimmte  Integrale  gekommen,  von  denen  ich 
mir  erlaube,  die  folgenden  auf  die  Schlömilch  sehen  Arbeiten  bezüglicbeo 
hier  mitzuteilen. 

(l)  Bei  Aufzählung  der  allgemeinen  Lehrbücher  pag.  134  fehlt  der 
zweite  Band  des  Kompendiums  der  höheren  Analysis,  auf  welchen  in  den 
einzelnen  Noten  mehrfach  hingewiesen  w'ird,  so  Seite  158,  167  etc.  Be-i 


Digitized  by  Google 


YermiBchte  Mitteilungeu. 


361 


den  Hinweisen  fehlt  die  Angabe  der  Ausgabe.  Es  dilrfte  als  wünschens- 
wert erscheinen,  dafs  hierbei  eine  Übereinstimmung  mit  Herrn  Vofs  herbei- 
geführt wird.  Letzterer  zitiert  die  vierte  Auflage,  Herr  Brunei  thatsäch- 
lich  eine  andere. 

(2)  Bei  der  Aufzälilung  der  Monographien  pag.  136  fehlt  die  Mono- 
graphie von  Schlömilch:  Analytische  Studien.  Erste  Abteilung.  Leipzig 
1848,  auf  welche  in  dem  Referat  mehrfach  ohne  Angabe  des  genauen  Titels 
hingewiesen  wird,  so  pag.  163,  164  etc. 

(3)  Die  Bemerkung  pag.  158;  „0.  Schlömilch  nennt  P(o)  'unvoll- 
ständige Gammafunktion’  und  giebt  für  sie  eine  für  kleine  Werte  von  oi 
brauchbare  Entwickelung“  ist  in  ihrem  letzten  Teile  inkorrekt.  Schlö- 
milch giebt  zwar  zimschst  mit  ganz  kurzen  Worten  eine  dwartige  Ent- 
wickelung — dieselbe,  die  sich  kurz  vor  dem  zitierten  Satze  in  dem 
Brune  Ischen  Referat  findet  und  schon  vor  Schlömilch  bekannt  war,  — 
bemerkt  dann  aber,  dafs  diese  Formel  für  einigermafsen  grofse  x unbequem 
wird  und  leitet  in  ausführlicher  Weise  eine  andere  Reihe  ab,  die  für  grofse 
Werte  von  x gilt.  Hocevar  bemerkt  diesen  Umstand  in  der  von  Herrn 
Brunei  zitierten  Arbeit  ganz  ausdrücklich. 

(4)  In  der  Note  58,  pag.  163  mufs  es  heifsen  Studien  1 § 6 statt 
Studien  1 p.  6. 

(5)  In  der  Note  61,  pag.  164  mufs  es  heifsen  Studien  1 p.  49  statt 
Studien  1 p.  4. 

(6)  Die  Note  66,  pag.  65  giebt  zu  zwei  Bemerkungen  Anlafs.  Die 
zitierte  Arbeit  von  Schlömilch  stammt  aus  dem  Jahre  1848,  aus  dem- 
selben Jahre,  in  welches  nach  Herrn  Brunei  die  Arbeit  von  New  man 
fällt.  Unter  solchen  Umständen  dürfte  der  Ausdruck  „wiederfinden“,  der 
bei  Schlömilch  gebraucht  wird,  besser  durch  einen  anderen  zu  er- 
setzen sein. 

Die  Bemerkung  „die  von  Schlömilch  von  der  G aufs  sehen  Definition 
aus  wiedergefunden  wurde“  ist  unverständlich,  da  nicht  angegeben  wird, 
was  unter  einer  solchen  Definition  verstanden  wird.  Thatsächlich  geht 
Schlömilch  von  einer  Integraldarstellung  des  Diflferentialquotienten  des 
Logarithmus  der  Gammafunktion  aus,  die  Gaufs  nicht  als  Verfasser  hat. 

(7)  pag.  174,  Nr.  14.  Hier  dürfte  es  sich  empfehlen,  den  von  Schlö- 
milch eingeführten  Integralsinus  und  Integralcosinus  zu  erwähnen,  zwei 
Integrale,  die  eine  ähnliche  Struktur  wie  der  Integrallogarithmus  besitzen 
und  sich  auch  von  Bedeutung  gezeigt  haben. 

(8)  pag.  180,  Nr.  17.  Von  den  Arbeiten  von  Schlömilch  über  die 
Beziehungen  zwischen  den  bestimmten  Integralen  und  der  Reihenlehre  wird 
aufser  dem  Kompendium  nur  eine  kurze  Notiz  im  dritten  Bande  der  Zeit- 
schrift für  Mathematik  zitiert,  die  lediglich  eine  Ergänzung  einer  früheren 
sehr  ausführlichen  Arbeit  im  zwölften  Bande  des  Archivs  der  Mathematik 
und  Physik  enthält.  Diese  Arbeit  fehlt,  obgleich  das  in  Betracht  kommende 
Resultat  in  ihr  schon  vorkommt.  Ebenso  fehlen  weitere  ausführlichere 
Arbeiten  im  ersten  und  vierten  Bande  der  Schlömilchschen  Zeitschrift,  sowie 
im  vierten  Bande  des  Archivs. 

(9)  pag.  184,  Note  163.  Die  independente  Darstellung  der  Bernoulli- 
schen  Zahlen  wird  in  expliziter  Weise  nicht  betrachtet,  vielmehr  werden 
nur  einige  Arbeiten  zitiert,  in  denen  dieselbe  thatsächlich  behandelt  wird. 

Arebiv  der  Mathematik  und  Physik.  UI.  Boiho.  II.  24 
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Dieser  Umstand  ist  schon  von  Herrn  Saalschütz  hervorgehohen  worden. 
Unter  den  zitiei'ten  Arbeiten  fehlt  die  Arbeit  von  Schlömilch  im  16.  Bande 
des  Archivs,  die  in  dem  zitierten  Werke  von  Herrn  Saal  schütz  ebenso 
ausführlich  besprochen  wrd,  wie  die  Arbeiten  von  Laplace,  Eytelwein  etc., 
die  Herr  Brunei  zitiert,  und  die  auch  dieselbe  Bedeutung  für  die  Entwicke- 
lung der  Theorie  besitzen  dürfte. 

Dresden.  M.  Krause. 


Zu  n A 4a:  Gewöhnliche  Differentialgleichungen. 

n.  S.  212,  Z.  1 — 11.  Bei  der  Zusammenstellung  der  verschiedenen  Fälle, 
die  eintreten  können,  wenn  längs  der  Diskriminantenkurve  G «=  0 nur 
zwei  Werte  von  y'  zusammenfallen,  ist  noch  ein  Fall  hinzuzufugen.  Ist 
nämlich  für  y = y'  — h 

dy  —~dx 

und  aufserdem  noch 

(J:F  y c^F  c'F_ 

\cydy')  ay*  ay'*“~  ’ 


aber  y^g{x)  keine  Lösung,  so  ist  diese  Kurve  entweder  der  Ort  für 
Punkte,  in  denen  Integialkurven  einander  von  höherer  als  1.  Ordnung 
berühren  oder  der  Ort  von  Spitzen  mit  Aufsentangenten  (Spitzen  2.  Art, 
Schnäbel). 

II.  S.  214,  Fufsnote  90.  Es  mnfs  dort  heifsen  statt  „M.  Schmidt,  Diss. 
Giefsen  1885“  „Carl  Schmidt,  Diss.  Giefsen  1884“.  Diese  Dissertation 
behandelt  auch  nicht  nur,  wie  in  Fufsnote  90  angegeben  ist,  spezielle 
Gleichungen  1.  Ordnung,  sondern  enthält  allgemeine  Untersuchungen 
über  singuläre  Lösungen,  insbesondere  zum  ersten  Male  die  voll- 
ständige analytische  Behandlung  des  allgemeinen  Falles,  wo  längs  der 
Diskriminantenkurve  G = 0 k Werte  von  y'  zusammenfallen,  aber 


dF  ,,dF,. 
Mainz. 


Carl  Schmidt. 


Zu  IV.  Bd.,  2.  Teil:  Geometrische  Grundbegriffe. 

IV.  S.  13,  Zeile  13/14  v.  o.  Es  heilst  da:  Diesen  (Vektor)  nennt  Max- 
well*’) „rotation“,  später  *’“)  „curl“  des  Vektors. 

Die  mit  23a)  bezeichnote  Abhandlung  aus  dem  Jahre  1871  ist  wohl 
früher  als  der  mit  23)  bezeichnote  Treatise.  An  beiden  Orten 
wendet  aber  Maxwell  den  Ausdruck  „curl  or  Version“  an,  und  lehnt 
rotation  in  dem  Aufsatz  23a)  ausdrücklich  ab  mit  den  Worten:  „I  have 
sought  for  a word,  which  shall  neither  like  Rotation,  Whirl  or  T\s*irl 
connote  motion  etc.“. 

Freiburg  i/B.  J.  Lüroth. 
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Sitznngsbericlite  der  Berliner  Mathematisclien  Gesellschaft. 

Heraosgegeben  vom  Vorstande  der  Gesellsoliaft. 

1.  Sitzung  am  31.  Oktober  1901. 

Anwesend  sind  die  Herren  Adler,  Börsch,  Budde,  Caratheodory, 
Cwojdziriski,  Dziobek,  Färber,  R.  Fuchs,  Fürle,  Hamburger, 
Haenlein,  Haentzschel,  Hensel,  Hessenberg,  Heun,  Jahnke, 
Jolles,  Kiehl,  Kneser,  Knoblauch,  Koppe,  Krohs,  Landau,  Lewent, 
Michaelis,  F.  Müller,  R.  Müller,  Opitz,  Peters,  Reichel,  Rothe, 
Schafheitlin,  J.  Schur,  Skutsch,  Steinitz,  Vogler,  Wallenberg, 
W eingarten. 

Durch  Zuruf  gewählt  werden  zum  Vorsitzenden  Herr  Weingarten, 
zum  Schriftführer  Herr  Kneser  (Berlin  W,  Schaperstr.  30),  zum  Stellver- 
treter des  Schriftführers  Herr  Jahnke. 

Wissenschaftliche  Mitteilungen: 

Herr  Weingarten:  Über  einen  neuen  Beweis  des  Lagrangeschen 

Satzes  in  der  Theorie  der  Wirbelbewegungen  (s.  u.). 

Herr  Kneser:  über  die  Begründung  der  Proportions-  und  Ähnlich- 

keitslehre in  der  Elementargeometrie  unabhängig  vom  Archimedischen 
Axiom  und  dem  Begriff  des  Inkommensurabel n (s.  u.). 

An  der  Diskussion  beteiligen  sich  die  Herren  Dziobek,  Färber, 
Hessenberg,  Kneser,  Weingarten, 

2.  Sitzung  am  27.  November  1901. 

Vorsitz:  Herr  Weingarten. 

Die  Anzahl  der  Mitglieder  der  Gesellschaft  beträgt  56 ; anwesend 
51  Herren. 

Wissenschaftliche  Mitteilungen: 

Herr  Lampe:  Über  eine  Frage  aus  der  Theorie  der  geometrischen 

Mittelwerte  (s.  u.). 

Herr  Jahnke:  Über  Lemoines  Bestimmung  der  Achsenrichtungen  eines 
Kegelschnitts  (Bull,  de  la  Soc.  Math,  de  France  29,  217;  Nouv.  Ann.  de 
Math.  (4)  1,  septembre  1901). 

Herr  Landau:  Über  den  casus  irreducibilis  bei  kubischen  Gleichungen. 

Herr  Börsch  legt  das  neuherausgegebene  wissenschaftliche  Tagebuch 
von  Gauss  vor. 

An  der  Diskussion  beteiligen  sich  die  Herren  Hensel,  Heun,  Hessen- 
berg, Jahnke,  F.  Kötter,  Lampe,  Landau,  Steinitz 

SiUangvbcricht«  d.  Bert.  Math.  0«i. 
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Sitztmgsberichte  der  Berliner  Mathematischen  Gesellschaft. 


3.  Sitzung  am  18.  Dezember  1901. 

Vorsitz;  Herr  Weingarten. 

Anwesend  40  Herren. 

Wissenschaftliche  Mitteilungen: 

Herr  F.  Kötter:  Elementarer  Beweis  des  Jacobischen  Kreisel- 

theorems (s.  u.). 

Herr  Heun;  Über  die  Hertz  sehe  Mechanik  (s.  u.). 

Herr  Hermes:  Zur  Herstellung  der  Vielflache. 

An  der  Diskussion  beteiligen  sich  die  Herren  Heun,  Kneser,  Knob- 
lauch, F.  Kötter,  Beissner. 


Über  einen  Satz  der  Hydrodynamik. 

Von  J.  Weingarten. 


Der  Helmholtzsche  Satz,  dafs  ein  Teilchen  einer  reibungslosen 
Flüssigkeit,  die  imter  dem  Einflufs  von  Potentialkräften  in  Bewegung  ist, 
zu  keiner  Zeit  eine  Rotation  erlangt,  wenn  es  zu  irgend  einer  Zeit  eine 
solche  nicht  besafs,  ist  von  Helmholtz  nicht  einwandfrei  abgeleitet  worden. 
Spätere  Autoren  wie  Kirchhoff,  H.  Weber  haben  für  seine  Ableitung 
anstatt  der  von  Helmholtz  zum  Ausgang  gewählten  Euler  sehen  Glei- 
chungen die  Lagrangeschen  Gleichungen  der  Hydrodynamik  zum  Ausgangs- 
punkte gewählt.  Der  Satz  selbst  ist  aber  einfach  auch  aus  den  E ul  ersehen 
Gleichungen  zu  gewiimen. 

Bezeichnen  m,  v,  w die  Geschwindigkeitskomponenten  des  bewegten 
Teilchens,  aufgefafst  als  Funktionen  der  rechtwinkligen  Koordinaten  x,  y,  z 
desselben  und  der  von  einem  beliebigen  Anfangspunkte  gezählten  Zeit  t, 
und  bildet  man  das  Difierential  dg>  einer  willkürlichen  Fimktion  tp  der 
Variablen  x,  y,  Zy  t in  Beziehung  auf  das  bewegte  Teilchen  während  eines 
Zeitelements  dty  so  erhält  man  die  Bestimmung 


d(p  dtp 
dt  dt 


+ “äi  + ‘’r»  + “’äi 


Sind  ferner  p,  <7,  r die  doppelten  Rotationskomponenten  desselben  Teilchens, 
nämlich 

dv  dio  dw  du  du  dv 

^ dz  dy'  ^ dx  dz'  * dy  dx' 


so  ergeben  die  Eul ersehen  Grundgleichungen  zufolge  der  Helmhol tzschen 
Entwickelung  die  Gleichungen: 


(dp 

du 

+ 

du 

+ 

du 

Tt  " 

~ ^ dx 

(Z 

f 

dz 

da 

dv 

dv 

+ 

dv 

~dt  " 

~ ^ dx 

Q 

dy 

r 

dz 

dr  _ 

du) 

+ 

dto 

-f 

dw 

.dt  " 

~ ^ dx 

Q 

äy 

r 

Tz 

DIgitized  by  Google 


Sitzungsberichte  der  Berliner  Mathematischen  Gesellschaft. 


3 


Führt  man  noch  die  abkürzende  Bezeichnung  ein: 


d<f>  , d(p 


dtp 


SO  ergiebt  sich  ohne  Weiteres  durch  Differentiation  in  Beziehung  auf  das 
bewegte  Teilchen: 

rw  #1 

ddtp 


dp  dq>  . dq  d(p  , dr  d<p  , dx  . ' 

didi-^disi+diäi+p-gr  + i 


dt  dt  dx  ' dt  du  ' dt  dz  ' ^ dt  ' dt  ''  dt 
und  durch  Benutzung  der  Gleichungen  (l)  nach  einfacher  Umformung: 

(2) 


ddq>  j d<p 

~dT  ~~^di 


Aus  dieser  Gleichung,  die  auch  als  eine  einfache  Folgerung  einer  bekannten 
Jacobi sehen  Untersuchung  angesehen  werden  kann'),  zieht  man  sofort  den 
folgenden  Schlufs: 

Ist  g>  eine  Funktion  der  vier  Variablen  y,  z,  t,  welche  der  Gleichung 


identisch  genügt,  d.  h.  bleibt  <p  in  Beziehung  auf  das  bewegte  Teilchen  mit 
der  Zeit  konstant,  so  bleibt  auch  die  Funktion  öq>  derselben  vier  Variablen 
für  das  bewegte  Teilchen  mit  der  Zeit  konstant. 

Drei  xmter  einander  unabhängige  Funktionen,  welche  mit  der  Zeit  für 
das  betreffende  Teilchen  ihren  Wert  beibehalten,  sind  sicher  die  drei  An- 
fangskoordinaten a,  &,  c dieses  Teilchens  zu  dem  als  Anfangszeit  gewählten 
beliebigen  Zeitpunkt  Null. 

Es  stellen  daher  die  drei  Funktionen 


6a 

6b 

6c 


da  da  da 


dx 

db 


db 


dz 

db 


prx  + ^'di  + ''dz 

de  de  de 


Po» 

$0» 


dz 


= r„ 


drei  mit  der  Zeit  unveränderliche  Gröfsen  für  das  betreffende  Teilchen  dar. 
Sind  diese  Gröfsen,  die  offenbar  die  doppelten  Komponenten  der  Anfangs- 
rotation darstellen,  zur  Anfangszeit  Null,  so  bleiben  die  Rotationskomponenten 
Null,  da  die  Funktionaldeterminante  der  Funktionen  a,  5,  c nicht  ver- 
schwinden kann.  Dies  ist  der  Hclmholtzsche  Satz. 

Verschwinden  für  einen  gewssen  Raum  in  allen  Punkten  diese  Kom- 
ponenten im  Anfänge,  so  verschwinden  in  dem  korrespondierenden  Raum 
die  Rotationskomponenten  zu  jeder  Zeit,  d.  h.  die  Geschwindigkeitskompo- 
nenten können  aus  einem  Gesch^nndigkeitspotential  abgeleitet  werden.  Dies 
ist  der  Lagrangesche  Satz. 


1)  Jacobi  Werke,  Bd.  6,  p.  89 — 43. 
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Neue  Begründung  der  Proportions-  und  Älmliclikeitslelire  unabhängig 
vom  Archimedischen  Axiom  und  dem  Begriff  des  Inkommensurabeln. 

Von  A.  Kneser. 


I.  Die  elementare  Xhnlichkeitslehre. 

1.  Wir  sagen,  zwischen  vier  Strecken  a,  c,  d besteht  die  Proportion 

(l)  a :b  = c : dj 

wenn  das  mit  den  Katheten  a und  b gebildete  rechtwinklige  Dreieck  die- 
selben spitzen  Winkel  hat,  w'ie  das  mit  den  Katheten  c und  d gebildete, 
und  zwar  so,  dafs  den  Katheten  a und  c gleiche  Winkel  gegenüber  liegen. 
Aus  dieser  Definition  folgt  unmittelbar,  dafs  die  aufgestellte  Proportion  (l) 
mit  den  folgenden  gleichbedeutend  ist: 

c : d = a : bj  b : a = d : d : c = b : a. 

Ferner  ist  klar,  dafs  aus  den  Proportionen 

ax  b = c : d,  : bi  = c : d 

die  weitere 

a : ft  = «j  : bj 

folgt. 

Ebenso  leicht  sieht  man,  dafs  durch  drei  Glieder  einer  Proportion  das 
vierte  unzweideutig  bestimmt  ist;  denn  z.  B.  aus  den  Proportionen 

a : b = c : dy  a :b  = c :d^ 

würde  folgen 

ex  d = C‘.  d^\ 

also  wären  die  rechtwinkligen  Dreiecke  mit  den  Kathetenpaaren  r,  d und 
c,  dj  gleichwinklig,  was  nach  dem  zweiten  Kongruenzsatze  d — d^  ergiebt. 
Endlich  ist  unmittelbar  ersichtlich,  dafs  zu  drei  willkürlich  gegebenen 
unter  den  Strecken  a,  b,  c,  d eine  vierte  so  gefunden  werden  kann,  dafs 
die  Proportion  (l)  besteht. 

2,  Es  gelte  die  Proportion  (l)  und  sei  OAB  ein  mit  den  Katheten 
a,  b gebildetes  rechtwinkliges  Dreieck,  sodafs 

a = OA,  b = OB. 

Man  trage  auf  der  Verlängerung  von  OA  über  0 hinaus  die  Strecke 

OD^d 


ab  und  ebenso  auf  der  Verlängerung  von  OB  über  0 hinaus  die  Strecke 

0(7=  c; 

dann  ist  der  Voraussetzung  (l)  zufolge 

^ OBA  = ^ ODC\ 

da  man  nun  setzen  kann 

OBA  = CBA,  ^ODC  = ^ADC, 

so  folgt 

CBA  = ADC. 
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Die  Strecke  AC  erscheint  also  von  den  Punkten  B und  J)  aus,  welche  auf 
derselben  Seite  der  Geraden  AC  liegen,  unter  gleichem  Winkel,  und  die  vier 
Punkte  A^  B,  C,  D liegen  nach  einem  aus  den  Kongnienzsätzen  folgenden 
Theorem  auf  einem  Kreise.  Daraus  folgt  dann  weiter 

mithin  sind  auch  die  Dreiecke  BOB  und  AOC  'm  der  Weise  gleichwinklig, 
dafs  den  Katheten  OC  und  OB  dieselben  Winkel  gegenüber  liegen.  Das 
bedeutet  nach  Nr.  1 aber,  dafs  die  Proportion 

OB  : OB  — OC : 0 J.,  d:b  = c:  a 

besteht,  oder  auch,  was  nach  Nr.  1 dasselbe  ist, 

a : c = b : d. 

In  der  Proportion  (l)  darf  man  also  die  inneren  Glieder  vertauschen. 
Schreibt  man  dieselbe  in  der  Form 

b t a = d : c, 

so  sieht  man  unmittelbar,  dafs  auch  die  äufseren  Glieder  vertauscht  werden 
dürfen. 

3.  Sind  0,  .4,  C irgend  drei  Punkte  einer  Geraden  und  liegt  A 
zwischen  0 und  (7,  so  nennen  wir  die  Strecke  OC  die  Summe  der  Strecken 
OA  und  AC  und  setzen  demgemöfs 

(2)  0C=  0A  + AC. 

Speziell  sei 

OA  = a,  OB  = b,  AC=c,  ^ AOB  = 90^, 

und  werde  die  Strecke 

AB  = d 

an  die  Gerade  OAC  unter  einem  rechten  Winkel  nach  derselben  Seite 
angetragen,  auf  welcher  OB  liegt.  Wenn  dann  wieder  die  Proportion 

(3)  a:  b — c:  d 

vorausgesetzt  wird,  so  sind  die  Geraden  AB  und  CB  parallel,  und  der 
Schnittpunkt  der  letzteren  mit  0J5,  welcher  E sei,  liegt  aufserhalb  der 
Strecke  OB,  sodafs 

0E=  OB  + BE 

gesetzt  werden  kann.  Nun  ist  offenbar 

BE  = AB  = d, 

also 

0£  = h + d, 

und  der  Gleichung  (2)  zufolge 

OC  = a + c. 

Die  Dreiecke  OCE,  OAB  sind  ferner  winkelgleich,  und  den  Seiten  OC, 
OA  liegen  gleiche  Winkel  gegenüber,  somit  folgt 

OC:OE^  OA:OB 

oder 

w 


a -{■  c : b d = a : b, 
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eine  Proportion,  die  somit  als  Folge  der  Proportion  (3)  erwiesen  ist.  Um- 
gekehrt folgt  diese,  wie  die  Figur  unmittelbar  lehrt,  aus  der  Voraussetzung  (4). 

4.  Jetzt  seien  zwei  beliebige  gleichwinklige  Dreiecke  gegeben;  zwei 
Winkel  in  einem  von  ihnen  mögen  halbiert  werden  und  die  Halbierungs- 
linien sich  in  einem  Punkte  Q schneiden,  der  von  allen  drei  Seiten  den 
Abstand  r hat.  Eine  Seite  dieses  Dreiecks  sei  a;  sie  werde  durch  das 
vom  Punkte  Q gefüllte  Lot  in  die  Abschnitte  und  o,  zerlegt  Die 
analoge  Konstruktion  am  zweiten  Dreieck  ergebe  den  Punkt  Q\  der  von  den 
Seiten  den  Abstand  r'  hat;  die  Seite  a'  liege  dem  gleichen  Winkel  wie  a 
gegenüber  und  werde  in  die  Abschnitte  a\  und  a'j  zerlegt,  von  denen  a\ 
im  Scheitel  eines  gleichen  Dreieckswinkels  wie  o^  endige.  Dann  hat  das 
rechtwinklige  Dreieck  mit  den  Katheten  r und  denselben  der  Strecke  r 
gegenüberliegenden  Winkel  wie  das  mit  den  Katheten  r'  und  a\  gebildete 
gegenüber  der  Strecke  also  folgt  nach  Nr.  1 


oder  nach  Nr.  2 

r : Oj  = 

= r : a 1 

Ebenso  ergiebt  sich 

r : r'  = 

= flj : a\. 

also 

r :r'  = 

und  nach  Nr.  3 

Oj  : a 1 

Qr^  • A 2 

Oj  -}-  rtj  : a'i  H-  a'j  = Oj  : a\  = r:r' 


oder,  da  offenbar  die  Gleichungen 


gelten. 


a = -f-  o„  a'  = a\  + a', 

a : a'  = r : r'. 


Sind  die  übrigen  Paare  gleichen  Winkeln  gegenüberliegender  Seiten  b,  b' 
und  c,  c\  so  ergiebt  sich  ebenso 

b :h'  = r : r\  c \ c ^ r \ r\ 

und  hieraus  folgt 

a : a — b : a : a — c : c; 

a : b — a'  :b\  a : c = a' : c\ 

In  winkelgleichen  Dreiecken  sind  also  irgend  zwei  Seiten  des  einen  Dreiecks 
denjenigen  Seiten  des  andern,  welche  den  gleichen  Winkeln  gegenüberliegen, 
proportional. 

5.  Speziell  folgt  aus  dem  erhaltenen  Resultat,  dafs  auf  den  Schenkeln 
eines  Winkels  durch  Parallele  proportionale  Strecken  abgeschnitten  werden. 
Trägt  man  umgekehrt  bei  der  Voraussetzung 

a :h  — c : d 

auf  dem  einen  Schenkel  eines  Winkels  die  Strecken 

a = OA,  c =«  OC, 
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nach  einer  und  derselben  Seite  ab,  ebenso  auf  dem  anderen  Schenkel  nach 
einer  Seite  die  Strecken 

h^OB,  d-=^OD 

und  zieht  durch  C eine  Parallele  zu  ÄB^  welche  den  Schenkel  OB  ia 
schneide,  so  liegt  dieser  von  0 aus  in  der  Richtung  OB,  und  es  ergiebt 
sich  nach  Nr.  4 

a:h  = c:  OB®, 

also 

C'.  d = c : OB^y 

woraus  nach  Nr.  1 folgt 

OD^d  = 

da  nun  die  Punkte  B und  B®  von  0 aus  nach  derselben  Seite  hin  liegen, 
so  müssen  sie  zusammenfallen;  die  Geraden  AB  und  CD  sind  somit  parallel. 

Hiermit  sind  die  Grundlagen  gegeben,  auf  denen  die  gesamte  Lehre 
von  der  Ähnlichkeit  der  Dreiecke  und  Vielecke  in  der  gewöhnlichen  Weise 
entwickelt  werden  kann,  ohne  dafs  der  Zahlbegriff,  das  Inkommensurable  oder 
das  Archimedische  Axiom  benutzt  würden. 


II«  Die  Streekenrechnnng. 

6.  Eine  beliebige  Strecke  werde  durch  1 bezeichnet;  gilt  dann  die 
Proportion 

(5)  a : 1 = a; ; b, 

so  nennen  wir  die  Strecke  x das  Produkt  aus  a und  b und  setzen 

X — ab. 

Nach  Nr.  2 folgt  nun  ans  der  angesetzten  Proportion 

ai  X = 1 :bf 

und  hieraus  nach  Nr.  1 

b ; 1 = a; : a; 

man  hat  also  die  Gleichungen 

X = ba,  ab  = ba, 

und  die  definierte  Multiplikation  zweier  Strecken  ist  kommutativ. 

Es  sei  ferner 

y = xc={ab)cy  z^bc^  u az  ^ a{bc); 
dann  gelten  die  Proportionen 

(6)  b : 1 : c,  x ; 1 y : c,  a : 1 = u : r, 

oder  nach  Nr.  2 

b : z = 1 i x:y  = l:c, 

also  nach  Nr.  1 und  2 

b : z = x:y^  b:  x ^ z :y 

oder  endlich 

x\b  ^ y z. 
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Kombiniert  man  hiermit  die  Proportion  (5),  so  folgt 

a : 1 = y i z, 

also  zufolge  der  dritten  Proportion  (6) 


y : z = u : z^ 

und  dies  ergiebt  nach  Nr.  1 das  gewünschte  Resultat 

y — M,  (a6)  c = rt  (bc). 

Die  Mnltiplikation  der  Strecken  ist  also  auch  assoziativ. 

Endlich  folgen  nach  Nr.  2 und  3 aus  den  Proportionen 

fl,  : 1 = iCj  : h,  : 1 ==  itj  : h 

die  Resultate 

rtj  ; a-j  = tf 3 : uTj , «j  : = 1 : , 

flj  -{-  «8  • • -*^1 » «1  + flj  : 1 = a:,  -|-  Xj  : 6; 

da  nun 

X|  — b j Xg  — ttg  b f 

so  zeigt  die  letzterhaltene  Proportion 

b («I  + ög)  = aj & + ügbf 

und  die  Multiplikation  ist  als  zur  Addition  distributiv  erwiesen.  Für  beide 
Operationen  gelten  also  bei  den  festgesetzten  Definitionen  dieselben  formalen 
Rechnungsregeln  wie  in  der  Arithmetik. 

7.  Es  ist  nach  den  bisherigen  Entwicklungen  noch  nicht  selbstver- 
ständlich, aber  leicht  zu  zeigen,  dafs  aus  der  Proportion 

(7)  a:b  = CI  d 
die  Gleichung 

ad  = bc 

folgt.  Setzt  man  nämlich 

X —ad^  y = 6c, 

sodafs  die  Proportionen 

(8)  a:l=x:d,  6:l=^:c 
bestehen,  so  kann  eine  Strecke  m durch  die  Proportion 

(9)  b : \ = m:  d 
definiert  werden;  dann  ist 

6 ; »t  = 1 : rf, 

und  da  der  ersten  Proportion  (8)  zufolge 

a : X = 1 : d, 

so  folgt 

(10)  a : X = b : a:  b = x : m. 

Andrerseits  ergiebt  die  Definition  von  m kombiniert  mit  der  zweiten 
Proportion  (8) 

y c — m \ rf, 

also  auch 

(11)  y : m c:  d 
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oder  der  Voraussetzung  (7)  zufolge 

y : m — a : b\ 

also  nach  der  zweiten  Proportion  (10) 

y : m = X : tn^ 

woraus  nach  Nr.  1 folgt 

(12)  ^ = y-,  = bc. 

Geht  man  umgekehrt  von  dieser  Gleichung  aus  und  definiert  m wie 
bisher  durch  die  Proportion  (9),  so  ergeben  sich  wie  oben  die  Resultate  (10), 
(11)  und  aus  ihnen  die  Proportion  (7),  welche  somit  als  Folge  der  Voraus- 
setzung (12)  erscheint. 

Hiermit  sind  genügende  Hilfsmittel  gegeben,  um  alle  in  der  alge- 
braischen Geometrie  vorkommenden  Rechnungen  mit  Strecken  unabhängig 
vom  Archimedischen  Axiom  sowie  von  den  Begriffen  der  Zahl,  des  In- 
kommensurabeln  und  des  Flächeninhalts  vollständig  durchzufahi*en. 

Literatur:  Grassmann,  Ausdehnungslehre  von  1844,  Rein  geometrische 
Darstellung  der  Proportionen  in  der  Geometrie,  §§  75 — 79. 

Hoppe,  Rein  geometrische  Proportionslehre.  Archiv  der  Math.  u. 
Phys.  (1)  62,  S.  153—164.  1878. 

Kupffer,  Die  Darstellung  einiger  Kapitel  der  Elementarmathematik, 
Sitzungsberichte  der  Naturforschergesellschaft  zu  Dorpat,  10,  Heft  II, 
S.  359—385.  1893. 

Hilbert,  Grundlagen  der  Geometrie  (Festschrift),  §§  14 — 17.  1899. 


Üfier  eine  Frage  ans  der  Theorie  der  geometrischen  Mittelwerte. 

Von  E.  Lampe. 

Aufgabe.  — Den  Mittelwert  der  Krümmungsradien  aller  Normalschnitte 
in  einem  Punkte  B einer  positiv  gekrümmten  Oberfläche  zu  finden. 

Lösung.  — Man  beschreibe  in  der  Tangentialebene  der  Oberfläche  für 
den  betrachteten  Punkt  B um  den  Berührungspunkt  B als  Mittelpunkt  den 
Kreis  mit  dem  Radius  a (von  beliebiger  Länge),  errichte  in  jedem  Punkte 
P der  Peripherie  dieses  Kreises  das  Lot  auf  der  Tangentialebene  und  gebe 
dem  Lote  die  Länge  r desjenigen  Krümmungsradius,  welcher  dem  durch 
BP  gehenden  Normalschnitte  der  Oberfläche  angehört.  Die  Gesamtheit  der 
so  errichteten  Lote  gehört  dem  Mantel  des  Kreiscylinders  an,  der  den  Kjeis 
vom  Radius  a als  senkrechten  Querschnitt  besitzt.  Das  von  den  Strecken  r 
beschriebene  Stück  des  Mantels  des  Cylinders  werde  längs  des  einen  Haupt- 
krümmungsradius rj  aufgeschnitten  und  in  eine  Ebene  ausgebreitet,  so  er- 
hält man  ein  ebenes  Flächenstück  von  der  Basis  2 an  und  dem  Inhalte 

F = I r • ad(p. 

♦ • 

0 
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Nun  ist  bekanntlich  r = rjrj/(rj  cos*qp  + sin^qp),  wenn  und  die  beiden 
Hauptkrünunungsradien  sind.  Mithin  ist 


%n 


(ig> 

cos’gj  + fj  sin*  9 


ar^r. 


X 
2 ’ 


oder  F = 2ajt|/r7^.  Hieraus  ergiebt  sich  die  mittlere  Höhe  dieser  Flache 
nach  Division  durch  die  Basis  2 an  als  = Setzt  man  die 

Krümmung  der  Oberfläche  in  B gleich  dem  reziproken  Werte  des  mittleren 
Krümmungsradius,  so  wird  die  auf  diese  Weise  deflnierte  Krümmung  gleich 
der  Quadratwurzel  aus  dem  Gaufsschen  Krümmungsmafs. 

Verführt  man  in  gleicher  Weise  mit  der  Krümmung  1/r  jedes  Normal- 
schnittes, trägt  man  also  im  Punkte  P senkrecht  zur  Tangentialebene  l/r 
als  lineare  Gröfse  nach  einem  beliebig  gewählten  Mafse  auf,  so  erhält  man 
nach  Abwickelung  des  auf  solche  Weise  entstandenen  Mantelstückes  Fj  für 
die  Gröfse  desselben  den  Ausdruck: 


Bezeichnet  man  den  Mittelwert  der  Krümmung  aller  Normalschnitte  durch 
1/rff,  so  erhält  man  also 


die  Hälfte  der  sogenannten  mittleren  Krümmung,  in  Übereinstimmung  mit 
den  Ansichten  von  Sophie  Germain. 

Wie  alle  Fragen  aus  der  Theorie  der  geometrischen  Mittelwerte,  so 
hat  auch  die  unsrige  je  nach  der  Annahme  der  unabhängigen  Variable  (in 
unserem  Falle  9)  unendlich  viele  andere  Lösungen.  Beschreibt  man  in  der 
Tangentialebene  eine  beliebige  geschlossene  Kurve,  welche  B einschliefst,  so 
kann  man  diese  Kurve  als  Basis  eines  Oylinders  benutzen  und  auf  dessen  zur 
Tangentialebene  senkrechten  Eraeugenden  die  Werte  von  r nach  derselben 
Weise  wie  oben  beim  Kreiscylinder  auftragen.  Jede  solche  Kurve  er- 
giebt im  allgemeinen  einen  anderen  Mittelwert.  Aufser  dem  oben  be- 
nutzten Kreise  um  B als  Zentrum  empfiehlt  sich  die  Dupinsche  Indikatrix, 
die  auf  elliptische  Integrale  führt.  Als  Kuriosum,  das  auch  ohne  Durch- 
führung der  Rechnung  leicht  verständlich  ist,  möge  folgender  Fall  erwähnt 
werden.  In  der  Tangentialebene  von  B zeichne  man  beiderseitig  von  B 
den  Radius  t*j  in  dem  Schnitte  der  zugehörigen  Normalebene,  also 
BB^  = rj  und  ziehe  diu*ch  Pj  und  B^'  Senkrechte  zu  BBj  und 

BBi'.  Diese  beiden  Parallelen  können  als  geschlossene  Kurve  um  B be- 
trachtet werden.  Für  sie  folgt  als  Mittelwert  aller  Radien  r der  Wert  rj. 

Eine  von  der  vorigen  Lösung  verschiedene  erhält  man,  wenn  man 
in  der  Tangentialebene  jeden  Wert  von  r längs  des  Schnittes  der  zu- 
gehörigen Normalebene  aufträgt.  Die  ‘Endpunkte  der  Radien  bilden  eine 
Kurve  mit  der  Polargleichung 

r *•!  r, 

fj  C08*qp  -j-  r,  *in*9 
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Der  Inhalt  dieser  Kurve  ist 

n 

Y 

F 2 • C — 

* (r,  cos*  qp  + sin*qp)*  ’ 

0 

oder  wie  man  leicht  findet 

Setzt  man  diesen  Flächeninhalt  gleich  dem  eines  Kreises  vom  Radius  so 
kann  man  p als  Mittelwert  aller  Radien  r definieren.  Da  nun 


(r,  + r,) 


ist,  so  ergiebt  sich  hier  9 als  geometrisches  Mittel  zwischen  dem  geo- 
metrischen und  dem  arithmetischen  Mittel  aus  den  beiden  Hauptkrümmungs- 
radien. 


Ein  Beweis  des  Jacobischen  Theorems  von  der  Zusammensetzbarkeit 
einer  Kreiselbewegnng  ans  den  Inversionen  zweier  Poinsotbewegnngen. 

Von  Fritz  Kötter. 

Das  bekannte  Theorem  von  Jacobi,  dafs  sich  jede  Kreiselbewegung 
aus  den  Umkehrungen  zweier  konjugierten  Poinsotbewegungen  zusammen- 
setzen lasse,  steht  zwar  nicht  in  der  ersten  Reihe  der  zahlreichen  Ent- 
deckungen dieses  Forschers,  wenn  es  sich  um  die  Fruchtbarkeit  und  den 
Folgereichtum  handelt;  es  rückt  aber  sofort  an  diesen  Platz,  wenn  es  sich 
um  die  Eleganz  und  die  überraschende  Einfachheit  des  Zusammenhangs 
scheinbar  weit  von  einander  entfernt  liegender  Dinge  handelt. 

Für  dieses  Theorem  hat  man  verschiedene  Beweise  gegeben.  Einige 
dieser  Beweise,  welche  die  Übereinstimmung  der  formelmäfsigen  Darstellung 
der  beiden  zu  vergleichenden  Bewegungen  als  Hauptstück  enthalten,  führen 
zwar  die  Richtigkeit  des  Theorems  unmittelbar  vor  Augen,  bleiben  aber 
dennoch  unbefriedigend,  weil  sie  die  inneren  Ursachen  der  Übereinstimmung 
nicht  berühren. 

Ohne  die  endgültige  Darstellung  durch  elliptische  Funktionen  zu  be- 
nutzen, haben  Darboux  und  Routh  das  Theorem  bewiesen,  indem  sie 
zeigten,  dafs  die  Geschwindigkeitsgröfsen  bei  den  beiden  verglichenen  Be- 
wegungen in  derselben  Weise  von  der  gegenseitigen  Lage  abhängen. 
Während  aber  bei  Routh  mehr  die  formelmäfsige  Übereinstimmung  betont 
wird,  hebt  Darboux  hervor,  dafs  der  Ausdruck  für  das  Quadrat  der  Ge- 
schwindigkeit bei  der  zusammengesetzten  Bewegung  unmittelbar  die  Über- 
einstimmung mit  dem  Satz  von  der  lebendigen  Kraft  bei  der  Bewegung 
des  Kugelkreisels  erkennen  lasse,  und  so  in  Verbindung  mit  dem  Umstande, 
dafs  die  Komponenten  der  Geschwindigkeit  nach  den  Hauptachsen  der  beiden 
gegen  einander  bewegten  Räume  konstant  sind,  das  Theorem  zur  Evidenz 
bringe. 

Von  allen  Beweisen,  welche  bisher  für  das  Theorem  gegeben  wurden, 
erscheint  mir  daher  deijenige  von  Darboux  als  der  natürlichste.  Man 
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kann  jedoch  noch  einen  Schritt  weiter  gehen.  Der  Beweis  von  Darboui 
fordert  für  die  Erkenntnis  seiner  Richtigkeit  noch  immer  die  Bildung  der 
ersten  Integrale  des  Kreiselproblems.  Und  wenn  jene  Integrale  auch  sämt- 
lich eine  weitgehende,  allgemein  gütige  Bedeutung  haben,  müfste  ein  Beweis 
als  einfacher  gelten,  bei  welchem  unmittelbar  gezeigt  würde,  dafs  die  zu- 
sammengesetzte Bewegung  die  Eigenschaft  hat,  welche  in  dem  Ansatz  für  die 
Differentialgleichungen  der  Bewegimg  des  Kugelkreisels  zum  Ausdruck  kommt. 
Ein  solcher  Beweis  wurde  in  dem  Vortrage  mitgeteilt. 


Über  die  Hertzsobe  Heobanik. 

Von  Karl  Heun. 

In  Rücksicht  auf  die  zunehmende  Bedeutung  der  Mechanik  gebundener 
Systeme  sollen  hier  einige  Entwicklungen  aus  den  Hertzschen  „Principien“ 
wiedergegeben  werden,  welche  hiermit  in  der  engsten  Beziehung  stehen. 

Wir  knüpfen  an  Abschnitt  7 des  ersten  Buches  an,  in  welchem  die 
kinematischen  Grundbegriffe  in  Bezug  auf  ein  System  definiert  sind.  Hertz 
bezeichnet  hier  die  einfachen  kinematischen  Vektoren,  insofern  sie  durch 
Strecken  im  Euklidischen  Raume  dargestellt  sind  und  ihren  Ausgang  von 
bestimmten  Massenpunkten  des  Systems  nehmen,  als  Elemetitarvektorim, 
Solche  sind  z.  B.  das  Moment  der  Geschwindigkeit  sowie  der  Beschleunigung 
eines  Punktes  mit  der  Masse  tn.  Bezeichnen  wir  die  Komponenten  der 
Elementargeschwindigkeit  mit  ij,  Xj,  und  diejenigen  der  Beschleunigung 
mit  X,,  jr,,  dann  kann  man  zunächst  die  skalaren  auf  das  ganze  System 
bezogenen  Gröfsen 

= £m  (xjXj  + x^x^  -}-  j,x,) 

bilden  und  als  Viriale  der  Momente  der  Geschwindigkeiten  und  der  Be- 
schleunigungen bezeichnen.  Von  einer  bestimmten  Lage  und  Konfiguration 
und  dem  entsprechenden  Zeitmomente  ausgehend,  werden  sich  diese  System- 
gröfsen  in  doppelter  Weise  ändern:  einmal  indem  jeder  Massenpunkt  ni  seine 
Geschwindigkeit  und  Beschleunigung  wechselt,  dann  aber  auch  indem  seine 
Lage  im  Raume  eine  andere  wird.  Die  Entwicklung  der  Reduktionsmethoden 
für  die  kinematischen  Elementarvektoren  ist  nun  unter  den  Händen  von 
Johann  Bernoulli  und  Lagrange  thatsächlich  so  vor  sich  gegangen, 
dafs  man  die  erstgenannten  Änderungen  gänzlich  ausgeschlossen  und  das 
zweite  System  der  Änderungen  insofern  als  willkürlich  angenommen  hat, 
als  es  die  Beschränkung  auf  unendlich  kleine  mit  dem  geometrischen  Zu- 
sammenhänge des  materiellen  Systems  verträgliche  Verschiebungen  gestattet 
Das  System  der  kinematischen  Elementarvektoren  wird  also  infolge  der 
ersten  Festsetzung  zu  einem  staiionärm  in  dem  Sinne,  in  welchem  die 
Astatik  bei  ihren  Betrachtungen  die  Kräftesysteme  für  — beliebige  — Ver- 
schiebungen auffafst.  Die  entsprechenden  Virialändeningen  des  Geschwin- 
digkeits-  und  Beschleunigungssystems  sind: 

(iidXi  -f  -f  Xgdxj),  = £m  -f-  jr,dz,)- 
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Die  Einführung  der  Lagrangeschen  Systemkoordinaten  ^ 

an  Stelle  der  Cartesischen  Koordinaten  ergiebt  Ausdrücke  von  der  Form: 

d,«,  - + Ksdj,  + •••  + r.dg.,  = IV', dg.  + ir,dg,  + • • • + IV'.dg,, 

worin 

d dE  dE 

^ ^*~'dtd'qr  ~dqy 

bedeutet.  Die  kinetische  Energie  des  Systems  ist  definiert  durch  die 
Gleichung 

E = 4-  + if)- 

Hertz  nennt  die  Gröfsen  Fj,  F^,  • • •,  F„  die  Komponenten  des  Mo- 
mentes der  Geschwindigkeit  in  Bezug  auf  das  ganze  materielle  System  und 
bezeichnet  den  entsprechenden  Vektor  — im  Gegensatz  zu  den  Elementar- 
vektoren — als  einen  Lagrangeschen')  Vektor.  Diese  Bezeichnung  überträgt 
sich  ohne  weiteres  auf  Beschleunigungen  und  Kräfte. 

Wirkt  also  auf  die  Masse  m eine  Elementarkraft  mit  den  Komponenten 
Äj,  Äj,  Ä*3,  welche  eine  Elementarreaktion  mit  den  Komponenten  »*j,  r,, 
hervorruft,  so  ist  für  jeden  Massenpunkt 

k\  = mxi  -f  rj , Ä'2  = mjfg  + r, , A,  = mx^  -f  r^; 

und  man  hat  nach  dem  d’Alembertschen  Prinzip  die  Bewegungsgleichungen 
in  der  Form 

= 0, 

wenn 

S,.  = E{r^Xi  + rj.a',  -f 

das  Virial  der  Elementarreaktionen  in  Bezug  auf  das  ganze  System  be- 
deutet. Setzt  man  nach  Einführung  der  Lagrangeschen  Koordinaten 
«1.  «!.  • ■■>«.  “O'!» 

i.sß,  = Ä,dg,  + A,dg,  + • • • + Jf,dg„, 

so  kann  man  die  Bewegungsgleichungen  des  Systems  auch  schreiben: 

TF3  = ä„  = 

Für  ein  ungekoppeltes  System  wäre  nach  der  Auffassung  von  Hertz 
natürlich 

ä;  = JTj  = • = --  0. 

Da  diese  besondere  Voraussetzung  füi*  die  Anwendungen  der  Mechanik 
— wenigstens  vorläufig  — unbequem  erscheinen  könnte,  so  behalten  wir 
im  folgenden  die  äufseren  Kräfte  bei,  indem  wir  den  Hertz  sehen  BegriflT 
der  Koppelung  der  einzelnen  Teilsysteme  ohne  weiteres  auf  dynamisch  be- 
einflufste  materielle  Systeme  ausdehnen.  Genau  genommen  ist  diese  ganze 
Unterscheidung  gerade  in  der  technischen  Mechanik  häufig  belanglos.  Denn 


1)  Eigentlich  führt  Hertz  diese  Benennung  erst  in  Nr.  476  bei  Erörterung 
der  dynamischen  Verhältnisse  ein.  Es  liegt  jedoch  kein  Grund  vor,  in  der  Kine- 
matik eine  andere  Terminologie  zu  benutzen. 
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nehmen  wir  etwa  den  Kurbelmechanismus  (Fig.  1)  der  Dampfmaschine,  so 
sehen  wir,  dafs  die  Welle  A mit  der  Arbeitsmaschine,  der  Kreuzkopf  D mit 
dem  System  der  Dampfmoleküle  und  dafs  der  ganze  Mechanismus  mit  der 
Unterlage  gekoppelt  ist.  Diesen  Verbindungen  entsprechen  der  Wider- 
stand der  Arbeitsmaschine,  die  treibende  Kraft  des  Kesseldampfes  und  die 
Schwerkraft. 

Wir  betrachten  jetzt  einen  beliebigen  Mechanismus  von  n Graden  der 
Freiheit  und  trennen  denselben  durch  einen  oder  mehrere  Schnitte  in  zwei 

Teile.  Die  freien  Koordinaten 
des  ersten  Teilsystems  seien  qi, 
32,  • • diejenigen  des 

zweiten  g'/,  gs,  • • •,  g«-  und 
nennen  die  zugehörigen  kine- 
tischen Energien  E'  und  E". 
Bei  analoger  Bezeichnung  der 
übrigen  korrespondierenden 
Gröfsen  heifsen  die  Bewegungs- 
gleichungen der  beiden  Teilsysteme 


B 


W[  = Ki,  W2  = K;, 

w;'=A7, 


w\ 


k: 


Alle  Elementarkräfte  haften  bei  dieser  Auffassung  an  ihren  ursprünglichen 
Angriffspunkten  und  dürfen  deshalb  vor  Ausführung  des  Trennschnittes 
keineswegs  nach  den  Regeln  der  Statik  reduziert  werden.  Die  hier  zu- 
lässigen Reduktionen  werden  ohnedies  durch  Bildung  der  Lag  ran  ge  sehen 
Komponenten  • • •,  A«»,  Ä"/,  * • •,  K'^"  ausgeführt. 

Koppeln  wir  nun  beide  Teilsysteme  durch  die  Gleichungen  der  Maschine 
(Hertz  Nr.  531): 

(1)  = 0,  F,(g',g")  - 0,  • ■ F„{q',q")  = 0, 

dann  können  die  obigen  n'  -|-  n"  Bewegungsgleichungen  nicht  mehr  be- 
stehen. Es  ist  vielmehr  jetzt  nach  dem  d’Alembertschen  Prinzip 

(2)  6M  4-  = 0,  (cf.  Hertz  Nr.  535) 

worin 

SM  = Biöqi  + le^dgi  + • • • + B^'.Sq:', 

öx^r  — BiSqi-\-  Biöqi-\-  •••  -f-  B^" Sq^» 


zu  setzen  ist.  Die  Lagr angesehen  Gleichimgeu  nehmen  also  die  Form  an: 
I wi  = Ky  + Bi  Ws  = + Bi  . • .,  wi  = Ki  + Bi;, 

|wi'  = Ai'+Ai,  Ws'=  As-f  A;',  ...,  W:  ■ = K'i' Bi’. 


(3) 


Sie  eignen  sich  nicht  zur  Bestimmung  der  Bewegung  des  ganzen  Systems 
Sind  die  freien  Koordinaten  desselben  g^,  g^,  • • •,  g^,  dann  besteht  die 
Beziehung 

n'  + w"  — w = n. 


1)  Im  obmen  Beispiele  möge  der  Schnitt  etwa  bei  C durch  die  Lenkstange 
geführt  sein.  Es  ist  dann  n = 1,  n'  = 2,  n"  = 2,  m = 3. 


DIgitized  by  Google 


Sitzungsberichte  der  Berliner  Mathematischen  Gesellschaft. 


15 


und  die  Bewegungsgleichungen  haben  die  Form: 

(4)  W-i  = TFj  = iTjj,  • • •,  = K^. 

Die  Gleichungen  (3)  dienen  lediglich  zur  Bestimmung  der  beiden  La- 
grangeschen  Vektoren  (i?i,  Ri,  • • •,  Ri<)  und  (i?i,  R'i,  • • •,  R'n'). 

Setzt  man  mm  in  der  Gleichung  (2)  oder 

RlSqi  + •••  + R'n'6q:-  + + • • + = 0 


nach  den  Gleichungen  (l)  die  Werte  der  Variationen  der  Koordinaten  als 
Funktionen  der  Gröfsen  6Qi,'öq^,  • • •,  ein,  so  mufs  nach  dem  d'Alem- 
bertschen  Prinzip  für  das  gekoppelte  System 


= 0 


sein.  Die  resultierende  Gleichung  zerfällt  also  in  ein  System  von  n homo- 
genen linearen  Gleichungen: 


+ • • • + ^n'lR'n'  + ^iiR'i  + * * * + 

+ * • • + ^n’iRn'  + ^12^1  + * • * + ^n"iR 


1"  ^n'n-ß«'  + ^In-Ri  •••  + A.n"n-Rw"  = 0. 


Dies  sind  die  Gleichungen  „zwischen  den  Komponenten  der  auf  eine 
Maschine  wirkenden  Kräfte  nach  ihren  Koordinaten“,  auf  welche  Hertz  in 
Nr.  533  seiner  Prinzipien  hinweist.  Sie  sind  von  grofser  Bedeutung  für 
die  technische  Kinetostatik,  indem  sie  die  Abhängigkeit  der  Komponenten 
der  Schnitireaktionen  von  einander  ausdrücken.  Führt  man  den  Schnitt 
durch  ein  Lager,  so  ergeben  sich  in  derselben  Weise  die  Komponenten  der 
Zapfenreaktionen  für  den  betreffenden  Mechanismus. 

Das  kinetostatische  Problem  der  Äuflaqcrreaktionen,  welches  eigentlich 
eine  Variante  der  vorstehend  behandelten  Aufgabe  ist,  wollen  wir  nur  für 
den  einfachen  Kurbelmechanismus  betrachten  und  uns  hierbei  auf  die  not- 
wendigsten Andeutungen  be- 
schränken. 

Um  den  Mechanismus 
(Fig.  2)  in  den  erforderlichen 
iVeiheitszustand  zu  versetzen, 
verschieben  wir  die  Wellen- 
mitte A nach  Ä'  entsprechend 
den  Koordinaten  ^Tq,  i/q,  ferner 
den  Kreuzkopfzapfen  von  D 
nach  D'  entsprechend  den  Koor- 
dinaten Xj,  und  drehen  die 
Kolbenstange  in  die  Lage  D'E', 
so  dafs  sie  mit  der  Horizon- 
talen den  Winkel  if;  bildet. 

Das  in  dieser  Weise  frei  gemachte  System  ist  bestimmt  durch  die 
sechs  Koordinaten  Xq,  y^,  ß,  Xj,  y^,  V'-  Seine  Bewegung  würde  also  durch 
die  sechs  Lagrangeschen  Gleichungen 

(6)  = (v=l,2,  6) 
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insofern  bestimmt  sein,  als  dies  ohne  Angabe  der  Anfangslage  und  der 
Anfangsgeschwindigkeiten  möglich  ist. 

Koppeln  wir  aber  das  Kurbelsystem  mit  dem  gesamten  Auflagergerttst, 
so  kann  dies  im  vorliegenden  Falle  nur  durch  fünf  Gleichungen: 

F,  = 0,  F’,  = 0,  F,=  0 

zwischen  den  Koordinaten  geschehen,  und  an  Stelle  der  Gleichungen  (6) 
treten  die  folgenden: 

(7)  = + (»  = 1,2,. .,6) 

Hierdurch  sind  die  beiden  Reaktionsvektoren  (ii\  = = i?^)  und 

li^  = i?5==  Rß  — R^})  bestimmt.  Die  Hertzschen  Gleichungen  (5) 

reduzieren  sich  auf  eine  einzige. 

Es  erscheint  kaum  nötig  hervorzuheben,  dafs  der  hier  entwickelte 
Rechnungsgang  auch  ohne  weiteres  aus  den  allgemeinen  Ansätzen  von 
Lagrange  folgt,  wie  er  sie  in  der  Mecanique  analytique  entwickelt  hat. 
Hier  kam  es  nur  darauf  au,  zu  zeigen,  dafs  Hertz  den  kinetostatischen 
Betrachtungen  eine  wesentlich  gröfsere  Aufmerksamkeit  geschenkt  hat,  als 
es  in  den  meisten  systematischen  Darstellungen  der  theoretischen  Mechanik 
zu  geschehen  pflegt,  indem  diese  — namentlich  nach  dem  Vorgänge  von 
Jacobi  — den  Schwerpunkt  allzu  einseitig  in  die  Bewegungsgleichungen 
legen. 
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